Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
18. atklātā olimpiāde (1990./91. m.g.)
Atrisinājumi

18.1. Tā kā rezultātā iegūtais skaitlis dalās ar 37 (jo dalās ar 111), tad arī sākotnējais skaitlis dalās ar 37. Pārbaude parāda, ka der tikai skaitlis 37. Tiešām,

37 × 3 × 7 = 777;  74 × 7 × 4 = 2072.
18.2. Jā, var. Piemēram, tā, kā parādīts zīmējumā
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18.3. Ja visu skaitļu summu, kas uzrakstīta uz zilajām kartiņām, pareizināsim ar visu skaitļu summu, kas uzrakstīta uz sarkanajām kartiņām, tad iegūsim prasīto summu: 

.
18.4. Nē, nevar. Ja rūtiņu kvadrātu iekrāsosim šahveida formā, tad atlikušajā daļā būs 32 baltas un 30 melnas rūtiņas; apstaigājot rūtiņas, katru reizi mainās lauciņa krāsa, tātad balto un melno rūtiņu skaitam būtu jābūt vienādam.
18.5. Nākošā rindiņa būs šāda: 1113213211, kas veidojās, lasot iepriekšējās rindiņas ciparus šādā veidā: viens vieninieks, viens trijnieks, divi vieninieki, trīs divnieki, viens vieninieks.
18.6. Jā, var. Piemēram, saskaitot 1991 reizi daļas

 , iegūstam skaitli, kas lielāks par 1990, jo 

.
18.7. No 5 punktiem vismaz divi atradīsies vienā no četriem koordinātu plaknes kvadrantiem. Šiem punktiem gan abscisu, gan ordinātu reizinājums ir pozitīvs.
18.8. Apzīmēsim dotos skaitļus ar a, b, c, d, e. No dotajām kongruencēm



  un 

 seko, ka 

. Līdzīgi iegūstam, ka 

. Tātad 

, un skaitlis a dalās ar 5. Līdzīgi pierāda, ka arī pārējie skaitļi dalās ar 5.
18.9. Nē, nevar.
18.10. Piecstūri var krustoties 18 punktos, kā tas redzams 18.2 zīmējumā.
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18.11. Trīs no taišņu virziena koeficientiem ir pozitīvi skaitļi, bet viens negatīvs. Tātad, starp skaitļiem a, b, c, d tieši trīs ir pozitīvi skaitļi. Aplūkojot taišņu krustpunktus ar Oy asi, redzam, ka no taišņu vienādojumu brīvajiem locekļiem (skaitļiem a, b, c, d) divi ir negatīvi. Iegūta pretruna, kas norāda, ka zīmējumā attēlotās taisnes nevar būt doto funkciju grafiki.
18.12. Taisnes AD krustpunktu ar BC apzīmēsim ar E (skat. 18.3. zīm.).
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Tā kā trijstūra DEC ārējais leņķis 
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ADC ir vienāds ar 
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AEC un 
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ECD summu, tad 
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ADC > 
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AEC. Līdzīgi, aplūkojot trijstūri ABE, secinām, ka 
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AEC > 
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ABC. No šejienes seko prasītā nevienādība.
18.13. Jā, var. Uz vienas kartiņas uzrakstīsim skaitli 2, bet uz pārējām -- ‘‘-1’’.
18.14. Apzīmēsim ar x pāru skaitu, kuros stāv blakus divi zēni; ar y -- pāru skaitu, kuros stāv blakus meitene un zēns un ar z -- pāru skaitu, kuros stāv blakus divas meitenes. Tā kā katrs bērns ieskaitīts divos pāros, tad iegūstam vienādības 

 un 

. No šejienes seko, ka x = z. Tātad divas meitenes stāv blakus 17 vietās.
18.15. Mazākais laidņu skaits ir 8. Tos var novietot, piemēram, uz ceturtās horizontāles. Pierādīsim, ka ar mazāku laidņu skaitu visus lauciņus apdraudēt nevar. Laidņi iedalās divās grupās: melnie, tie, kas apdraud melnos lauciņus un baltie, tie, kas apdraud baltos lauciņus. Pierādīsim, ka nepieciešami vismaz 4 melnie (baltie) laidņi. Aplūkosim 14 melnās rūtiņas, kas atrodas pie šaha galdiņa malas. Katrs laidnis var apdraudēt ne vairāk kā 4 no tām. Tātad trīs melnie laidņi nevar apdraudēt visas šīs rūtiņas. Līdz ar to vajadzīgi vismaz 4 melnie un vismaz 4 baltie laidņi.
18.16. Nē, nevar būt. Piemēram, 

  un  

, bet  

.
18.17. Jā, var. Taisnstūri vat sagriezt divās vai trīs trapecēs (skat. 18.4. zīm.).
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18.4. zīm.

 


a) Ar taisnēm, kas paralēlas vienai kvadrāta malai, sadalām kvadrātu četros taisnstūros un katru no tiem divās trapecēs.

b) Ar taisnēm, kas paralēlas vienai kvadrāta malai, sadalām kvadrātu 995 taisnstūros, 994 taisnstūrus sadalām divās trapecēs un vienu -- 3 trapecēs.
18.18. Tā kā skaitļu 

 summa ir 0, un katrs no šiem skaitļiem ir nenegatīvs, tad tie visi ir vienādi ar nulli. Jāņa iegūtās izteiksmes vērtība ir nulle.
18.19. Sadalot vienādojuma kreiso pusi reizinātājos, iegūstam vienādojumu 



.

Atbilde: 

.
18.20. Pirmajā svēršanā uz viena svaru kausa liekam atsvarus, uz kuriem rakstīti 1g, 2g, 3g; uz otra svaru kausa - 6g. Ja svaru kausi ir līdzsvaroti, tad, neatkarīgi no tā, kas ir rakstīts uz atsvariem, uz pirmā svaru kausa ir 1g, 2g un 3g atsvari, 6g atsvars apzīmēts pareizi un atlikušie atsvari, kuri apzīmēti ar 4g un 5g ir 4g un 5g atsvari, tikai nenoteiktā secībā.

Otrajā svēršanā uz pirmā svaru kausa liekam atsvarus, uz kuriem uzrakstīts 1g un 6g, bet uz otrā - 5g un 3g. Tikai gadījumā, ja uz visiem atsvariem ir uzrakstīti pareizie svari, otrais svaru kauss pārsvērs pirmo (pamatojiet to!).
18.21. Kvadrātvienādojuma diskriminantam n2 - 4n jābūt negatīvam. Šo nevienādību apmierina veselie skaitļi 1, 2 un 3.
18.22. Jā var gadīties. Piemēram, šie trīsciparu skaitļi var būt 148; 481; 814.
18.23. No punkta N novelk perpendikulu NK pret malu AB. Tālāk pakāpeniski pierāda vienādības: 

,  

,  

. No dotās laukumu vienādības seko, ka 

. Tātad trijstūri ANK un MNK ir vienādi un 

.
18.24. Nē, ne noteikti. Piemēram, varam izvēlēties punktus ar koordinātām (0, 0), (3, 3), (0, 1), (3, 4), (4, 0), (4, 1), (7, 3), (7, 4). Tad neviena trijstūra, kura virsotnes atrodas dotajos punktos, abas mediānu krustpunkta koordinātas vienlaicīgi nebūs veseli skaitļi.
18.25. Mazākais laidņu skaits ir 8. Tos var novietot, piemēram, uz ceturtās horizontāles. Pierādīsim, ka ar mazāku laidņu skaitu visus lauciņus apdraudēt nevar. Laidņi iedalās divās grupās: melnie, tie, kas apdraud melnos lauciņus un baltie, tie, kas apdraud baltos lauciņus. Pierādīsim, ka nepieciešami vismaz 4 melnie (baltie) laidņi. Aplūkosim 14 melnās rūtiņas, kas atrodas pie šaha galdiņa malas. Katrs laidnis var apdraudēt ne vairāk kā 4 no tām. Tātad trīs melnie laidņi nevar apdraudēt visas šīs rūtiņas. Līdz ar to vajadzīgi vismaz 4 melnie un vismaz 4 baltie laidņi.
18.26. Apzīmējam x + y = u ,  xy = v. 

Atbilde: {(2; 3), (3; 2)}.
18.27. Nē, neeksistē.  Skaidrs, ka mēs varam izvēlēties x tādu, ka   0 
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 x < 2p.  Ja x
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p, tad pie n = 1 prasītā nevienādība neizpildās. Tātad  0 < x < p. Aplūkosim mazāko skaitli n, kuram nx > p. Tad (n - 1)x 
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 p, no kurienes seko, ka nx < 2p. Tādā gadījumā sin nx < 0.
18.28. Apzīmēsim vienas riņķa līnijas centru ar O1 un rādiusu ar R , otras riņķa līnijas centru ar O2 un rādiusu ar r. Riņķa līnijas (O1,R) un taisnes m kopīgo punktu apzīmējam ar M,  kopīgo punktu ar taisni AB -- ar N, kopīgo punktu ar taisni t -- ar K. Riņķa līnijas (O2, r) un taisnes m kopīgo punktu -- ar T, kopīgo punktu ar taisni t -- ar L un kopīgo punktu ar taisni BC -- ar S. Tā kā ABC ir regulārs trijstūris, tad 
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O1AM = 
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O1AN = 
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O2CS = 
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O2CT = 60° un AM = AN = 

, CS = CT = 

. Apzīmēsim AB = BC = CA = a. Tad BK = BN = 

 un BL = BS = 

, tātad KL = 2a - 

. Savukārt MT = 

. Tā kā KL = MT, tad 

, no kurienes 

, t.i. rādiusu summa vienāda ar trijstūra ABC augstumu.
18.29. Viena no abām daļām satur skaitli 2. Apzīmēsim to ar A un otru -- ar B. Pieņemsim pretējo, ka neviena no daļām nesatur tādus trīs dažādus skaitļus x, y, z, ka xy=z. Aplūkojam divus gadījumus:

1) 6 
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 A; tad 3 
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 A un 12 
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v A, jo 2 × 3 = 6 un 2 × 6 = 12; tātad 3 
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 B un 12 
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 B. Līdzīgi, 4 
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 A (3 × 4 = 12), 24 
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 B (4 × 6 = 24) un 8 
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 B (2 × 4 = 8). Tā ir pretruna, jo 3 × 8 = 24.

Līdzīgi iegūst pretrunu arī gadījumā, kad 6 
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 B.
18.30. To izdarīt nevar.
18.31. Aplūkojot funkciju y = tg x un y = x grafikus, secinām, ka vienādojumam ir bezgalīgi daudz atrisinājumu.
18.32. Jā, piemēram,  F(x) = 0 un G(x) = e-x.
18.33. Apzīmēsim 

 un 

 (daļas ir nesaīsināmas). Iegūstam vienādojumu 

. Pierādiet, ka no šejienes seko, ka viena no daļām ir saīsināma ar 2. Iegūta pretruna, kas pierāda, ka vienādojumam nav atrisinājumu racionālos skaitļos.
18.34. Aprēķinos izmanto to, ka leņķis starp zīmējumā novilktajām taisnēm ir 30°, un Pitagora teorēmu.
18.35. Piemēru skat. 18.5. zīmējumā.
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Pierādīsim b) punktā prasīto. Pieņemsim, ka stūrīšu skaits ir x un kvadrātu skaits ir y. Tad 3x + 4y = 49. Katrs stūrītis pārsedz ne vairāk kā 1 iekrāsoto rūtiņu (skat. 18.5. zīm.); katrs kvadrāts pārsedz tieši 1 iekrāsoto rūtiņu. Tāpēc x + y 
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 16. No šejienes seko, ka 3x + 3y 
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 48. Tātad y 
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 1. Skaidrs, ka nevar būt y = 0, jo tad 

, un x nav vesels skaitlis. Tātad tiešām y = 1.
18.36. Ja a -- mazākais no skaitļiem x, y, z, bet b un c -- abi pārējie, tad a3 dalās ar b2c; tātad a3 
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 b2c. Tas iespējams vienīgi, ja a = b = c.
18.37. Pārbaude parāda, ka der x = p/3. Citu sakņu nav, jo pie  0 
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 x < p/2 vienādojuma kreisajā pusē ir monotoni augoša funkcija, bet pie  p/2 < x 
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 p tā ir negatīva.
18.38. Pierādījumā izmanto to, ka taisnleņķa trijstūrī ievilktās riņķa līnijas rādiuss ir vienāds ar 

.
18.39. Vienādojumam ir acīmredzams atrisinājums 

.

Ja (a1, a2, ... ,a12) ir dotā vienādojuma atrisinājums, tad arī (a2, a3, ... , a12, 12a2a3...a12 -a1) ir vienādojuma atrisinājums naturālos skaitļos.

Ar šī pārveidojuma palīdzību, pielietojot to sākotnējam atrisinājumam atkārtoti, iegūstam vajadzīgo atrisinājumu.
18.40. Pierādījumā izmantojam to, ka trijstūra MNK augstumi ir trijstūra ABC bisektrises.
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