28. atklātā olimpiāde (2000./2001. m.g.)
5.1. No apgalvojuma, ka tikai 3 klucīši nav koka, seko, ka metāla klucīšu ir 3; tā kā viens no tiem ir bronzas, tad ir divi dzelzs klucīši. 

No apgalvojuma, ka 6 klucīši nav ozola seko, ka tie ir no dzelzs, bronzas vai liepas; tātad ir 3 liepas klucīši.

No apgalvojuma, ka 7 klucīši nav dzelzs, seko, ka ozola, liepas un bronzas klucīšu kopskaits ir 7. Tā kā liepas un bronzas klucīšu kopskaits ir 4, tad ozola klucīšu ir 3.
5.2. Prasīto vienādību piemēri:
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5.3. Ja Jānis un Andris atrodas vienā kolonnā vai rindā, tad apgalvojums tieši seko no uzdevuma nosacījumiem. 

Pretējā gadījumā Atradīsim skolnieku X, kurš atrodas vienā rindā ar Andri un vienā kolonnā ar Jāni, kā arī skolnieku Y, kurš atrodas vienā rindā ar Jāni un vienā kolonnā ar Andri.

No dotā seko, ka
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Tātad Andris un Jānis ir vienāda garuma.
5.4. Apzīmējot pāra un nepāra skaitļus ar p un n, sākumā ir kartiņas 
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. Andris vispirms paņem kartiņu p un tālāk rīkojas šādi:

1) ja Bruno ņem kartiņu n, tad Andris ar nākošo gājienu arī ņem n,

2) ja Bruno ņem kartiņu p, tad Andris ar nākošo gājienu arī ņem p, ja tāda kartiņa ir palikusi; pretējā gadījumā Andris ņem n.

Redzam, ka jebkurā gadījumā Andris iegūs pāra skaita kartiņu n, tātad uz viņa kartiņām uzrakstīto skaitļu summa būs pāra skaitlis.
5.5. Kā redzams 28.3. zīm., var novilkt 21 diagonāli.
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Tā kā jebkurai vispār novelkamajai diagonālei viens gals atrodas kādā no atzīmētajiem punktiem un šo punktu skaits ir 21, tad vairāk par 21 diagonāli novilkt nevar.
6.1. Apzīmēsim meklējamo skaitli ar 
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Līdzīgi iegūstam pretrunu, ja 
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No šejienes seko, ka 
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6.2. a) Jā, eksistē. Tādi, piemēram, ir skaitļi no 1 līdz 12 ieskaitot.

b) Nē, neeksistē. Pieņemsim, ka tāda virkne atrasta. Tad tajā ir skaitlis n, kura vienu cipars ir 3. Tāpēc n dalās ar 3. Tad 
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 vienu cipars ir 3 un 
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 vienu cipars ir 9; tātad šie skaitļi nevar atrasties virknē, jo tiem būtu jādalās ar 3.

Tāpēc virknē var būt vislielākais skaitļi no 
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 līdz 
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 ieskaitot, t.i., 13 skaitļi.
6.3. Zīmējumā parādīts, ka var iegūt 4 dotā veida daļas.

[image: image29.png]2%.4. Zim.





Vairāk daļu iegūt nevar. Izkrāsosim figūru divās krāsās kā parādīts 28.5. zīmējumā.
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Katra daļa nosedz balto un melno rūtiņu skaitu, kas atšķiras par 3. Tātad 5 šādas figūras nosegtu balto un melno rūtiņu skaitu par skaitļa 3 daudzkārtni. Taču melno rūtiņu skaits ir par 5 lielāks nekā balto rūtiņu skaits, tātad nedalās ar 3 – pretruna.
6.4. Andris nomaina 123 uz 312 un ļauj Pēterim iegūt skaitļus 414, 516, 618, 720. Tad Andris iegūst skaitli 27 un ļauj Pēterim iegūt skaitļus 129 un 231. Tad Andris iegūst skaitli 312 un sāk iepriekš aprakstīto procesu no sākuma.
6.5. Pieņemsim pretējo, ka nevienā skolā nemācās vairāk par 14 skolēniem. Ar n apzīmēsim to skolu skaitu, no kurām autobusā ir vismaz 2 skolēni. Saskaņā ar doto jābūt 
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skolēni un ir vismaz 18 skolas ar 1 skolēnu autobusā, bet tas ir pretrunā ar doto (varam izvēlēties 10 skolēnus no šiem 18 un nekādi 3 no tiem vienā skolā nemācās).

Ja 
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, tad ir vismaz 4 skolas ar 1 skolēnu. Arī tā ir pretruna, jo, ņemot šos 4 skolēnus un pa diviem bērniem no trim citām skolām iegūstam 10 skolēnus, no kuriem nekādi 3 nemācās vienā skolā. Apgalvojums pierādīts.
7.1. Apgalvojums seko no vienādības
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Taču šī summa var nebūt naturālu skaitļu kvadrātu summa, jo ņemot, piemēram, 
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 iegūstam skaitli 4, kuru nevar izsacīt kā divu naturālu skaitļu kvadrātu summu.
7.2. a) Ja simetrisks sešciparu skaitlis ir 
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Ja n dalās ar 13, tad arī 
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 dalās ar 13. Tā kā a un c ir cipari, tad izpildās vienādība 
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b) Nē, nav taisnība. Pretpiemērs ir, piemēram, skaitlis 108801.
7.3. Pagarināsim AB līdz AD tā, ka 
[image: image43.wmf]3

=

AD

 (skat. 28.7. zīm.)
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Tad ADC ir vienādsānu trijstūris ar leņķi 
[image: image45.wmf]°
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, tātad vienādmalu. Tāpēc trijstūri MAC un BDC ir vienādi. No šejienes seko prasītā vienādība.
7.4. Kā redzams 28.8. zīmējumā, var būt 7 krustpunkti.

[image: image46.png]228, zim.




To, ka nevar būt vairāk krustpunktu, pierāda, aplūkojot vienu no nogriežņiem un šķirojot gadījumus, cik punkti atrodas vienā pusē no šī nogriežņa.
7.5. Atbilde: ar 99 jautājumiem.

Holmss to var izdarīt, izvēloties vienu cilvēku A un paprasot viņam jautājumu par citu visi B. Saņemot atbildi  "nē", Holmss var secināt, ka A nav Puaro. Saņemot atbildi  "jā" , Holmss var secināt, ka B nav Puaro. Katrā jautājumā izslēdzot vienu kandidātu Holmss ar 99 jautājumiem uzzinās kas ir Puaro.

Ar mazāku skaitu jautājumu var nepietiek, jo, saņemot 98 atbildes  "nē" , Holmss nevar noteikti pateikt, kurš no viesiem ir Puaro.
8.1.  Pārveidojot izteiksmi, iegūstām prasīto
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8.2. Atrisinājums parādīts 28.9. zīmējumā.
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8.3. Apzīmēsim trīsciparu skaitļus ar x un y. Tad Andra uzrakstītais skaitlis ir 
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No šejienes seko, ka y dalās ar x. Ja 
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, jo x un y ir trīsciparu skaitļi. Ievietojot 
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Tātad 1000 dalās ar k. Redzam, ka k var pieņemt tikai vērtības 2, 5, 8. Ja 
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Ja 
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8.4. Aplūkosim hordas, kas savelk n mazos lociņus, n=1; 2; ...; 1000. Pagriezīsim riņķa līniju ap centru par n mazajiem lociņiem. Ja x baltie punkti pāriet par baltiem, tad 1000-x baltie punkti pāriet par sarkaniem, tāpēc 1000-(1000-x)=x sarkanie punkti pāriet par sarkaniem. Tātad ir x šādu hordu, kam abi gali balti, un x šādu hordu, kam abi gali sarkani; tāpēc to kopgarumi ir vienādi. Tā kā tas ir spēkā katram n, tad arī uzdevumā prasītais pierādīts.
8.5. b) Piemērs, ja 
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 ir šāds. Pieņemsim, ka i draudzējas ar 
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2, 4, 6, 8, 1, 3, 5, 7, 9.

a) Pie 
[image: image63.wmf]12

=

n

 tas nav iespējams. Tā kā katram ir divi draugi, tad draudzību grafs sastāv no atsevišķiem cikliem, pie tam neviens cikls nav ar garumu 4 (pārbaudiet to!). Ja draudzības cikls ir 1, 2, ..., 2k, 
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, tad 2k jāsēž blakus 2; tātad četrus cilvēkus nav kur sēdināt.

Ja ir draudzības cikls 1, 2, 3, ..., 2k-1, tad pie galda obligāti jābūt secībai


2, 4, 6, ..., 2k, 1, 3, 5, ..., 2k+1

un citus nevar sēdināt. Tātad kopējais cilvēku skaits ir nepāra. Iegūta pretruna.
9.1. Atņemot no pirmā vienādojuma otro iegūstam:
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a) ja 
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, un iegūstam divus atrisinājumus 
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Tā kā pārveidojumi nav ekvivalenti, tad pārbaude ir obligāta.

Uzdevumu var atrisināt arī ar ievietošanas metodi.
9.2. Atrisinājums parādīts 28.10. zīmējumā.
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9.3. Jā, mēs varam izvēlēties četrstūri, kura virsotnes ir regulāra piecstūra četras virsotnes. Tādā gadījumā varam jebkuru četrstūra virsotni pārnest uz piekto, iegūstot vienādu četrstūri.
9.4. No dotā seko, ka 


[image: image73.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

3

z

y

x

xyz

x

yz

x

y

xz

y

z

xy

z

+

+

-

=

-

+

-

+

-


dalās ar 3. Tātad arī 
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9.5. Pieņemsim pretējo, ka tādus divus skolēnus izvēlēties nevar. Tad katram no 28 skolēnu pāriem eksistē vismaz viens neatrisināts uzdevums. Tā kā 
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, tad vismaz vienu no 8 uzdevumiem nav atrisinājuši vismaz 4 skolnieku pāri. Bet tad to nav atrisinājuši vismaz 4 skolēni (jo no 3 skolniekiem var izveidot ne vairāk kā 3 pārus); tas ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumu, ka katru uzdevumu atrisināja 5 skolēni.
10.1. Ievērojam, ka 
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Tā kā x un y – pozitīvi skaitļi, tad 
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Vēl ir jāpierāda, ka, ja c ir patvaļīgs reāls skaitlis, kuram izpildās nevienādības
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tad sekojošai vienādojumu sistēmai ir reāli atrisinājumi.
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Pieskaitot un atņemot otro vienādojumu no pirmā reizinātu ar 2, iegūstam:
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Tātad, pieņemot, ka 
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No šejienes viegli atrast x un y vērtības, kas apmierina uzdevuma nosacījumus:
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10.2. Skat. 28.11. zīm.
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Pierādāmo vienādību pārveidojam formā
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Tās pareizība seko no sinusu teorēmas, ievērojot, ka mazo trijstūru leņķi ir vienādi.
10.3. Ievērojam, ka 
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Nākošo pirmskaitli 41 iegūt nevar. Pretrunu var iegūt pēc moduļa 8.
10.4. a) Pie 
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 vienkārši izveidot divus kvadrātus 
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b) Nē, nevar. Iekrāsosim abās dotajās figūrās rūtiņas ar abām nepāra koordinātēm. Tad katra figūra 
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 nosedz vienu šādu rūtiņu, bet katra figūra 
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 nosedz 0 vai divas šādas rūtiņas. Tāpēc nosegts būs nepāra skaits iekrāsoto rūtiņu, bet divām vienādām figūrām to kopskaits ir pāra skaitlis.
10.5. Apzīmēsim ar n lielāko spēļu skaitu, kuras var izvēlēties no jau izspēlētajām tā, ka tajās piedalījušās 2n dažādas komandas. Tad nekādas divas no atlikušajām 
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 komandām savā starpā nav spēlējušas (skaitļa n maksimalitātes dēļ). Tā kā katra no šīm komandām vismaz ir spēlējusi, tad ir notikušas vēl vismaz 
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11.1. Dotās nevienādības pierakstām šādi:
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No šejienes iegūstam:
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Redzam, ka a ir negatīvs skaitlis.
11.2. Pārbīdām paralelogramu ABCD par vektoru 
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 (skat. 28.11. zīm.).
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 ir paralelograms, tad 
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11.3. Ja virkne sākas ar pirmskaitli p, tad tā ir šāda: 
[image: image118.wmf]K
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 . Tas nozīmē, ka visi pirmskaitļi der.

Skaitlis 1 nevar būt pirmais virknes loceklis, jo tas ir kvadrāts.

Pieņemsim, ka pirmais virknes loceklis ir skaitlis 
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, kurš nav pirmskaitlis. Tā kā jebkurš skaitlis k, kurš ir lielāks par 2, nedalās ar 
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, tad virkne ir dilstoša līdz brīdim, kamēr tajā parādās skaitlis 2. Pirms skaitļa 2 virknē jābūt nepāra pirmskaitlim. Taču pirms nepāra skaitļa virknē var atrasties tikai naturāla skaitļa kvadrāts (jo tikai naturālu skaitļu kvadrātiem ir nepāra skaits dalītāju).

Tas nozīmē, ka pirmie elementi virknē var būt pirmskaitļi un tikai pirmskaitļi.
11.4. Atbilde: 
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a) Varam uzskatīt, ka 
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Trīs pēdējo reizinātāju summa ir konstanta, tāpēc reizinājums ir lielākais, kad tie ir vienādi; tas notiek pie 
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, un tad izteiksmes vērtība ir 
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. Dotā izteiksme šādu vērtību sasniedz, piemēram, ja 
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11.5. Sauksim par stāvokli situāciju, kura izveidojusies, kad visas no kāda trauka izņemtās monētas ieliktas traukos; tātad stāvokli raksturo monētu sadalījums traukos un tas, no kura trauka mēs gatavojamies izņemt monētu, sākot jaunu etapu.

Skaidrs, ka katrs stāvoklis viennozīmīgi nosaka nākošo stāvokli.

Pierādīsim, ka katrs stāvoklis viennozīmīgi nosaka arī iepriekšējo stāvokli. Tiešām, iepriekšējo stāvokli var atrast, sākot pa vienai salasīt monētas no traukiem pretēji pulksteņa rādītāja virzienam, kamēr iegūstam tukšu trauku; tad tajā ieliekam salasītās monētas.

Tā kā iespējamo stāvokļu ir tikai galīgs skaits, tad tie agri vai vēlu atkārtosies; tas nozīmē, ka stāvokļu virkne būs periodiska. Tā kā iepriekšējais stāvoklis arī noteikts viennozīmīgi, tad veidojas tīri periodiska stāvokļu virkne. Tas nozīmē, ka ar laiku mēs iegūsim sākotnējo situāciju; bet pirms šādas situācijas visām monētām ir jāatrodas vienā traukā.
12.1. Pie 
[image: image133.wmf]p

£

£

x

0

 pastāv sakarība 
[image: image134.wmf]x

x

£

sin

. Tā kā intervālā 
[image: image135.wmf][

]

p

,

0

 funkcija 
[image: image136.wmf]x

y

cos

=

 ir dilstoša, tad 
[image: image137.wmf](

)

x

x

cos

sin

cos

³

.
12.2. Izteiksim skaitļus a un b šādā formā:
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Varam uzskatīt, ka 
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Iekavās uzrakstīts nepāra skaitlis, kurš ir lielāks par 1. Bet 
[image: image141.wmf]c
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 nevar dalīties ar nepāra skaitli lielāku par 1. Tātad dotajam vienādojumam nav atrisinājumu naturālos skaitļos.
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12.3. Apzīmēsim meklējamo summu ar S. Viegli pārbaudīt, ka
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Ievērosim, ka 
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Tāpēc 
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12.4. Atbilde: viena plakne var krustot augstākais 66 skaldnes.

Katra šķautne pieder divām skaldnēm. Ja pavisam daudzskaldnim ir x skaldnes, tad tām kopā ir ne mazāk kā 3x malas. Tātad 
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 un 
[image: image149.wmf]66

£
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. Tā kā daudzskaldnis ir izliekts, tad plakne šķeļ katru tā skaldni pa augstākais vienu nogriezni. Tāpēc šķēlums ir daudzstūris ar ne vairāk kā 66 malām un ne vairāk kā 66 virsotnēm. Virsotnēm atbilst plaknes krustpunkti ar daudzskaldņa šķautnēm. Tātad plakne var krustot ne vairāk kā 66 šķautnes.

Daudzskaldņa piemēru, kuram plakne krusto 66 šķautnes konstruē šādi. Ņemam piecstūra piramīdu un plakni kas krusto visas tā skaldnes. Tiek krustotas 6 šķautnes. Tālāk pakāpeniski pa vienai pievienojam 30 trijstūra piramīdas, kuras pamats ir kāda no iepriekšējām skaldnēm tā, lai šķēlējplakne šķeltu 4 šīs piramīdas šķautnes (tādejādi palielinot šķelto šķautņu skaitu par 2), turklāt ņemot šīs piramīdas tik "plakanas", lai veidotos izliekts daudzskaldnis. Rezultātā iegūsim izliektu daudzskaldni ar 100 šķautnēm, kura 66 šķautnes šķeļ konstruētā plakne.
12.5. a) Otrajā rindā visi skaitļi ir nenegatīvi un pēdējais skaitlis noteikti ir 0; tāpēc trešajā rindā pēdējie divi skaitļi ir nulles; līdzīgi ceturtajā rindā pēdējie trīs skaitļi ir nulles, ... , vienpadsmitajā rindā pēdējie desmit (tātad visi) skaitļi ir nulles.

b) Jau pierādīts, ka nevar būt vairāk par 10 labām rindām. Sākot ar rindu


8, 9, 6, 7, 4, 5, 2, 3, 0, 1

pavisam iegūsim 10 labas rindas:


8, 9, 6, 7, 4, 5, 2, 3, 0, 1;


1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0;


0, 4, 0, 3, 0, 2, 0, 1, 0, 0;


4, 0, 3, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 0;


0, 3, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 0, 0;


3, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0;


0, 2, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0;


2, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0;


0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0;


1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.
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