LATVIJAS 29.  ATKLĀTĀS MATEMĀTIKAS OLIMPIĀDES UZDEVUMU ATRISINĀJUMI.

Ja uzdevumā ir prasīts atrast lielāko iespējamo vērtību, tad risinājums sastāv no 2 daļām: ir jāparāda, ka nosauktā vērtība der, un jāpierāda, ka vēl lielāku neviens nevar iegūt, arī tad, ja mēģinātu rīkoties citādi, nekā risinātājs ir iedomājies. Līdzīga risinājuma shēma ir arī tad, ja uzdevumā prasīta mazākā iespējamā vērtība.

5.1. a) Tā kā interesants skaitlis nesatur ciparu 0 un par pēdējiem trim cipariem četrciparu skaitlī citu noteikumu nav, tad mazākie pēdējie trīs cipari ir 111.  Pirmais cipars ir pārējo ciparu summa, tāpēc tas ir vismaz 3. Tāpēc atbilde ir 3111.

b) Skaitlis ir lielāks, ja tajā ir vairāk ciparu. Vislielākais cipars ir 9, to var iegūt, saskaitot ne vairāk kā 9 ciparus, no kuriem neviens nav 0. Tāpēc interesantā skaitlī ir ne vairāk kā 10 ciparu. (Pirmais cipars un vēl ne vairāk kā 9 citi). Desmit ciparu ir tikai 9111111111. Tā arī ir atbilde.

5.2. Ar vienu svēršanu nosver 2 monētas, ar otru - atlikušās 4. Apzīmē rezultātus ar attiecīgi d un t. Ja t=2d, tad katra monēta sver 
[image: image1.wmf]2

d

. Ja t<2d, tad atbilde ir 
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Uzdevumam iespējami daudzi atrisinājumi.

5.3. Zīmējumā redzams, ka var novilkt 36 diagonāles tā, ka nekādām divām no tām nav kopīgu galapunktu.
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Tagad pierādīsim, ka vairāk par 36 diagonālēm novilkt nevar. 

Atzīmējam punktus, kā parādīts zīmējumā. Lai arī kā mēs mēģinātu vilkt rūtiņas diagonāli, viens tās galapunkts noteikti atradīsies kādā no iezīmētajiem punktiem. Tā kā mēs nevaram novilkt nevienu tādu diagonāli, kuras abi gali ir neiezīmētos punktos, un iezīmēto punktu skaits ir 36, tad vairāk nekā 36 diagonāles novilkt nevar. (Ja novilktu vairāk, tad divām no tām kāds no iezīmētajiem punktiem būtu kopīgs galapunkts).

5.4. Suņi aizņem 8 rūtiņas, tātad kaķiem un jēriem paliek 72 rūtiņas. Ja gribētu izmitināt 7 jērus, tad kaķiem paliek 2 rūtiņas. Ar tām acīmredzami nepietiek, lai atdalītu suņus no jēriem. Tāpēc nevar izmitināt vairāk par 6 jēriem. Piemēru ar 6 jēriem skat. 2. zīm.
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5.5. Ja n būtu ( 4 vai ( 6 cipari, tad n un 2n kopā būtu attiecīgi ( 9 vai ( 12 cipari - pretruna. Tāpēc n un 2n ir 5 cipari. Meklēsim n, kas sākas ar 1. Ja n saturētu 0, tad arī 2n šajā pašā šķirā saturētu 0 (ja uz šo šķiru nenotiek pārnesums) vai 1 (ja uz šo šķiru notiek pārnesums), un cipari atkārtotos. Tātad n nulli nesatur. Ja n otrais cipars būtu 2, tad 2n pirmais cipars arī būtu 2 - pretruna. Tāpēc n otrais cipars ir vismaz 3 un n trešais cipars ir vismaz 4. 

Pieņemsim, ka n = 134...Tad n ceturtais un piektais cipars ir ( 5, un tātad 2n trešais cipars ir vismaz 9, jo uz attiecīgo šķiru notiek pārnesums; tātad šis cipars ir 9. Tātad n( 134..., un minimālajam n 2n=269... . No atlikušajiem cipariem 0; 5; 7; 8; tikai 5 var būt n pēdējais cipars; tad 2n beidzas ar 0. Pārbaudot abas iespējas ievietot 7 un 8, redzam, ka jābūt n = 13485; tad 2n=26970. Tātad mazākais n ir 13485.

6.1. Lai pirmais pulkstenis 1200rādītu pareizu laiku, tam "jāiedzen" 12, 24, 36…  stundas. Tas notiek ik pēc 
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 dienām. Pēc 180 dienām otrais pulkstenis būs atpalicis par 
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=24 stundām, tātad arī rādīs pareizu laiku. Tātad atbilde ir "180 dienas". 

6.2. Skat. 3. zīm. Par derīgiem tiek uzskatīti tie atrisinājumi, kuros figūras savā starpā nepārklājas.
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6.3. ja autobusā ir tikai vienas skolas pārstāvji, viss skaidrs. Ja autobusā ir divu skolu pārstāvji, tad vismaz vienu skolu pārstāv 
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 skolēni. Ja autobusā ir triju skolu pārstāvji, tad nevar būt, ka vairāk nekā vienu skolu pārstāv >1 skolēns; pretējā gadījumā, izvēloties 5 skolēnus A, A, B, B, C, iegūtu pretrunu. Tātad divas skolas pārstāv pa 1 skolēnam, vienu ( 58 skolēni. Beidzot, ja autobusā ir (4 skolu pārstāvji, tad, izvēloties pa vienam skolēnam no četrām un piekto ( patvaļīgi, iegūstam pretrunu ar uzdevumā doto; tātad tā nevar būt. Visi gadījumi apskatīti.

6.4. Tā kā 5+6+…+20=200 un 200:4=50, tad katrā rindā un katrā kolonnā ierakstīto skaitļu summa ir 50. Tā kā cipars 1 sastopams visvairāk, tad Z=1; tāpēc ND=20, tātad N=2 un D=0. Cipari 3 un 4 katrs parādās tikai vienreiz, tāpēc A un E ir 3 un 4, tātad A+E=7. No 2. rindas G+C+A=20; no 4. rindas D+G+F+E=20. saskaitot 2G+(A+E)+(C+D+F)=40. Bet no 3. kolonnas 2C+2F=30, tātad C+F=15. Tāpēc (D=0) 2G+15+7=40 un G=9. Tagad no 1. kolonnas K+B=11, tāpēc no 1. rindas F=8. No 4. rindas E=3; tāpēc A=4. No 3. kolonnas C=7. Burtiem B un K atliek vērtības 5 un 6; abas iespējas der. Nepieciešama pārbaude.
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6.5. Andris var savienot lampas, kā parādīts 4. zīm.
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Pieņemsim, ka Jānis izjauc Andra ieceri. varam uzskatīt, ka AB~b, AC~z, AD~s. Lai no C izietu visas trīs krāsas, CB un CD ir viena b, otra s; lai no B un D izietu trīs krāsas, jābūt CB~s un CD~b. Bet tad jābūt BE~z un DE~z ( pretruna.

7.1. Uz uzdevumu lapiņas nodrukātais uzdevums tika pēdējā brīdī nomainīts ar šādu:

Vai eksistē tādi A un B, kas var būt gan polinomi, gan skaitļi, ka visām x vērtībām pastāv vienādība:

1) A((x-1)+B((x2+1)=4 ?

2) A((x-1)+B((x2-1)=4 ?

Risinājums. 1) jā; piemēram, A= -2x-2 un B= 2

2) nē; pie x= 1 kreisā puse ir 0, bet labā ir 4.

7.2. Atliekam uz taisnes AC nogriezni AS=1; tad MS=3=MB. Tā kā (AMB=180(-120(= 60(, tad (SMB ir vienādsānu ar virsotnes leņķi 60(, tātad vienādmalu. Tāpēc BS=BM. Tā kā SA=1=MK un (BSA=(BMK, tad (BSA=(BMK, no kā seko vajadzīgais.
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7.3. Apskatām vienu nogriezni; apzīmējam to ar AB. Ņemam trešo punktu C. no C iziet vismaz viens nogrieznis, kas neiet ne uz A, ne uz B; apzīmēsim šo nogriezni ar CD.
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Ja divi atlikušie punkti E un F arī savienoti ar nogriezni, viss kārtībā. Ja tā nav, tad katrs no punktiem E un F ir savienots ar vismaz trim no punktiem A, B, C, D; tātad katrs no E un F ir savienots vai nu ar A un B, vai C un D. Ja E un F abi ir savienoti ar A un B (vai abi ar C un D), skat. 8. zīm.; ja tā nav, skat 9. zīm.

8. zīm. gadījumā vajadzīgie nogriežņi ir AE, BF, CD. 9. zīm. gadījumā jābūt vēl nogrieznim EC vai ED. Ja ir EC, tad vajadzīgie nogriežņi ir AB, EC, FD. Otru iespēju apskata līdzīgi.

7.4. Sācējs ar 1. gājienu uzraksta 2. Tālāk pieejami skaitļi 3; 4; 5; 6; 7; 8. Sācējs tos domās sadala pāros (5; 7), (6; 8) un (4; 3) un uz katru otrā spēlētāja gājienu x atbild, uzrakstot skaitli, kas ir vienā pārī ar x. (Pārbaudiet patstāvīgi, ka šī stratēģija der!)

7.5. Var izvēlēties 30 skaitļus 1; 2; 3; 11; 12; 13; 21; 22; 23; ...91; 92; 93. Viena trijnieka ietvaros starpības ir mazākas par 3, bet starp dažādiem trijniekiem tās ir vismaz 8.

Pierādīsim, ka no 10 pēc kārtas ņemtiem skaitļiem var izvēlēties augstākais 3. Tad būs pierādīts, ka 30 ir lielākais iespējamais daudzums.

Viegli saprast, ka no ar vienu burtu apzīmētiem skaitļiem virknē ABCABCXABC drīkst izvēlēties augstākais vienu. Tātad, lai izvēlētos 4 skaitļus, noteikti jāizvēlas ceturtais no beigām; simetrijas pēc jāizvēlas arī ceturtais no sākuma. Bet šo abu skaitļu starpība ir 3.

8.1. Tā kā |p|(0 un |q|(0, tad pēc Vjeta teorēmas dotā vienādojuma saknes ir pozitīvas vai 0. Ja tās ir x1>0 un x2>0, tad otrajam vienādojumam saknes ir 
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, kopskaitā 4. Ja x1=0 vai x2=0, tad ir 3 dažādas saknes. Nepieciešami piemēri, kas parāda, ka šie varianti tiešām iespējami.

8.2. Apzīmējam divciparu skaitļus ar x un y. Tad 
[image: image16.wmf]xy

=100x+y, un iegūstam 100x+y=3xy. Tātad y dalās ar x, y=kx. Tā kā x un y abi ir divciparu skaitļi, tad 1(k(9. Iegūstam 100x+kx=3kx2, 100+k=3kx. Tātad 100+k dalās ar 3 un der k= 2; 5; 8. Ievietojot un parēķinot x, redzam, ka der tikai k=2, x=17, y=34. Tātad Andris uzrakstīja skaitli 1734.

8.3. Pieņemsim, ka d - lielākais no šiem skaitļiem. Apzīmēsim ar x un y tos Fibonači skaitļus, kuru summa ir d: x+y=d. Skaidrs, ka a+b(x+y, jo Fibonači skaitļu virkne ir augoša. Tātad a+b(d un a+b<c+d, jo c>0.

8.4. Pagarinām CB un CD līdz krustpunktiem F un G ar AE. No pazīmes hk seko (FCD=(FED un (GCB=(GAB.
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Varam apzīmēt (CFD=(EFD=( un (CGB=(AGB=(.Vienādsānu trijstūros CGA un CFE bisektrises ir arī augstumi, tāpēc GB(AC un FD(EC. Tāpēc (DCE=( (un arī (DEC=() un (BCA=( (un arī (BAC=(). Novelkam CH(FG. Iekšējo šķērsleņķu vienādības dēļ (ACH=( un (ECH=(. Iegūstam 2(+2(=(BCD=90(, tātad (ACE=(+(=45(.

8.5. a) nē. Pieņemsim, ka uz vienas lapas bija x<y<z, uz otras a<b<c. Mazākās summas pa 2 ir x+y un a+b, tāpēc x+y=a+b. Līdzīgi y+z=b+c (lielākās summas), tātad arī x+z=a+c.

No šejienes viegli iegūt x=a, y=b, z=c - pretruna.

b) jā; piemēram, uz vienas lapas skaitļi 1; 4; 6; 7; , uz otras - skaitļi 2; 3; 5; 8

c) pieņemsim, ka x1; x2; ...; xn un ka y1; y2; ...; yn ir divi skaitļu komplekti, kas apmierina uzdevuma prasības. Izvēlamies M - tik lielu skaitli, ka visi x1+M; x2+M; ...; xn+M; y1+M; y2+M; ...; yn+M pārsniedz visus x1; x2; ...; xn; y1; y2; ...; yn . Viegli pārbaudīt, ka 2n skaitļu komplekti x1; x2; ...; xn; y1+M; y2+M; ...; yn+M un y1; y2; ...; yn; x1+M; x2+M; ...; xn+M arī apmierina uzdevuma prasības. Tātad arī uz c) jautājumu atbilde ir "jā".

9.1. No dotā seko, ka vai nu q1<0 vai q2<o. Attiecīgā vienādojuma diskriminants ir pozitīvs.

9.2. Šķirojam 2 gadījumus:

a) trijstūris nav vienādmalu. Varam pieņemt, ka AB>AC (skat. 11. zīm.) Atliekam AM=AC, tad (CAM ir vienādsānu (un tāpēc (CMA ir šaurs, tātad (CMB ir plats). Novelkam MH(BC un katru no taisnleņķa trijstūriem CHM un BHM ar mediānu pret hipotenūzu sadalām divos vienādsānu trijstūros;

b) trijstūris ir regulārs; skat. 12. zīm. Tam, ka augšējais trijstūris ir vienādsānu, vajadzīgs pierādījums.
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9.3. No dotā seko, ka z(yx-z)+y(xz-y)+x(yz-x) = 3xyz-(x2+y2+z2) dalās ar 3. No šejienes seko vajadzīgais.

9.4. Sadalīsim plakni rūtiņu režģī tā, ka rūtiņa vienāda ar kuba skaldni. Iekrāsosim rūtiņas šaha galdiņa secībā tā, ka centrālais kubs sākumā stāv uz melnas rūtiņas.

1. lemma. Pēc pāra skaita gājieniem kubs atrodas uz tās pašas krāsas rūtiņas, kur sākumā, bet pēc nepāra skaita gājieniem - uz pretējas krāsas rūtiņas.

Tas ir acīmredzams.

2. lemma. Ja kubs no stāvokļa 
[image: image20.wmf]A

 pārgājis stāvoklī  
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  , tad tas izdarījis nepāra skaitu gājienu; ja pārgājis stāvoklī 
[image: image22.wmf]A

, tad tas izdarījis pāra skaitu gājienu.

Šo lemmu pierādīsim vēlāk.

Sauksim klucīšus par centrālo un malējo atkarībā no to sākuma pozīcijas un par 1., 2., 3., 4., 5. atkarībā no to beigu pozīcijas (no kreisās uz labo).

2. kubs saskaņā ar 2. lemmu izdarījis nepāra skaitu gājienu. Ja 2. kubs būtu centrālais, tad 2. rūtiņa būtu balta. Tad 1. rūtiņa būtu melna, un uz to nonācis kāds no malējiem kubiem (no baltas rūtiņas!); 1. un 2. lemma kopā dod pretrunu. Tātad 2. kubs nav centrālais; tātad tas ir malējais, un no lemmām seko, ka 2. rūtiņa ir melna, jo uz 2. rūtiņu pārgājis malējais kubs no baltas rūtiņas. Ir vēl tikai viena cita melna rūtiņa - 4. rūtiņa. Centrālais kubs no 
[image: image23.wmf]A

 pārgājis uz 
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, tātad izdarījis pāra skaitu gājienu, tātad nonācis melnā rūtiņā; tātad centrālais kubs ir 4. kubs.
Atliek pierādīt 1. lemmu.
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Iezīmēsim kubā 4 virsotnes (skat. 13. zīm.) Ja skats no augšās ir 
[image: image26.wmf]A

, tad iezīmētajām virsotnēm augšējā skaldnē jābūt konfigurācijā 
[image: image27.wmf]. Bet ar katru gājienu 
[image: image28.wmf] mainās par 
[image: image29.wmf] un atpakaļ. No šejienes seko 1. lemma.

9.5. Pieņemsim, ka sākumā n -tajam rūķītim ir x dālderi. Tad (n-1) -am ir x+1, (n-2) -am ir x+2,..., 1 -am n+x-1 dālderis; naudas daudzumus izsaka virkne

n+x-1, n+x-2, n+x-3, ..., x+2, x+1, x

Pēc 1. apļa naudas daudzumi ir 

2n+x-2, n+x-3, n+x-4, ..., x+1, x, x-1

Pēc 2. apļa naudas daudzumi ir

3n+x-3, n+x-4, n+x-5, ..., x, x-1, x-2

Process beigsies brīdī, kad naudas daudzumi būs

x+(x+1)(n-1), n-2, n-3, ..., 2, 1, 0

Skaidrs, ka vienīgi 1. rūķītim var būt 6 reizes vairāk naudas nekā kaimiņam, jo n-2; n-3; ...; 1; 0 ir pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi. Tāpēc x+(x+1)(n-1)=6(n-2), no kurienes x=5-
[image: image30.wmf]n

11

. Tā kā x - naturāls skaitlis, tad n=1 vai n=11. Pēc uzdevuma jēgas nevar būt n=1. Tāpēc n=11 un x=4.

Piezīme. Šis risinājums neder, ja x=0 (nevar tikt izpildīts pat pirmais aplis). Tad process sākas ar n-1; n-2; n-3; ...; 1; 0; n-1. Viegli redzēt, ka tā nevar būt, jo neviens skaitlis nevar būt 11 reizes lielāks par savu kaimiņu.

10.1. a) nē; piemēram, x=1 un y=
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b) jā, jo 
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10.2. Apzīmēsim ar n lielāko skaitu spēļu, kuras var izvēlēties no jau izvēlētajām tā, ka tajās piedalīsies 2n dažādas komandas. Tad nekādas divas no pārējām 36-2n komandām savā starpā nav spēlējušas (skaitļa n maksimalitātes dēļ). Tā kā katra no šim 36-2n komandām vismaz vienreiz ir spēlējusi, tad ir notikušas vēl vismaz 36-2n citas spēles bez jau minētajām n. Tāpēc n+(36-2n)(24, no kurienes n(12, k.b.j.

10.3. Tā kā visas starpības starp 4 skaitļiem 1; 3; 6; 8; ir pirmskaitļi, tad vajag vismaz 4 krāsas. Ja mēs nokrāsosim skaitļus periodiski ar periodu 4:

a b c d a b c d a b c d a ..., tad starpība starp katriem diviem vienādi nokrāsotiem skaitļiem dalās ar 4, tātad nav pirmskaitlis.

10.4. 
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Skat. 14. zīm. Tā kā (MON=(AOC, tad (+(=(+(. Bet ((+()+((+()=(A+(C=180(-60(=120(. Tāpēc (+(=(+(=60(. Tātad (MON=120( un ap MBNO var apvilkt riņķa līniju.

Tāpēc (skat 15. zīm.)
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(MBO=(MNO un (MBO=(NMO. Tātad (AOB un (BOC ir vienādsānu, no kurienes AO=BO=CO, k.b.j.

10.5. a) nevar. Pie x=2 abu sākotnējo polinomu vērtības dalās ar 3, tāpēc ar 3 jādalās arī visu iegūstamo polinomu vērtībām. Bet X nedalās ar 3, ja x=2.

b) nevar. Pretrunu iegūst pie x=
[image: image35.wmf]2
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 (vērtības iegūstamajiem polinomiem ir veseli skaitļi).

c) var. Ja x2+x=f un x2-2=g, tad x=(f-g)(f-g)+2g-3f.

11.1. Ja a=b=0 un c(0, d(0, vienādības izpildās. Ja neviens no a, b, c, d nav 0, tad

bc+cd+bd=0   (1)

ac+ad-cd=0    (2)

ad+ab-bd=0    (3)

ab+ac-bc=0     (4)

Dalot (1) ar bcd, (2) ar acd, (3) ar abd un (4) ar abc, saskaitot trīs pēdējās iegūtās vienādības un ievietojot pirmo iegūto, iegūstams 
[image: image36.wmf]0

3

=

-

a

; tā ir pretruna.

Ja a=0, iegūstam -bcd=0, tātad vēl kādam mainīgajam jābūt 0. Ja b=0, c=0, vai d=0, spriedums līdzīgs.

Tātad mazākais nuļļu skaits starp a, b, c, d ir 2.

11.2. Atbilde: 
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, ja n=2;  
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, ja n=3.

a) ja n=2, tad apskatāmā summa ir 
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Reizinātāju x1; x2;  
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 summa ir 
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, tātad konstanta; tāpēc reizinājums ir lielākais, ja tie ir vienādi. Tas notiek pie x1=x2=
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1

, no kurienes arī iegūstam prasīto vērtību.

b) varam uzskatīt, ka x2 ir "vidējais" no skaitļiem x1; x2; x3, t.i., vai nu x1(x2(x3, vai arī x3(x2(x1. Abos gadījumos (x2-x1)( x2-x3) (0(x1x2, tāpēc x12 x2+(x2-x1)( x2-x3)x3( x12 x2+ x1x2x3.
No šejienes

x12 x2+ x22 x3+ x32 x1( x12 x2+ 2x1x2x3.+ x2x32 =x2(x1+x3)2= x2(1-x2)2=4( x2(
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Trīs pēdējo reizinātāju summa ir konstanta, tāpēc reizinājums ir lielākais tad, kad tie ir vienādi; tas notiek pie x2=
[image: image44.wmf]3

1

, un tad izteiksmes vērtība ir 
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4

. Tādu vērtību dotā izteiksme sasniedz, piemēram, ja x1=
[image: image46.wmf]3

2

; x2=
[image: image47.wmf]3

1

; x3=0.

11.3. Pieņemsim, ka n-1=(x-1)(x+1). Tad n=x2. Tāpēc visi pirmskaitļi p, ar kuriem dalās n, ir arī x dalītāji; bet tad p(x=
[image: image48.wmf]n

- pretruna.

Līdzīgi, ja n3-1=(x-1)(x+1), tad n3=x2.

No sadalījuma pirmreizinātājos seko, ka x=y3, y(N. Tad n3=n6, n=y2 un iegūstam pretrunu kā iepriekš.

11.4. 
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Punkts P atrodas iekšpusē vismaz vienam no regulārajiem trijstūriem MNK un RST. Varam pieņemt, ka tas ir MNK iekšpusē (skat. 17. zīm.)

Apzīmējam AB=...=FA=a. Iesvītroto figūru laukumu summa ir 
[image: image50.wmf]2
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. Savukārt x+y+z=
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 (pierādījumu skat. vēlāk), tātad iesvītroto trijstūru laukumu summa ir 
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 jeb puse no sešstūra ABCDEF laukuma. Tā kā visu segmentu laukumi 16. zīm. ir vienādi, tad daļu PAF, PBC un PED laukumu summa ir puse no riņķa laukuma, k.b.j.

Fakts x+y+z=
[image: image53.wmf]2
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×

a

 seko no tā, ka regulārā trijstūrī iekšēja attālumu summa līdz malām vienmēr vienāda ar trijstūra augstumu. Tiešām (skat. 18. zīm.) 
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Uzdevums atrisināts.

Piezīme: mūsu risinājums aptver gan gadījumu kad P ir sešstūra punkts, gan gadījumu, kad P pieder kādam segmentam.

11.5. Apskatīsim biedrību B1 ar tās 40 biedriem. Šai biedrībai ir kopīgi biedri ar 2001 citu biedrību. Tā kā 40(50=2000<2001, tad kāds B1 biedrs ir arī vismaz 51 citas biedrības biedrs; apzīmēsim šo rūķīti ar R.

Pieņemsim, ka R nepieder kādai biedrībai 
[image: image56.wmf]B

, bet pieder biedrībām B1, B2, ..., B52. Biedrībai 
[image: image57.wmf]B

 ir kopīgs biedrs b2 ar B2, kopīgs biedrs b3 ar B3 utt.

Tā kā 51>40 (40 ir 
[image: image58.wmf]B

 biedru skaits), tad kāds 
[image: image59.wmf]B

 biedrs b pieder divām no biedrībām B2, B3 ..., B52. Bet tad šīm divām biedrībām ir kopīgi biedri b un R - pretruna.

12.1. sin3x+cos4x(sin2x+cos2x=1 (jo |sinx|(1 un |cosx|(1) un sin3x+cos4x(sin3x(-1.

Tātad -1(sin3x+cos4x(1

12.2. Apzīmējam meklējamo summu ar S. Viegli redzēt, ka 
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Ievērojam, ka 
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. Tāpēc 2+2S=51
[image: image63.wmf]101
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 un S=24
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12.3. Papildināsim zīmējumu līdz simetriskam (skat. 19. zīm.). Tad MNM1N1 ir paralelograms ar simetrijas centru (tātad diagonāļu krustpunktu) K. Ja pierādīsim, ka tas ir rombs, uzdevums būs atrisināts.
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Skaidrs, ka mums pietiek pierādīt, ka (MBN=(NC M1; tad (MBN=( M1CN (mlm) un tāpēc MN= M1N.

Ievērojam, ka (MBN=360(-(-(-( un (NC M1=(+(+180(-(. Mums jāpierāda, ka 360(-(-(-(=(+(+180(-( jeb (+(=90(, jeb (180(-2()+(180(-2()=180(. Bet tā ir tieši uzdevumā dotā sakarība.

12.4. Skaitlim an ir Fn ciparu, kur {Fn} - Fibonači skaitļu virkne (F1=1, F2=1, 

Fn= Fn-1+Fn-2 pie n(3). Tāpēc an=
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Tā kā 10k-(-1)k dalās ar 10-(-1)=11, tad pirmā kvadrātiekava dalās ar 11. Tāpēc an, dalot ar 11, dod tādu pašu atlikumu kā an-2+
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. Viegli saprast, ka Fibonači skaitļi, dalot ar 2, dod atlikumus 1; 1; 0; 1; 1; 0; ... (ar periodu 3). Tāpēc a3, a4, ..., dalot ar 11, dod tādus pašus atlikumus kā a1-a2, a2-a3, a3+a4, a4-a5, a5-a6, a6+a7, ... (izteiksmē "+" un "-" zīmes mainās ar periodu 3). Tā kā a1 un a2, dalot ar 11, dod attiecīgi atlikumus 0 un 1, tad iegūstam, ka {ai} atlikumu virkne, dalot ar 11, pie i= 1; 2; 3; ... ir 

0; 1; 10; 2; 1; 1; 0; 1; ... . Tā kā ai atlikums atkarīgs no ai-1 un ai-2 atlikumiem un šī atkarība ir ar periodu 3, un divi pēc kārtas ņemti atlikumi ir atkārtojušies pēc 6 locekļiem, tad tālāk notiks tāpat. Tāpēc ar 11 dalās virknes 1., 7., 13., ... jeb, vispārīgi runājot, 6k+1 -ais loceklis pie k=0; 1; 2; ...

12.5. Iedomāsimies, ka mums izdevies visus n punktus pārklāt ar riņķi, kura rādiuss ir R. Apskatīsim tam koncentrisku riņķi ar rādiusu R+
[image: image68.wmf]2

m

.

Ja mēs apvilksim ap katru no n punktiem riņķi ar rādiusu 
[image: image69.wmf]2

m

, tad šiem riņķiem nebūs kopēju iekšēju punktu (jo attālumi starp to centriem ir vismaz m) un tie atradīsies "paplašinātā" riņķa iekšpusē. Salīdzinot laukumus, iegūstam
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Ja mums izdosies panākt, ka M(
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, tad no (*) sekos vajadzīgais.

Tātad jāpierāda: n punktus, starp kuriem lielākais attālums ir M, var iekļaut riņķī, kura rādiuss ir 
[image: image75.wmf]3

M

.

Iztēlojamies katrā punktā iedurtu adatu un sākotnēji visām adatām apkārt apliktu ļoti lielu riņķi. Sāksim riņķi samazināt un darīsim to tik ilgi līdz adatas vairs nepieļaus tālāku samazināšanu. Tas var notikt vairākos veidos:

a) uz riņķa robežas ir tikai divas adatas. Tad tas noteikti ir diametra pretējos galos (citādi riņķi varētu vēl samazināt). Tad acīmredzot M=2R un tāpēc M>
[image: image76.wmf]3

R

, ko arī vajadzēja.

b) uz riņķa robežas esošās adatas ir vismaz 3. Tad tās veido daudzstūri, kas satur centru un malas vai iekšpusē (ja centrs būtu ārpusē, riņķi varētu vēl samazināt). Sadalot šo daudzstūri ar diagonālēm trijstūros, iegūstam trijstūri, kas satur centru uz malas vai iekšpusē. Ja centrs ir uz malas, tad sagriež kā a) gadījumā.
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Ja centrs ir iekšpusē, tad viens no leņķiem AOB, BOC, COA ir vismaz 120( (varam pieņemt, ka tas ir (BOC). Tad BC=2Rsin((2Rsin60((
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 un M(BC(
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, k.b.j.
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