Baltijas Cela atlases 2025 atrisinajumi

l.uzdevums Doti pozitivi reali skaitli a, b, ¢ un d, kuriem izpildas a > ¢ un b < d.

Zinams, ka
a+Vb>c+vVd un  Va+b<. c+d

Pieradit, kaa+b+c+d > 1.

.

Atrisinajums. Parrakstisim dotas nevienadibas sekojosa veida

a+\/520+\/3 - a—c>\/a—\/5
Vat+tb<vetd = d—b>Va—e
Ta ka a > ¢ un d > b, tad abu nevienadibu abas puses ir pozitivas, tapec abas nevienadibas
var sareizinat, lai iegtitu, ka
(a=c)(d—=b) > (Va—Ve)(Vd—Vb)
(Va = Vo) (Va+e)(Vd = VB)(Vd + Vb) > (Va - Ve)(Vd ~ Vi)
(Va+e)(Va+ Vb > 1,

kur pedéja soll més izdalijam abas nevienadibas puses ar (v/a — 1/¢)(vVd — v/b) > 0.

Ta ka a > ¢, tad

a+c>2vac
2(a+¢) > a+c+2y/ac
(Va+e)

te> YV
a—+C 5

Analogiski iegustam, ka b + d > (‘/EJ;‘@Q. Saskaitot abas nevienadibas, ieglistam, ka

(Va++v/0)?+ (Vb+ Vd)

a+b+c+d> 5

No AM - GM nevienadibas izriet, ka

a+b4c+d> (‘/a+\/5)2;r(\/5+\/3)2 > (Va++/e)(Vb+Vd) > 1

Esam ieguvusi, ka a + b+ ¢+ d > 1, kas ar1 bija japierada.



2.uzdevums Dota naturalu skaitlu virkne ay, as, ..., kurai visiem naturaliem skaitliem
n > 3 izpildas

1 1 1 1
+ HE o009 =1-5— —
ajaz Q04 Ap—2Gn, a?+ai+--+ad2
Pieradit, ka aq, as, ... ir Fibanoci skaitlu virkne.

Piezime. Fibanoci skaitlu virkne ir naturalu skaitlu virkne, kurai izpildas a; = as = 1
un a, = G,—1 + a,_o visiem n > 3.

Atrisinajums. Pieradisim, ka vieniga virkne, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir Fi-
bonaéi skaitlu virkne (F; = Fy = 1, F,.1 = F,, + F,,_1), kur F), ir Fibonadi virknes n — tais
elements.

: o e 1 A _ e e
Apgalvojums. Visiem naturaliem skaitliem n izpildas a,,1 = .

aZan—1
Pieradijums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka
1 1 1 1
+— .+ =1- 55— 5
a1as  Qo0y App—9Qp, aj tas+...+a;_,4
1 1 1 1 1

+ + -+ + =1-— 5 5 5
aias  Qas0y Ap—20n  Qp—10n+1 ait+ay+---+a,_;+a;

Atnemot abas vienadibas sava starpa, iegtistam, ka
1 1 1 a?

Un10ni @ +ad++ai, a+ad+-+al (D0 a2) (X0 a)

(i, ) (301 a?)

2

Apy1 =

kas ar1 bija japierada.

Lemma 2. Fibonaci skaitliem izpildas vienadiba Zle F? = FFy.

Pieradijums. Pieradisim So faktu, izmantojot matematiskas indukcijas principu.

Baze. k=1, F?=1=1-1=FF,.

Induktivais piepeémums. Piegemsim, ka naturalam k = m izpildas, ka ", F?=F,F,.
Induktiva pareja. Pieradisim to prieks k = m + 1, izmantojot induktivo pienemumu:

m+1 m
ZFE:ZFE_"F%JA:FmFm+1+F31+1:Fm+1(Fm+Fm+1) = Fnt1Fmq2,
=1 =1

kas ar1 bija japierada.

Tagad varam pieradit, ka vieniga virkne, kas apmierina uzdevuma nosacijumus ir Fibanoci
skaitlu virkne.
Baze. n = 3 : No uzdevuma nosacijumiem, izriet, ka

1

=1 - L
aias a?Jra%
1 ai +aj—1
- 2 2
aias CL1+6L2
v at + a’ 1
1a3 = =5 2 = 2 2



Ta ka ayaz ir naturals skaitlis, tad secinam, ka ar1 ir naturals skaitlis. Tas ir iespejams

tad un tikai tad, ja a? + a2 — 1 = 1, kas nozime, ka a; = ay = 1 = Fy, = Fy, ka a1 to, ka
as = 2= Fg.

Indukcijas pienemums. Visiem ¢ < n izpildas a; = F;.

Induktiva pareja. Pieradisim to prieks ¢ =n + 1. ¢ = n + 1. No lemmas mes zinam, ka

zn: a? = Xm: F?=F,F,.,
1 =1

1=

n—1 n—1
§ 2 § 2
=1 =1

No apgalvojuma izriet, ka

_ (> i a?)(ZE a;) KR F o F,

an+1 - -
aZan 1 F2F, 4

== Fn+17

kas arT bija japierada.



3.uzdevums Zinams, ka pozitivai realu skaitlu virknei xi,x,,... visiem naturaliem
skaitliem n > 1 izpildas

1 1
$n+1:$n+\/xn+1+\/$n+1+1

1 I 1 H n 1 1
Ty T3 L2025 Vv Z1

Pieradit, ka

Atrisinajums.  Vispirms parrakstisim doto sakaribu ka

1 1

In+1 — xn \/xn + + \/3771—1—1 + 4

1

Tl — Tn1 + =Tp + 4
+1 21\/ + - +1 + - —|-2 1\/ +1+1
Tn+1 1 9 Tnt1 4 4 Tni1 1 9 Tny1 1 1

2 2

n 1 1 N 1 n 1

Ty ——=] = Tp+ =+ =

Vit Ty T o V 472

Ta ka virknes locekli ir pozitivi skaitli, tad /z,+1 + i — % > \/2 — % = (. Lidz ar to secinam,

ka
1 1 1 1 1 1

Ieverosim, ka

1 1 / 1 / 1
\/wn—i_L_l_\/xnl—i_Z—i_l_ xn,2+1+2:'--: .1'14—1-1-71—1

katram naturalam skaitlim n. Kapinot iegiitas sakaribas abas puses kvadrata, iegistam, ka

1 1 / 1
xn+1:x1+1+2(n—1) x1+1+(n—1)2

xn:x1+2(n—1),/x1+£+(n—1)2>x1+2<n—1)\/x—1+(n—1)2=<¢x—1+n—1)2
> (Vo +n—172> (Vo +n—1)(y/a, +n—2)
1 1

o (V- D(/m An—2)

Saskaitot iegtito nevienadibu katram n = 2,3, ...,2025, iegistam teleskopisku summu:
I NI ! + ! Fo+ -
Ty T3 To  /ZTi(yv/T1+1) (Vo +1)(Vzr +2) (v/x1 +2023) (/21 + 2024)
1 1 1 1 1 1
T Um Va1l Va1l vt T /2003 o+ 2024
1 1

T /B T+ 2024
1
</
V1

kas bija japierada.



4.uzdevums Atrast visus realos skaitlus a, kuriem eksiste funkcija f : R — R, kas
defineta realiem skaitliem, pienem realas vertibas un kurai visiem realiem skaitliem x,y
izpildas

z+af(y) <y+ f(f(z))

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimeésim doto funkcionalnevienadibu. Aplukosim visus iespéjamos
gadijumus.
1. gadijums: a > 0. No P(0,y) un P(y,0) izriet attiecigi, ka

af(y) <y+ f(f(0))
y+af(0) < f(f(y))

Aizvietojot pirmaja nevienadiba y ar f(y), iegistam, ka

af(f(y)) < f(y) + f(f(0))

Reizinot nevienadibu, ko meés ieguvam no P(y,0), ar a, iegustam, ka

ay +a*f(0) < af(f(y)) < fy) + F(£(0))
a’y +a’ f(0) < af(y) +af(f(0))

[zmantojot P(0,y), més varam iegut, ka

a*y +a*f(0) < af(y) +af(f(0)) <y+ f(F(0))+af(f(0))

Tada gadijuma

a*y +a’f(0) <y + (a+1)f(f(0))
Jaa>1, tad

(a* = 1)y +a’f(0) < (a +1)f(£(0))
Bet pie pietiekami lieliem y kreisa puse klust lielaka par labo, iegistam pretrunu. Ja a < 1,
tad

a*f(0) < y(1 —a*) + (a+ 1) f(£(0))
Pie y — —oo laba puse klust mazaka par kreiso — iegiistam pretrunu. Pie a = 1, acimredzami,
ka der funkcija f(z) = x.

2. gadijums: a = 0. legtstam, ka

z<y+ f(f(z)),

kur pie y — —oo laba puse klust mazaka par labo, tatad a = 0 neder.

3. gadijums. —1 < a < 0. Aplukojam funkciju f(x) = |Z|. Pieradisim, ka ta apmierina uzde-
vuma nosacijumus. Vispirms pieradisim, ka visiem realiem skaitliem y izpildas, ka af(y) < v,
kas ir tas pats, kas pieradit, ka a|%| < y. leverosim, ka kreisa puse ir nepozitiva, tatad, ja
y > 0, tad nevienadiba acimredzami izpildas. Savukart, ja y < 0, tad £ > 0 = [4] = £
Tatad a(2) = y, no ka secinam, ka y < 0 un attiecigi visiem y izpildas nevienadiba. Talak
pieradisim, ka x < f(f(x)) visiem realiem skaitliem x. Ieverosim, ka mums pietiek pieradit, ka
r < ||%]/a|. Ta ka laba puse biis nenegativa, tapéc pie z < 0 nevienadiba acimredzami izpildas
izpildas. Savukart, ja x > 0, tad

T x Xz i
Elfal =1=Cyal =1 - = 2

>



Tas nozime, ka mums pietiek pieradit, ka

T T z(a® —1)
v <||Zl/al = 2 ag

Ta ka peéc pienemuma x > 0 un —1 < a < 0, tad pedeja nevienadiba ir acimredzami patiesa.
Saskaitot nevienadibas af(y) < y un z < f(f(z)) iegustam, ka = + af(y) < y + f(f(2)).
Secinam, ka —1 < a < 0 apmierina uzdevuma nosacijumus.

4. gadijums: a < —1. Aplukojam funkciju f(z) = |z|. Mums acimredzami izpildas z <
f(f(x)) =||z|| = |=|. Atliek pieradit, ka

af(y) <y = aly| <y

Pie y > 0 pedeja nevienadiba acimredzami izpildas izpildas, jo kreisa puse ir nepozitiva.
Savukart, ja y < 0, tad

aly <y = —ay<y = 0<yla+1)

Takaa+1<0uny <0, tad pedeja nevienadiba ir patiesa Secinam, ka pie visiem y izpildas
nevienadiba. Saskaitot pieraditas nevienadibas, secinam, ka a < —1 der.

Apvienojot iegutas atbildes, secinam, ka der a =1 un a < 0.



5.uzdevums Dots n X n rutinu laukums, kur n > 3, un katra rutina var but iekrasota
melna vai balta. Katra gajiena mes varam samainit uz pretejo krasu piecas rutinas, kas
veido vienu no sadam pentomino figiram:

L]
|| |

Sakuma, visas rutinas ir baltas. Noteikt, kuriem n ir iespejams (ar sadiem gajieniem)
nokrasot visas riitinas melnas.

Atrisinajums. Prasito ir iespejams panakt, kad n dalas ar 2 vai 3, iznemot n = 3.

Vispirms pieradisim, ka n = 3 neder. Aplukojam rutinas A, B un M zimé&juma.

B
Al M

Katrs pentomino satur rutinu M un vienu no rutinam A vai B. Ta ka gan A, gan B vajag
izveleties nepara skaitu reizu, lai §is abas rutinas butu melnas, tad M tiks izvelets nepara +
nepara = para skaitu reizu. Tatad rutina M bus balta, kas nozime, ka visas rutinas nevar
vienlaicigi buit melnas.

Tagad pienemsim, ka n > 4. Ja n dalas ar 2, tad mes varam pielietot sekojosu algoritmu

o O|0 |0
[ONNORNG) \ (@] \ O N o \
(@] r O[O0 |O r O|0|O r (@) r
O o

Ta ka n dalas ar 2, tad rutinu laukumu var sadalit 2 x 2 kvadratos, kuru kopejais skaits bus
(3n)%. Ta ka n > 4, mes varam atrast 4 x 4 kvadratu ap katru 2 x 2 kvadratu, kur pielietot
ieprieks paradito algoritmu, kas nozime, ka mes varesim panakt, ka visas riitinas btis melnas.

Ja n dalas ar 3 un n # 3, tad n > 6. Saja gadijuma més varam pielietot sekojosu algoritmu

o]0 O | O @)
O | O v O | O \ (@) \
4 /4 ololo 4

Ta ka n dalas ar 3, tad rutinu laukumu var sadalit 3 x 3 kvadratos, kuru kopejais skaits bts
(%n)2 [everosim, ka ta ka n > 6, tad meés varam atrast 4 x 5 laukumu ap katru 3 x 3 kvadratu,
kur pielietot algoritmu, kas nozime, ka meés varesim panakt, ka visas rtitinas ir melnas.

Tagad pienemsim, ka n nedalas ar 2 un n nedalas ar 3. Tada gadijuma més nosaucam visas
rutinas 1.,4.,7.,... kolonnas ka A, 2.,5.,8., ... rindas ka B un 3.,6.,9., ... rindas ka C.
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Katrs pentomino vienmer sastav no 3 viena burta rtutinam un pa 1 rutinai no parejiem di-
viem burtiem. Tatad, ja a,b un c¢ ir melno rutinu skaits starp attiecigi A, B un C' rutinam,
tad pec katra gajiena a,b un c izmainas par nepara skaitli. No ta secinam, ka skaitlu a,b un c
paritate vienmer bis vienada.

Pienemsim, ka mes nonakam situacija, kur visas rtitinas ir izkrasotas melnas. Ieverosim, ka, ta
ka n nedalas ar 3, tad A rutinu skaits ir par n lielaks neka C rutinu skaits, tatad a = ¢+ n jeb
a —c = n. Mes paradijam, ka a un c ir vienada paritate, tatad a — ¢ buis para skaitlis, tacu n
nedalas ar 2 péc pienemuma — pretruna.



6.uzdevums Dota punktu kopa Dekarta koordinatu plakne M = {(z,y) | z +y <
2025, 2,y € N}. Zinams, ka katrs punkts tiek krasots viena no tris krasam. Pieradit, ka
eksiste vienadsanu taisnlenka trijsturis, kurams visas virsotnes ir viena krasa un kura,
divas malas ir paralelas x un y asim un hipotentuiza paralela taisnei z + y = 2025 .

Atrisinajums. Pienemsim pretejo, ka tads trijsturis neeksiste.

Apskatisim punktus, kas atrodas uz taisnes x + y = 2025. Peéc Dirihle principa vismaz

20241 — 675 punkti ir vienadi krasoti. Nosauksim $o krasu par pirmo krasu un apzimesim
3

pirmos 675 pirmas krasas punktus uz x + y = 2025 ka Aq, As, - - - , Ag7s pec augosas abscisas.

Apgalvojums. Eksisté vismaz 131 dazadas i vertibas, kur i € {1,2,...,674}, ka A;A;11 = ¢,
kur ¢ ir kaut kada konstante.

Pieradijums. leverosim, ka A;Agrs < 2023v/2. Pienemot pretéjo, ka neeksiste vismaz 131
tadas ¢ vertibas, tad

A1Agrs = A1As + AsAs + - - - + AgraAgrs >
> 130v2 + 130 - 2v/2 + 130 - 3v/2 + 130 - 4v/2 + 130 - 5v/2 + 24 - 6/2 =
= 2094v/2 > 2023V/2,

kas ir pretruna. Lidz ar to apgalvojums ir pieradits.

QO @
.. ©
O\O\
0-0
009
O O-——0-0

Figure 1: Zalie punkti - A;, zilie - C;, dzeltenie - Dy un D,, sarkanais - punkts F

Talak apskatisim punktus B, Bs, ..., Bi3; péc augoSas abscisas, katrs no kuriem veido
taisnlenka trijstuiri ar A;A;4, kadai ¢ vertibai. Viegli redzet, ka visi B; atrodas uz vienas
taisnes, kas ir paralela taisnei x + y = 0. Pec musu pienemuma neviens no B; nav krasots ar
pirmo krasu. Tacu pec Dirihlé principa vismaz [%1 = 66 no tiem ir vienadi krasoti. Nosauk-
sim So krasu par otro krasu un apzimesim pirmos 66 otras krasas punktus uz taisnem, kas ir
paralélas taisnei x +y = 0, ka C, Cy, - - -, Cgs pec augosas abscisas.



Apgalvojums. Eksiste n # m, ka C,C,, 1 = C,,Cyy1.
Pieradijums. Noverojam, ka C1Css < B1Bi31 < 2022+/2. Pienemsim pretéjo, tad mums ir

C1Cs6 = C1Cy + C3C5 + -+ - 4 CsCpp >
> V24 2V24 - 4 65V2 = 2145V2 >
> 2022V/2,

kas ir pretruna. Lidz ar to apgalvojums ir pieradits.

Apskatisim punktus D; un D, kuri attiecigi ar C,,C,,.1 un C,,C,, 1 veido taisnlenka tri-
jsturi. Redzam, ka punkti Dy, Dy atrodas uz = + y = p kaut kadai p vertibai. Noverojam, ka
péc miusu pienemuma abi punkti nevar but krasoti ar pirmo vai otro krasu, jo savadak tie vei-
dotu vienkrasainu vienadsanu taisnlenka trijsturi ar kadiem no C' vai A punktiem. Nosauksim
punktu Dy, Dy krasu par treso krasu un apskatam punktu E, kurs ar DD, veido vienadsanu
taisnlenka trijsturi, ZD;E D, = 90° un atrodas zem x +y = p. Redzam, ka vienalga vai punkts
E ir krasots ar pirmo, otro vai treso krasu, tas veidos vienkrasainu vienadsanu taisnlenka tri-
jsturi ar kadiem no A, C' vai D punktiem. Lidz ar to pienemums, ka tads trijsturis neeksiste,
ir aplams, un uzdevums ir pieradits.
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7.uzdevums Dots naturals skaitlis n. Baltijas jura atrodas n salas, kuras savieno
n — 1 tilti ta, ka no katras salas var noklut jebkura cita sala. Kada pecpusdiena uz vienas
salas izcelas ugunsgreks. Katru ritu uguns izplatas uz visam blakus salam (salam, kas
savienotas ar tiltu ar jau degoSo salu). Lai ierobezotu ugunsgreku, katru vakaru tiek
uzspridzinats viens tilts, kamer ugunim ir vel iespeja izplatities talak. Apzimesim ar
X minimalo tiltu skaitu, kas jauzspridzina, lai ugunsgreku pilniba ierobezotu (t.i., lai
nebutu neviena tilta, kas savieno degosu un nedegosu salu). Atrast lielako iespejamo X
vertibu starp visam iespejamiem salu un tiltu izkartojumiem.

Atrisinajums. Atbilde: [v/n —1].
Sakuma pieradisim, ka lielaka iespgjama X vertiba ir vismaz [v/n — 1].

Apzimesim k = |/n — 1]. Sanak, ka k*+1 < n < (k+1)% Vispirms aplikosim gadijumu, kad
n = k%4 1. Izvietojam k? salas ka k x k rezgi, un katra rinda horizontali savienojam kaiminus.
Katru salu no pirmas kolonnas savienojam ar atlikuso salu (mezglu), un apskatisim gadijumu,
kad ugunsgreks saksies mezgla.

leverojam, ka pec ¢ < k naktim ir vismaz k — ¢ > 0 rindas, kuras lidz §im nav uzspridzinats
neviens tilts. Nakamaja rita katra no Sim rindam izdegs ¢-ta sala, un joprojam paliks tilts
uz (¢ + 1)-to salu $aja rinda, ko bus jauzspridzina. Ta ka viena nakti drikst uzspridzinat
tikai vienu tiltu un viena spradziena var atslegt tikai vienu rindu, kopa nepiecieSami vismaz k
spridzinajumi.

Bet ja k* + 1 < n < (k + 1)?, panemam ieprieksejo konfiguraciju uz k? + 1 salam un at-
likuso n — (k* + 1) < 2k + 1 salu savienojam ar mezgla salu. Argumentam par rindam nekas
nemainas, tatad ar1 seit X > k= |v/n —1].

Tagad paradisim, ka jebkurai konfiguracijai ar n salam X < |y/n —1]. Izmantosim sadu
strategiju: katru nakti spridzinam tiltu, kura parrausana atdala no uguns visvairak salu. Pec
katras nakts sapludinam visas degosas salas viena “virsotne” un “aizmirstam” salas, kas ir
pilniba nogrieztas no uguns. Tadejadi iegustam jaunu konfiguraciju ar mazaku salu skaitu un
jaunu uguns sakumpunktu. Pieradijumu veiksim péc indukcijas pa k = [v/n — 1].

Baze. Ja k=0, tad n = 1 un tiltu nav — spridzinajumi nav vajadzigi.

Induktivais pienemums. Pienemsim, ka visam konfiguracijam ar ne vairak ka k2 salam pietiek
ar k — 1 spridzinajumiem.

Induktiva pareja. Apskatam patvaligu konfiguraciju ar n < (k + 1)? salam. Salas ar tiltiem
veido saistitu grafu ar n virsotnem un n—1 malam, tatad tas ir koks. Sakni liekam taja virsotne,
kas sobrid deg. Pienemsim, ka $is saknes pakape ir d. Pec Dirihle principa vismaz viena no
zariem ir vismaz "> salas. Izveloties nakt spridzinat tiesi §o malu (pec miisu stratégijas tiesi
ta arl notiek), mes atdalam vismaz "T’l salas. Nakamaja rita uguns izplatas pa atlikusajam
d — 1 tiltiem uz vel d — 1 salam. Tatad no rita paliek ne vairak ka

n—1

n —

1
—(d—l):n+1—nT—d§n+1—2\/n—1:(\/n—1—1)2+1<k2+1

salas, kur mes izmantojam “= +d > 2y/n —1un vVn—1 < k+1, jon < (k+ 1)®. Tatad
pec pirma spridzinajuma paliek konfiguracija ar ne vairak ka k? salam, kurai péc indukcijas
pienémuma pietiek ar vel k — 1 spridzinajumiem, kas nozime, ka kopa pietiek ar 1+ (k—1) = k

spridzinajumiem, kas pierada prasito.
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8.uzdevums Aspazija, K. Barons un A. Caks spélé speli. Spéles sakuma katram no
viniem ir kaudze ar 2024 gramatam. Aspazija veic pirmo gajienu, K. Barons — otro, A.
Caks — treo, un vini turpina veikt gajienus taja pasa seciba. Katru gajienu speletajs
izvelas pozitivu veselu skaitli n, kas ir lielaks par jebkuru kada cita speletaja ieprieks
izveletu skaitli, panem 2n gramatas no savas kaudzes un sadala tas vienlidzigi parejiem
diviem speletajiem. Ja speletajs nevar veikt gajienu, spele beidzas, un tas speletajs zaude
speli. Noteikt visus speletajus, kuriem ir tada strategija , ka, neatkarigi no ta, ka spele
pargjie divi, vini nezaudes speli.

Atrisinajums. Apzimesim speletajus ar A (Aspazija), B (K. Barons), C' (A. Caks) un vinu
gramatu skaitus ar attiecigi a, b, ¢. Speles sakuma a = b = ¢ = 2024. Katrs gajiens
prasa izveleties n, kas ir lielaks par visu iepriekséjo pretinieku izveletajam n vertibam, un
tad a — a — 2n, b — b+ n, ¢ — ¢+ n, pienemot, ka §is ir speletaja A gajiens (analogiski, ja ir
cita speletaja gajiens). Speletajs A nevar veikt gajienu, ja a < 2n (analogiski citiem speletajiem).

Pieradisim, ka tikai C' var garantet, ka nezaudes speli neatkarigi no ta, ka spele parejie divi
speletaji.

C izdzivosana. Speletajs C' speles pec sekojosas strategijas — katra sava gajiena izvelesies
mazako iespejamo n, kas taja bridi ir iespejams. Pieradisim ar matematisko indukciju sekojosu
apgalvojumu: peéc 3k gajieniem (katrs veicis k gajienus) b = ¢+ 3k un speletajs C' nav zaudejis.

Baze (k = 0): Acimredzami, ka b = ¢ = 2024.

Induktivais pienemums: b = ¢ + 3k un speletajs C' nav zaudejis.

Induktiva pareja: Speletajs A izvelas d > 3k + 1 (ta ka iepriekseja gajiena C' izvelejas n > 3k).
Speletajs B izvelas d + e (e > 1), tad speletajs C' izvelas d + e + 1. Gramatu izmainas:

Gajieni A B C
3k a b b— 3k
3k +1 (d) a—2d b+d b—3k+d

3k+2 (d+e) a—d+e |b—d—2e|b—3k+2d+e
3k+3(d+e+1)|a+2e+1| b—e+1 | b—3k—e—2

Pec 3(k + 1) gajiena redzam, ka ) =b—e+ 1, =b—3k—e—2, tatad b/ = +3(k+1). Ja
d <0, tad b < 3k + e + 2. Tacu, ja speletajs B nav zaudejis, tad b > d + 2e > 3k + 1 + 2e,
tatad b > 3k +2e+1>3k+e+2 >0, joe>1— pretruna. Tatad speletajs C' izdzivo, kas
ar1 bija japierada.

B zaudesana. Speletajs A sak sava pirma gajiena ar n = 1 un speletaji A un C spele
pec strategijas, kur izvelas mazako iespejamo n peéc sava pretinieka gajiena. Pieradisim ar
matematisko indukciju sekojosu apgalvojumu visiem 0 < k£ < 673: pec 3k 4+ 1 gajieniem
a = 2022 — 3k, b = 2025 + 3k, ¢ = 2025 un speletaji A un C nav zaudejusi.

Baze (k = 0): Pec 1. gajiena speletaju gramatu skaits ir attiecigi a = 2022, b = 2025, ¢ = 2025.
Induktivais pienemums: Péc 3k + 1 gajieniem, kur 0 < k£ < 674, izpildas a = 2022 — 3k,
b = 2025 + 3k, ¢ = 2025 un speletaji A un C' nav zaudejusi.

Induktiva pareja: Pienemsim, ka speletajs B izvelas f > 3k + 2 ka savu n vertibu. Tad spelejas
C izvelas f + 1, savukart speletajs A izvelas f + 2 ka savu n vertibu. Gramatu izmainas:
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Gajieni A B C
3k +1 2022 — 3k 2025 + 3k 2025
3k +2 (f) 2022 — 3k + f 2025 + 3k — 2f 2025 + f
3k+3(f+1)]2022 -3k +2f+1|2025+3k— f+1]2025— f—2
3k+4(f+2)| 2022-3k-3 2025 + 3k + 3 2025

Pieradisim, ka speletaji A un C' nezaudes visiem k < 673. Pieradisim to no preteja. Ja kads
no speletajiem A vai C zaudetu attiecigi 3k + 3 vai 3k 4 4 gajiena, tad speletajs B nav zaudéjis
pirms vingiem, kas nozime, ka 2025 4+ 3k > 2f. Ta ka f > 3k + 2, tad

2025 +3k>2f > f+3k+2 = 2025 > f+2 = 2023 > f.

Lidz ar to, 2025 — f — 2 > 0, kas nozime, ka C nezaude. Ka art A nezaude, jo 2022 — 3k — 3 >
2022 — 3- 673 — 3 = 0 — pretruna. Tadejadi, ja B kada bridi nezaudes, tad spele turpinas Iidz
k = 674: pec 2023 gajieniem b = 2025 + 3 - 694 = 4047 < 4048 = 2 - 2024. tacu mazakais
skaitlis, ko vins var izveleties ir 2024, kas nozime, ka B nevar izdarit gajienu 2024 un zaude.

A zaudesana. B un C spiesti minimali, bet pielago beigas. Induktivi: péc 3k gajieniem
(k < 673) a = 2024 + 3k, b = 2024, ¢ = 2024 — 3k. Baze acimredzama. A izvelas g > 3k + 1.
B—g+1,C — g+ 2. Izmainas:

Gajieni A B C
3k 2024 + 3k 2024 2024 — 3k
3k+1(g) | 2024+3k—2g | 2024+g 2024 — 3k + g
3k+2(g+1) | 2024+3k—g+1|2024—g—2 | 2024 — 3k +2g + 1
3k+3(g+2) 2024 + 3k + 3 2024 2024 — 3k — 3

Pieradisim, ka ja A nezaude, tad art B un C nezaudeé. Vispirms pamanisim, ka C' nezaudes, jo
2024—3k—3 > 0, jo k < 673. Tagad ja g = 3k+1, tad B nezaude, jo 2024—g—2 = 2021—-3k > 0,
jo k < 673. Tacu ja g > 3k 4+ 2 un A nezaude, tas ir, 2024 + 3k — 2¢g > 0, tad B nezaude, jo
2024 — g —2 > 2024 + 3k — 2g > 0.

Tadejadi, ja A kada bridi nezaudes, tad spele turpinas Iidz k& = 673: pec 2019 gajieniem
a = 4043, b = 2024, ¢ = 5. Peéc spelés nosacijumiem A tagad drikst izveleties 2020 vai 2021.
Apskatisim abus gadijumus:

Gajieni A B C Gajieni A B C

2019 4043 | 2024 | 5 2019 4043 | 2024 | 5
2020 (2020) 3 4044 | 2025 2020 (2021) 1 4045 | 2026
2021 (2021) | 2024 2 4046 2021 (2022) | 2023 1 4048

2022 (2023) | 4047 | 2025 0 2022 (2024) | 4047 | 2025 0

Redzam, ka lai A izdaritu 2023. gajienu, vinam ir jaizvelas skaitlis, kas nav lielaks par 2023,
bet abos gadijumos vinam tadas iespejas nav, kas nozime, ka vins zaude.
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9.uzdevums Dots rinka linija ievilkts cetrsturis ABC D, kuram izpildas AB = AD.
Punkti £ un F' atrodas uz malam BC un CD ta, ka BE + DF = EF. Pieradit, ka
/BAD =2/FAF.

Atrisinajums.

Definesim punktu G uz E'F, kuram izpildas, ka DF = FG. leverosim, ka tada gadijuma
EB=FF—-DF=FF—-FH=GFE

Apzimesim /FDG = a un ZEBG = 3. leverosim, ka /ZFDG = ZFGD = a, jo DF = FG,
un analogiski ZEBG = ZEGB = (. No cetrstura ADGB lenku summas seko, ka

/DAB + /DGB + LABG + ZADG = 360°,
ZDAB + (180° — o — B) + (LABC — ) + (LADC — ) = 360°,
ZDAB = 180° — (LABC + ZADC) + 2a + 28 = 20 + 28,

kur pedeja sakariba mes izmantojam to, ka ZABC + ZADC = 180°, jo ap cetrsturi ABCD
var apvilkt rinka lmiju. Ta ka ZDGB = 180° — o — f3, tad

/ZDAB = 360° — 2/DGB.

Taka AD = AB un 360° — ZDAB = 2/DGB, tad punkts A ir trijstura DG B apvilktas rinka
Imijas, Iidz ar to AB = AG = AB. Tas nozime, ka AADF = ANAGF un NAGE = ANABE
pec pazimes mmm. Secinam, ka /DAF = /FAG un Z/GAE = ZBAFE, no kurienes izriet, ka
/BAD =2/FAG+2/FAG = 2/FAF, kas ar bija japierada.
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10.uzdevums Dots dazadmalu trijsturis ABC. Punkts D ir izvelets ta iekspuse ta,
ka /ZDBA = ZDCA. Punkti F un F atrodas uz malam AC un AB ar ipasibu, ka
DE = DC un DB = DF. Vai ir iespejams, ka taisnes AD, BE, C'F krustojas viena
punkta?

Atrisinajums. Ieverosim, ka

DE=DC = /ZDEC =/DCFE = /ZDCA
DB =DF = /ZDFB=/DBF =/ZDBA

No dota izriet, ka /DBA = Z/DC A, tapec secinam, ka /DEC = /DCFE = /DBF = /DFB.
Ta ka ZDBF = /ZDEC, tad cetrsturis ABDE ir ievilkts. Analogiski ar1 cetrsturis ACDF ir
ievilkts.

Talak pienemsim, ka taisnes AD, BE, C'F ir iespejams krustoties viena punkta. Nosauksim So
punktu par X. No punkta pakapes izriet, ka

BX -XE=AX-XD
CX -XF=AX-XD

Lidz ar to BX - XFE = CX - XF, kas savukart nozime, ka punkti B, C, E, F' atrodas uz vienas
rinka Inijas. Atcerésimies, ka punkts D ir nogriezna BF un C'E vidusperpendikula krust-
punkts, kas nozime, ka punkts D ir ap cetrstuira BC'E'F' apvilktas rinka Iinijas centrs, tatad
mums ir DB = DC = DFE = DF.

Ta ka trijsturis BDC' ir vienadsanu, tad mums ir ZDBC = ZDCB. Turklat pec dota
/DBA = Z/DCA, lidz ar to ZABC = ZABC, jeb trijsturis ABC ir vienadsanu. Tacu péc
dota trijsturis ABC' ir dazadmalu, tapec musu pienémums ir aplams, un taisnes AD, BE, C'F
nevar krustoties viena punkta.
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11.uzdevums Dots trijsturis ABC, kuram /BAC = 120°. Punkts O ir ta apvilktas
rinka Imijas centrs. Pieskare, kas trijstura ABC' apvilktajai rinka Imijai novilkta punkta
A, krusto pieskares, kas tai novilktas punktos B un C, attiecigi punktos P un ). Punkti
H un [ ir attiecigi trijstura AO PQ augstumu krustpunkts un ievilktas rinka Iijas centrs.
Punkti M un N ir attiecigi loka BAC un nogriezna OI viduspunkti . Taisne M N krusto
trijstura ABC' apvilkto rinka liiju punkta D. Pieradit, ka taisne AD ir perpendikulara
taisnei H 1.

Atrisinajums. Definéesim taisnu BP un C'Q) krustpunktu . Taka BE =CFE, BM =CM
un OB = OC, tad secinam, ka punkti O, M, F atrodas nogriezna BC' vidusperpendikula, jeb
tie atrodas uz vienas taisnes. Ta ka pec dota ZBAC = 120°, tad

/ZBOC =2-(180° — ZBAC) = 120°
/LBEC = 360°—2-90° — ZBOC = 60°

LPOQ = LZPOA+ ZQOA = %ZAOB + %ZAOC’ = %ZBOC = 60°

No sakuma pieradisim, ka EI || M N. Noverojam, ka trijsturt £BO mums ir ZEBO = 90°,
/BFEO = 30°, Iidz ar to

EO =2BO =2MO = EM = MO

Ta ka punkts M ir nogriezna FO viduspunkts, un punkts N ir nogriezna IO viduspunkts, tad
secinam, ka ET || M N, jo M N ir trijstura ETO viduslinija.
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Pagarinam FI Iidz F, kas atrodas uz taisnes AD. Noverojam, ka, lai pieraditu, ka AD1ITH,
mums pietiek pieradit, ka ZHIF + ZAFE = 90°. Ta ka EI || MNtad ZADM = ZAFE,
tapec mums pietiek pieradit, ka

LHIF + ZADM =90° = 180° — ZHIE + ZADM =90 —= ZHIE — ZADM = 90°

Tagad paradisim, ka punkti E, P, I, H,() atrodas uz vienas rinka Imijas. Noveérojam, ka
ZPIC) = 90° + %ZPOQ = 120°, un ZPHQ = 180° — ZPOQ = 120°, un atceresimies, ka
/PEQ = ZBEC = 60°, tad secinam, ka punkti F, P, I, H, () atrodas uz vienas rinka linijas,
jo no iegutajam lenku sakaritbam izriet, ka ap ¢etrsturi PI HQ un PEQI var apvilkt rinka Imijas.

Lidz ar to ZHIF = ZHPE. Turklat mums ir HP1QO, PE1OB, tad
/HIF = /HPE = /BOQ = ZBOC — ZC0Q = 120° — ZC0Q

un

LADM = %AAOM = %(ZCOM — LAOC) = 30° — ZCOQ

Tatad
LHIE — ZADM = 120° — ZCOQ — 30° + ZCOQ = 90°

un uzdevums ir pieradits.
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12.uzdevums Dots trijsturis ABC. Uz medianas, kas vilkta no virsotnes A ir izvelets
punkts P ar 1pasibu, ka Z/BPC = 180°— ZBAC. Uz taisnes AB ir izveléts punkts D # A
ta, ka AB = BD, savukart uz taisnes AC ir izvelets punkts F' ta, ka ZABF = 90°.
Trijstura DBP apvilkta rinka linija krusto taisni BC' punkta F # B. Pieradit, ka
trijsturu CEF un ABC' apvilktas rinka linijas pieskaras viena otrai.

Uzdevuma autors: Alfreds Sarocinskis, Kims Georgs Pavlovs

Seen e

~
Se

Atrisinajums (Alfreds). Vispirms pieradisim sekojoso apgalvojumu.
Apgalvojums. Trijsturu ABP un APC apvilktas rinka Inijas pieskaras taisnei BC'.
Pieradijums. Ar P’ apzimesim rinka linijas, kas iet caur punktiem A, B un pieskaras tais-
nei BC', krustpunktu ar rinka Imiju, kas iet caur punktiem A,C un pieskaras taisnei BC.
Pamanisim, ka /BAP' = Z/P'BC un /P'AC = ZBCP’. No ta izriet, ka

/BPC =180° — ZP'BC — /BCP' = /180° — ZBAP' — /P'AC = 180° — ZBAC
Apzimesim AP’ N BC' = M. Tad no punkta M pakapes izriet

BM?*=MP-MA = MC?

Tas nozime, ka AP’ ir A - mediana un ka Z/BPC" = 180° — ZBAC, kas nozime, ka P’ = P,
kas pierada apgalvojumu.

Ar E' apzimesim taisnes, kas iet caur F paraleli taisnei AB, krustpunktu ar taisni BC. Ar
G apzimesim taisnu E'F un AP krustpunktu. Pamanisim, ka ta ka ABP pieskaras BC', tad
/PBC = /BAP = /PGE', lidz ar to BPE'G ir ievilkts.

Apgalvojums. Cetrstiris BDGE' ir vienadsanu trapece, un 1idz ar to ievilkts.
Pieradijums. leverosim, ka, ja DB = GE — 2EF, tad, ja punktu I’ definejam uz GFE ta,

ka DBFF' ir taisnsturis, ir skaidrs, ka F'G = FE’, un lidz ar to péc simetrijas ieglistam

18



DG = BF/', kas ir pietiekami, lai secinatu, ka BDGE' ir vienadsanu trapece. levéerosim, ka péc
Talesa teoremas mums ir, ka

Er _EC EG _EM
AB _BC ™ AB~ BM

Doto sakaribu mes varam parrakstit ka

EF _EC . 2EF  EC . AB+2EF EM EM
AB  BC AB CM AB ~ CM BM

Secinam, ka

AB +2FEF  EG
AB  AB
kas pierada apgalvojumu.

—> AB+2EF =GE = DB+ 2EF,

Tagad redzam, ka patiesiba E = E’| jo piecsturis DBPE'G ir ievilkts. Tatad, ta ka EF || AB,
tad pec homotetijas seko, ka trijsturu CEF un ABC' apvilktas rinka linijas pieskaras.
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13.uzdevums Uz tafeles uzrakstiti 11 dazadi naturali cetrciparu skaitli. Pieradit, ka
no tiem var izveleties dazus (varbut visus), kuru videjais aritmetiskais nav vesels skaitlis.

Atrisinajums. Pienemsim pretejo, ka katras uzrakstito skaitlu apakskopas videjais aritmetiskais
ir vesels skaitlis.

Apgalvojums. Katriem diviem uz tafeles uzrakstitiem skaitliem a un b izpildas, ka a = b
(mod k) visiem k < 9.

Pieradijums. Aplukosim skaitlus ¢ un b un vel k£ — 1 skaitlus, kas nav vienadi ar a un b
(tadus var atrast, jo k < 9), kuru summu apzimesim ar S. Ta ka jebkuras apakskopas videjais
aritmetiskais ir vesels skaitlis, tad k | S +a un k| S+ b. Secinam, ka

—S=a=b (mod k),
kas arT bija japierada.

Pienemsim, ka uz tafeles uzrakstitie skaitli x1,..., 211 no apgalvojuma izriet, ka eksiste tadi
atlikumi cs, c7, cg, cg ar Tpasibu, ka

TN =x9=...=x13 =c¢5 (mod5)
TN =x9=...=2x;1 =c¢; (mod7T)
TI=x9=...=1x13 =cg (mod 8)
TN =x9=...=2;1 =¢9 (mod 9)

Ta ka skaitli 5,7,8,9 ir pa pariem savstarpejiem pirmskaitli, tad no Kiniesu atlikum teoremas
izriet , ka eksiste tads atlikums ¢, ka

rn=13=...211=c (mod5-7-8-9)

[everosim, ka 5-7-8-9 = 2520. Ta ka mums ir 11 dazadi naturali skaitli, kas visi dod vienadu
atlikumu dalot ar 2520, tad vismaz viens no skaitliem ir lielaks vai vienads ar 2520 - 11 > 104,
kas nozime, ka §im skaitlim ir vairak neka 4 cipari — pretruna.
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14.uzdevums Atrast visus pirmskaitlu parus (p, q) ar ipasibu, ka skaitli 7% un Z%
abi ir veselu skaitlu kvadrati.
Uzdevuma autors: Kims Georgs Pavlovs, Alfreds Sarocinskis

Atrisinajums. Ieverosim, ka g | p> —4 = (p—2)(p+2). Tas nozime, ka ¢ | p—2 vai q | p+2.
Aplukosim katru gadijumu atseviski:

e Jag|p—2 tad p=2 (mod q). No uzdevuma nosactjumiem izriet, ka p> —p —4 = 0
(mod ¢), tacu, izmantojot to, ka p =2 (mod q), iegustam, ka

0=p’—p—-4=2"-2-4=2 (mod q)

Tas nozime, ka ¢ | 2 = ¢ = 2. Secinam, ka p? — 4 dalas ar 2, kas ir iespejams tad
un tikai tad, ja p ir para skaitlis jeb p = 2. Viegli parbaudit, ka pirmskaitlu paris (2, 2)
patieSsam apmierina uzdevuma nosacijumus.

e Jag|p+2 tad p=—2 (mod ¢). No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka p*> —p —4 = 0
(mod ¢), tacu, izmantojot to, ka p = —2 (mod q), iegustam, ka

0=p’—p—-4=(-2>+2-4=-10 (mod q)

Tas nozime, ka ¢ | 10 = ¢ = 2 vai ¢ = 5. Gadijumu ¢ = 2 jau apskatijam ieprieks,
tapec pieversisimies gadijumam, kad ¢ = 5.

leverosim, ka (p — 2)(p + 2) = p? — 4 = 522, kur x ir vesels skaitlis. Atcerésimies, ka esam
gadijuma, kad 5 | p + 2.

Jap # 2 tad ged(p — 2,p+2) = ged(p —2,p+2 — (p—2)) = ged(p — 2,4) un ta ka
p — 2 ir nepara skaitlis, tad secinam, ka ged(p — 2,p +2) = 1. Lidz ar to p + 2 = 5a? un
p — 2 = b? kaut kadiem naturaliem skaitliem a un b. Pieradisim, ka tas ir iespgjams tad un
tikai tad, ja p = 3 Ieverosim, ka a® = {0,1} (mod 3), tapec p + 2 = 5a* = {0,2} (mod 3), lidz
ar to p = 5a*> — 2 ={0,1} (mod 3). No otras puses p = b* + 2 = {0,2} (mod 3). Secinam, ka
p =0 (mod 3) jeb p = 3. Viegli parbaudit, ka pirmskaitlu (3,5) patiesam apmierina uzdevuma
nosacijumus.
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15.uzdevums Dota naturalo skaitlu virkne aq, ao, . . ., kurai visiem naturaliem skaitliem
n izpildas

ant1 = (n+1)(a, —n+1)
Ja a) a; = 64 b) a; = 65 noteikt lielako naturalo skaitli k& ar 1pasibu, ka ged (a;, a;11) = k
kaut kadam naturalam skaitlim ¢ > 2.

Atrisinajums. leviesisim virkni b; = a; — ¢. leverosim, ka

ant1 = (n+1)(a, —n+1)
tnin = (14 1) —n) + (0 +1)
ans1 — (n+1)=(n+1)(a, —n)
b1 = (n+1)by,

Induktivi ieglistam, ka
Tas nozime, ka

pi1 — (n+1)=byr = (n+ Dby = (n+1)(a; — 1)
an1=Mm+ (e —1)+(n+1)

Apzimeéjot a; — 1 = ¢, secinam, ka a, = n!c + n visiem naturaliem skaitliem n. Ja a; = 1,
tad acimredzami, ka k = 1, jo LKD(ay, ant1) = (n,n + 1) = 1 visiem naturaliem skaitliem n.
Tapec ienemsim, ka a; > 2 un attiecigi ¢ > 1. Apzimesim k = LKD(a,11,a,) = LKD((n -+
Dlc+ (n+ 1), nle+n). leverosim, ka taka k | nle+nun k | (n+1)le+ (n+ 1), tad

kl(n+1)(nle+n)— (n+1le+(n+1))=n"—1

leverosim, ka nlc+n =1 (mod n — 1), tatad LKD(n — 1, nle4+n) =1. No k| (n — 1)(n + 1)
un k | nlc + n iegustam

k| LKD((n —1)(n+1), nlc+n) = LKD(n + 1, nlc + n)

1. gadijums: n + 1 ir salikts skaitlis. Jan +1 =4, tad
LKD(n+1, nle+n) =LKD(4, 6c+3)=1 = k=1

Citadak varam pienemt, ka n + 1 = ab, kur a > 3, b > 2, a > b. legaumesim, ka a < n.
Tadn+1|nl jo,jaa#b tadn!l =1-2-...-b-...-a-...-n, bet, ja a = b, var uzrakstit
n=1-2-...-a-...-2a-...-n,jo

20 <n
2a<ab—1=da>-1

kas ir patiess pie a > 3. Tatad
nle+n=-1 (modn+1),

no ka seko LKD(n+ 1, nle+n) =1 un k = 1.
2. gadijums: n + 1 = p, kur p ir pirmskaitlis. Péec Vilsona teoremas

nle+tn=pP—-De+(p—1)=—-c—1=c+1 (mod p)
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Tatad

LKD(p, (p — D!c+ (p — 1)) = LKD(p, ¢ + 1) = LKD(p, a1),
no ka secinam, ka k € {1, p} un k = p tiesi tad, kad p | a;. Secinam, ka k nevar but lielaks par
lielako a; pirmreizinataju.
Ja a; ir divnieka pakape, tad pec iepriekseja apgalvojuma k € {1,2}, tac¢u n! ir para pie n > 2,
tapec a; un a;41 bus dazadas paritates pie ¢ > 2, tatad Saja gadijuma k = 1.
Paradisim, ka, ja a; dalas ar kadu nepara pirmskaitli, var iegtit art k£ = p, kur p ir lielakais a;
pirmreizinatajs (acimredzami p > 3). Ja p | a;, tad, atkal izmantojot Vilsona teoremu,

ap1=p—-—Dlas —1)+(p—-1)=—(a1—1)—1=0 (mod p),
ka art p | a,, jo a, = ple + p. Tatad p | LKD(a,, a,—1) un mes varam sasniegt k = p.

Secinam, ka pie a; = 2™, m € Z>( lielaka iespejama k vertiba ir 1, pie paréjam a, vertibam
lielaka iespejama k vertiba ir a; lielakais pirmreizinatajs.
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16.uzdevums Ar N apzimeésim naturalo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : N —
N, kas definetas naturaliem skaitliem, pienem naturalas vertibas un kuram f(2) # 1 un
visiem pirmskaitliem p un naturaliem skaitliem a izpildas

a’® + f(p—1)- f(a) dalasar f(p)

Uzdevuma autors: Kims Georgs Pavlovs, Ilmars Stolcers

\.

Atrisinajums. Ar P(p;a) apzimésim doto sakaribu. Atrisinajums sastaves no vairakiem
soliem.

Apgalvojums 1: f(1) =1 un f(2) =2.
Pieradijums: No P(2;2) izriet, ka f(2) | 2/ + f(1)!- £(2), kas nozime, ka f(2) | 2/® jeb
f(2) ir skaitla 2 naturala pakape. Savukart, no P(2;1) izriet, ka

2[f@2) [ 1+ fM)!-£(1)

Ja f(1) > 2, tad 1+ f(1)! - f(1) ir nepara skaitlis, kas ir pretruna ar iegtito dalamibu. Lidz ar
to f(1) = 1. leverosim ar1, ka f(2) | 1+ f(1)!- f(1) = 2, kas nozime, ka f(2) = 2, kas arT bija
japierada.

Apgalvojums 2: f(p) =1 vai f(p) = p katram nepara pirmskaitlim p.
Pieradijums: No P(p;p) izriet, ka f(p) | p/® + f(p—1)!- f(p), kas nozime, ka f(p) | p/® jeb
f(p) ir skaitla p nenegativa pakape Pienemsim, ka f(p) = p*, kur k > 2. No P(p; 1) izriet, ka

flp—1)!'=-1 (mod p")

Savukart no P(p;p — 1) iegustam, ka
P-4+ -1 flp—1)
No LTE lemmas izriet, ka
vp((p =17 +1) = vp(p = 14+ 1) + 1, (") =k +1
Tas nozime, ka p* | (p — 1)?" +1, so (p — 1)*" = —1 (mod p¥). Secinam, ka

fo=D!-fp—1)=1 (modp*) = f(p—1)=-1 (mod p")

Tada gadijuma f(p —1) > p* —1 = p| f(p— 1), jo f(p — 1) > p, bet tada gadijuma
f(p—1)!'= —1 (mod p*) ir aplams apgalvojums. Tas nozime, ka k < 1, lidz ar to f(p) = 1 vai
f(p) = p, kas ar1 bija japierada.

leverosim, ka no ieprieks iegutajiem rezultatiem izriet, ka f(p — 1)! = —1 (mod p) visiem
pirmskaitliem p, kuriem izpildas f(p) = p. Izmantojot Mazo Ferma teoremu P(p,a) prieks
Siem pirmskaitliem var parrakstit ka

pla—f(a)
Ar S apzimesim nepara pirmskaitlu kopu p, kuriem izpildas f(p) = p. Tagad aplukosim visus
iespejamos gadijumus, ka var izskatities kopa S.

Ja S ir bezgaliga, tad fiksetam naturalam skaitlim a var atrast pietiekami lielu pirmskaitli
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p ar 1pasibu, ka |a — f(a)| < p. Tad p | a — f(a) var izpildities tad un tikai tad, ja f(a) = a.
Secinam, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas ,ka f(n) = n. Viegli parbaudit, ka s1 funkcija
der, jo f(p — 1) = (p— 1)! = —1 (mod p) no Vilsona teoremas un p | @’ — a no Mazas Ferma
teoremas.

Ja S ir tuksa kopa, tad visiem pirmskaitliem p izpildas, ka f(p) = 1. Acimredzami, ka nepara
pirmskaitliem P(p,a) izpildisies. Tas nozimé, ka mums ir svarigi tikai, vai izpildas P(2,a).
Teverosim, ka no P(2;a) izriet, ka 2 | a®> + f(a). Lidz ar to jebkura funkcijai, kurai izpildas, ka
f(a) = —a (mod 2) apmierina uzdevuma nosacijumus.

Ja S ir galiga kopa, tad eksisté vismaz viens nepara pirmskaitlis p, kuram f(p) = p un visiem
pietiekami lieliem pirmskaitliem ¢ izpildas f(q) = 1. Pienemsim, ka eksiste pirmskaitlis r < p,
kuram f(r) = 1. Tad no P(p;r) izriet, ka p | r—1, kas nav iespéjams, jo r < p. Ar () apzimesim
visu nepara pirmskaitlu reizinajumu, kas ir kopa S un pienemsim, ka p ir lielakas pirmskaitlis
kopa S. Aplukosim skaitli () + 2. Acimredzami, ka katram skaitla () + 2 pirmreizinatajam g
izpildas f(¢q) = 1 un p < ¢. Tas nozime, ka

plg—flg=q—1 = ¢q=1 (mod p)

Atkartojot So argumentu katram @ + 2 pirmreizinatajam ieguistam, ka Q@ +2 =1 (mod p), tacu
@ + 2 =2 (mod p) — pretruna.
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