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A. Liepas Neklatienes matematikas skola

Atklata matematikas olimpiade

Uzdevumi un atrisinajumi

5. klase

5.1. Kads ir mazakais naturalais skaitlis, kura pieraksta izmantoti tikai cipari 0 un 2 un kurs dalas ar 15?
Atrisinajums. Pamatosim, ka mazakais skaitlis, kas atbilst nosacijumiem ir 2220. Lai skaitlis dalitos ar
15, tam jadalas gan ar 3, gan ar 5. Lai skaitlis dalitos ar 3, ta ciparu summai jadalas ar 3. Tatad ciparam
2 Saja skaitli japaradas vismaz 3 reizes. Lai uzdevuma aprakstitais skaitlis dalitos ar 5, ta peédéejam
ciparam jabut 0. Lidz ar to meklétajam skaitlim ir vismaz 4 cipari un Sis skaitlis ir 2220.

5.2. Pa rdtinu [linijam uzzimé tadu seSstdri, kuram perimetra un laukuma vértibas sakrit!
Piezime. Laukums ir seSstlri veidojoSo ratinu skaits un perimetrs ir rGtinu malu, kas pilniba atrodas uz
robezas, skaits.

Atrisinajums. Pieméram, der 1. att. redzamais seSstdris, kuram perimetrs ir 20 un art laukums ir 20.

1. att.

5.3. Uz teatra izradi tika izgatavotas 250 biletes un vismaz puse no biletém tika pardotas. Zinams, ka tiesi
tresdala no skatttajiem bija skoléni, tiesi piektdala — studenti un tiesi septitdala — pensionari. Cik biletes
tika pardotas?

Atrisinajums. Lai skatitaju skaitu varétu sadalit tieSi tris, piecas un septinas dalas, pardoto bilesu
skaitam jadalas ar 3, 5 un 7. Tatad pardoto bilesu skaitam jadalasar 3 -5 - 7 = 105. Ta ka vismaz puse
no biletém tika pardotas, tad tika pardotas 105 - 2 = 210 biletes.

5.4. Zinams, ka svari (a), (b) un (c) atrodas lidzsvara. Cik bultinu jaliek jautajuma zimes vieta, lai svari (d)
atrastos lidzsvara? Atbildi pamatot!

o Bd e B0 ?

(d)

Atrisinajums. Jautajuma zimes vieta jaliek sesas bultinas. Izteiksim visu figliru masu bultinas. No t3, ka
svari (c) atrodas lidzsvara, secinam, ka aplisa masa ir vienada ar ¢etru bultinu masu.

Lidz ar to varam uzskatit, ka svariem (b) kreisaja kausa atrodas sesas bultinas, kas sver tikpat, cik tris
kvadrati. Tatad viena kvadrata masa ir tikpat, cik divu bultinu masa.

Talak apskatam svarus (a). Aizvietojot apliti ar cetram bultinam un katru kvadratu ar divam bultinam,
ieglstam, ka piecstidra un cetru bultinu masa ir tikpat, cik desmit bultinu masa. Tatad piecstira masa
ir tikpat, cik sesu bultinu masa.
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5.5. Katrai no tris meiteném Elinai, Gunai un Marutai patik viena no krasam: zala, dzeltena, oranza (katrai

cita krasa), bet abas paréjas krasas nepatik. Zinams, ka tiesSi viens no apgalvojumiem ir patiess:

o Gunai nepatik oranza krasa;

o Elinai nepatik zala krasa;

o Elinai nepatik oranza krasa.
Kada krasa patik katrai meitenei? Atbildi pamatot!
Atrisinajums. Gunai patik oranza, Elinai — zala un Marutai — dzeltena krasa.
Skaidrs, ka vismaz viens no diviem pédéjiem apgalvojumiem ir patiess, jo Elinai nevar patikt gan zal3,
gan oranZa krasa. Ta ka kopa ir tikai viens patiess apgalvojums, tad pirmais apgalvojums noteikti ir
aplams un Gunai patik oranza krasa.
Ja Elinai patiktu dzeltena krasa, tad abi pédéjie apgalvojumi bltu patiesi, kas nav iespéjams. Ta ka Gunai
patik oranza krasa, tad secinam, ka Elinai patik zala krasa. Tatad Marutai patik dzeltena krasa.

6. klase

6.1. Uz papira lapas uzrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz 2022 (katrs vienu reizi). Vispirms Amanda ar
sarkanu zimuli apvilka visus skaitlus, kas dalas ar 3. Tad vina ar zilu zimuli apvilka visus skaitlus, kas
dalas ar 5. Un visbeidzot vina ar zalu zimuli apvilka visus skait|us, kas dalas ar 7. Cik ir tadu skaitlu, kas
ir apvilkti ar vismaz divam dazadam krasam?

Atrisinajums. Pamatosim, ka 249 skaitli ir apvilkti ar vismaz divu krasu zimuliem.

Lai kads skaitlis batu apvilkts ar vismaz divu krasu zimuliem, nepiecieSams aplikot visus skait|us, kas
dalas vismaz ar diviem no dotajiem skaitliem 3, 5 vai 7.

Ja skaitlis dalas ar 3 un 5, tad tas dalas ar 15. Ta ka 2022 = 15 - 134 + 12, tad ar 15 dalas 134 skaitli
no visiem uzrakstitajiem skaitliem.

Ja skaitlis dalas ar 3 un 7, tad tas dalas ar 21. Ta ka 2022 = 21 - 96 + 6, tad ar 21 dalas 96 skaitli no
visiem uzrakstitajiem skaitliem.

Ja skaitlis dalas ar 5 un 7, tad tas dalas ar 35. Ta ka 2022 = 35 - 57 + 27, tad ar 35 dalas 57 skaitli no
visiem uzrakstitajiem skaitliem.

levérojam, ka ir vairaki skaitli, kas vienlaicigi dalas ar 3, 5 un 7, tatad tie dalas ariar 3-5:7 = 105.
Taka 2022 = 10519 + 27, tad ar 105 dalas 19 skaitli no visiem uzrakstitajiem skaitliem. Skaitli, kas
dalas ar 105, tiek ieskaititi pie skaitliem, kas dalas ar 15, 21 un 35, tatad tie tiek ieskaititi tris reizes.
Secinam, ka kopa ir 134 + 96 4+ 57 — 38 = 249 skaitli, kas dalas ar vismaz diviem skaitliem, tatad tie
ir apvilkti ar vismaz divu krasu zZimuliem.

6.2. Paradi, ka no 2. att. dotas ratinu lapas var izgriezt desmit figliras, kadas dotas 3. att. (iezimég, kur jaiet
griezuma linijam)! Figras var bat ari pagrieztas.

2. att. 3. att.
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Atrisinajums. Skat., pieméram, 4. att.

4, att.

6.3. Tumsa rudens vakara Maris izdomaja saskaitit visus naturalos skaitlus no 1 Iidz n, kur n ir kads naturals
skaitlis. Vai var gadities, ka Maris ieguva summu, kuras pédéjais cipars ir a) 8, b) 9?
Atrisinajums. a) J3, var, pieméram,1+2+3+4+5+ 6+ 7 = 28.
b) N&, nevar. Apskatam skaitlu summu S,, dazam n vértibam:

o §5:=1;

o S;=1+2=3;

o S3=1+2+3=6;

0 S4=14+2+3+4=5;+4=6+4=10;

0 Ss=1+2+3+4+5=5,+5=10+5=15;
0 Sg=S;+6=15+6=21;

o ..
Izveidosim tabulu, kura rakstisim skaitla n pédé€jo ciparu un skaitlu summas S, pédé&jo ciparu.
levérojam, ka summas S,, péd€jo ciparu iegustam, ja iepriekSéjas summas pédéejam ciparam pieskaitam
skait]a n pédgjo ciparu.

Skaitlan
péde€jais 1/2(3/4(5/6(78]9|]0|1|2|3|4|5/6|7|8|9|0|1
cipars
Summas S,
pédgjais 1/3/,6/0(5/1/86|5|5|6|8|1|5|]0|6|3|1(0|0|1
cipars

Ta ka tabulas pédéja kolonna skaitla n un summas S,, pédéjie cipari ir vienadi, tad talak vertibas tabula
saks periodiski atkartoties. Cipars 9 nav tabulas otraja rinda, tapéc tas nevar bit summas pédejais
cipars.

6.4. Zinams, ka svari (a), (b) un (c) atrodas lidzsvara. Cik apliSu jaliek jautajuma zimes vieta, lai svari (d)
atrastos lidzsvara? Atbildi pamatot!

A8 s&0 a8l ?

(b) (c) (d)

Atrisinajums. Jautajuma zimes vieta jaliek pieci aplisi. Izteiksim visu figiru masu aplisos. No t3, ka svari
(c) atrodas Ilidzsvara, secinam, ka piecstlira masa ir vienada ar ¢etru apliSu masu.

Tatad varam uzskatit, ka svariem (b) kreisaja kausa atrodas sesSi aplisi, kuru masa ir tikpat, cik tris
bultinu masa. Tatad vienas bultinas masa ir tikpat, cik divu apliSu masa.

Talak apskatisim svarus (a). Aizvietojot piecstdri ar Cetriem apliSiem un katru bultinu ar diviem apliSiem,
ieglstam, ka Cetrstlira un piecu apliSu masa ir tikpat, cik desmit apliSu masa. Tatad Cetrstira masa ir
tikpat, cik piecu apliSu masa.

Atklata matematikas olimpiade 2022./2023. macibu gads



3 : Y LATVIJAS UNIVERSITATE
b LATVI AS—1 - Fizikas, matematikas un optometrijas fakultate
¥ UNIVERSITATE

\ A. Liepas Neklatienes matematikas skola

6.5. DaZi no 273 ciema iedzivotajiem visu laiku saka patiesibu, paréjie visu laiku melo. Katram no ciema
iedzivotajiem ir tieSi viena milaka nedélas diena. Aptaujajot iedzivotajus, viniem tika llgts atbildét uz
septiniem jautajumiem, katra no tiem izvéloties vienu no dotajam atbildém:

Vai pirmdiena ir Jisu milaka diena? Oja O neé

Vai otrdiena ir Jasu milaka diena? Oja | One

Vai tresdiena ir Jisu milaka diena? Oja | One

Vai ceturtdiena ir Jisu milaka diena? | [1ja | O né

Vai piektdiena ir Jasu milaka diena? | ja | O né

Vai sestdiena ir Jisu milaka diena? Oja | One

Vai svétdiena ir Jisu milaka diena? Oja | One
Uz katru jautajumu sanemto apstiprinoso (“ja”) atbilZzu skaits bija $ads: pirmdiena — 51, otrdiena — 52,
tresdiena — 53, ceturtdiena — 54, piektdiena — 55, sestdiena — 56, svétdiena — 57. Cik ciema iedzivotaji
visu laiku melo?
Atrisinajums. Ciema ir 21 melis.
Kopa tika sanemtas 51 4+ 52+ 53+ 54 4+ 55456 4+ 57 = 378 atbildes "ja". levérosim, ka katrs
ciema iedzivotajs, kas saka patiesibu, atbildéja "ja" tiesi vienu reizi (savai milakajai dienai), bet katrs
melis — tiesSi sesas reizes (visam dienam, kas nav vina milaka diena). Tatad, ja més vienu iedzivotaju,
kurs saka patiesibu, parverstu par meli, tad papildus més ieglstu piecas "liekas" atbildes ja.
lesakuma pienemsim, ka visi ciema iedzivotaji saka patiesibu, tada gadijuma mums kopa batu tiesi 273
atbildes "ja". Ta ka mums ir 378 atbildes "ja", tad mums "liekas" ir 378 — 273 = 105 atbildes "ja".
Tatad par meliem mums japarvérs 105: 5 = 21 ciema iedzivotajs.

7. klase

7.1. Uz tafeles bija uzrakstits $ads teksts: AB69B. Katrs no burtiem A un B jaaizstaj ar vienu ciparu (tie var
bit ar vienadi) ta, lai iegltais piecciparu skaitlis dalitos ar 15. Cik dazados veidos to var izdarit?
Atrisinajums. Prasito var izdarit 6 veidos.

Lai skaitlis AB69B dalitos ar 15, tam jadalas gan ar 3, gan ar 5. Apskatisim divus iesp&jamos gadijumus,
kads cipars var bt ierakstits B vieta, lai skaitlis dalitos ar 5.
o Ja B =0, tad skaitja ciparu summair A+ 8+ 6+ 9+ 0 = A + 23. Lai skaitlis dalitos ar 3, ta
ciparu summai jadalas ar 3, tapéc iespéjamas A vértibasir 1, 4 vai 7.
o Ja B =5, tad skaitja ciparu summair A+ 8+ 6+ 9+ 5 = A + 28. Lai skaitlis dalitos ar 3, ta
ciparu summai jadalas ar 3, tapéc iespéjamas A vértibas ir 2, 5 vai 8.
Lidz ar to iesp€jami sesSi dazadi varianti, kadus ciparus var ierakstit A un B vieta: A =1 un B = 0;
A=4unB=0,A=7unB=0;4A=2unB=5A=5unB=5A=8unB =5.
7.2. Vai var atrast a) 5; b) 15 naturalus skaitlus (ne obligati dazadus), kuru summa ir vienada ar to

reizinajumu?

Atrisinajums. a) Ja, var, pieméram, der skaitli 1, 1, 2, 2, 2, jo 1+14+2+2+2=8 un
1-1-2-2-2=8.

b) J3, var, der, pieméram, skaitli 1, 1, 1,1, 1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 2, 15 (13 vieninieki, 2 un 15),
jo13-14+2+15=30un1-2-15 = 30.

Piezime. a) gadijumaderari1,1,1,3,3vail1,1,1,2,5.
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7.3. Paradi, ka plakné novilkt 6 taisnes un uz tam atzimét 7 punktus ta, lai uz katras no taisném batu atziméti
tieSi tris punkti!
Atrisinajums. Skat., pieméram, 5. att.

5. att.

7.4. Uz galda ir kaudze ar konfektém. Karlsons un Bralitis péc kartas izdara gajienus, Karlsons sak spéli.
Viena gajiena spélétajs var panemt no kaudzes un apést vai nu vienu, vai divas konfektes. Uzvar tas
spélétajs, kurs aped pédéjo konfekti. Kurs spélétajs, pareizi spéléjot, vienmér var uzvarét, ja sakuma
kaudzé ir a) 6 konfektes; b) 2022 konfektes?

Atrisinajums. Abos gadijumos vienmeér var uzvarét Bralitis. Lai to panaktu, vins var rikoties $adi: katra
gajiena, ja Karlsons éd vienu konfekti, tad Bralitis éd divas un otradi, ja Karlsons éd divas,
tad Bralitis — vienu. Sadi spéléjot, péc katra (abu spélétaju) gajiena konfek$u skaits kaudzé samazinas
tiesi par 3. Ta ka sakuma kaudzé konfeksu skaits dalijas ar 3 (gan 6, gan 2022 dalas ar 3), tad ari abos
gadijumos péc kada Bralia gajiena tas klus vienads ar 0, tatad Bralitis uzvareés.

Piezime. a) gadijuma Bralitis uzvarés jau péc otra gajiena, bet b) gadijuma Bralitis uzvarés péc
2022 : 3 = 674. gajiena.

7.5. DaZi no 272 ciema iedzivotajiem visu laiku saka patiesibu, paréjie visu laiku melo. Katram no ciema
iedzivotajiem ir tieSi viena milaka nedélas diena. Aptaujajot iedzivotajus, viniem tika lGgts atbildét uz
septiniem jautajumiem, katra no tiem izvéloties vienu no dotajam atbildém:

Vai pirmdiena ir Jisu milaka diena? Oja | One
Vai otrdiena ir Jisu m1laka diena? Oja | One
Vai tresdiena ir Jasu milaka diena? Oja | One
Vai ceturtdiena ir Jisu milaka diena? | [dja | O né
Vai piektdiena ir Jasu milaka diena? | [ja | Oné
Vai sestdiena ir Jisu milaka diena? Oja | One
Vai svetdiena ir Jisu milaka diena? Oja | One

Uz katru jautajumu sanemto apstiprinoso (“ja”) atbilZu skaits bija $ads: pirmdiena — 53, otrdiena — 54,
tresdiena — 55, ceturtdiena — 56, piektdiena — 57, sestdiena — 58, svétdiena — 59. Cik ciema iedzivot3ji
visu laiku melo?

Atklata matematikas olimpiade 2022./2023. macibu gads



3 : Y LATVIJAS UNIVERSITATE
b LATVI AS—1 - Fizikas, matematikas un optometrijas fakultate
¥ UNIVERSITATE

\ A. Liepas Neklatienes matematikas skola

Atrisinajums. Ciema ir 24 meli.

Kopa tika sanemtas 53 + 54 + 55+ 56 4+ 57 + 58 + 59 = 392 atbildes "ja". levérosim, ka katrs
ciema iedzivotajs, kas saka patiesibu, atbildéja "ja" tiesi vienu reizi (savai milakajai dienai), bet katrs
melis — tiesSi sesas reizes (visam dienam, kas nav vina milaka diena). Tatad, ja més vienu iedzivotaju,
kurs saka patiesibu, parvéerstu par meli, tad papildus més ieglstu piecas "liekas" atbildes ja.

lesakuma pienemsim, ka visi ciema iedzivotaji saka patiesibu, tada gadijuma mums kopa batu tiesi 273
atbildes "ja". Ta ka mums ir 394 atbildes "ja", tad mums "liekas" ir 392 — 272 = 120 atbildes "ja".
Tatad par meliem mums japarvers 120 : 5 = 24 ciema iedzivotaji.

8. klase

8.1.

8.2.

Uz tafeles bija uzrakstits Sads teksts: N597M. Katrs no burtiem N un M jaaizstaj ar vienu ciparu (tie var
bat arT vienadi) ta, lai iegltais piecciparu skaitlis dalitos ar 12. Cik dazados veidos to var izdarit?
Atrisinajums. Prasito var izdarit 6 daZados veidos.
Lai skaitlis N597M dalitos ar 12, tam jadalas gan ar 3, gan ar 4. Lai skaitlis dalitos ar 4, t3 pedéjo divu
ciparu veidotajam skaitlim jadalas ar 4. Apskatisim divus iespéjamos gadijumus, kads cipars var bt
ierakstits M vieta, lai skaitlis dalitos ar 4.
o Ja M = 2, tad skaitja ciparu summair N+ 5+ 9+ 7 + 2 = N 4 23. Lai skaitlis dalitos ar 3, ta
ciparu summai jadalas ar 3, tapéc iespéjamas N vértibasir 1, 4 vai 7.
o Ja M = 6, tad skaitja ciparu summair N+5+9+ 7+ 6 = N + 27. Lai skaitlis dalitos ar 3, ta
ciparu summai jadalas ar 3, tapéc iespéjamas M vertibasir 0, 3, 6 vai 9. Ta ka skaitlis nevar sakties
ar 0, iespéjamas N veértibas ir 3, 6 vai 9.
Lidz ar to iesp&jami sesi dazadi varianti, kadus ciparus var ierakstit M un N vieta: N =1un M = 2;
N=4unM=2,N=7unM=2;N=3unM=6,N=6unM =6;N=9unM = 6.

Skolénam tika uzdots majas darbs, kura bija 20 uzdevumi. Par katru pareizi atrisinatu uzdevumu tiek
doti 8 punkti, par katru nepareizi atrisinatu uzdevumu tiek atnemti 5 punkti, ja uzdevums nav risinats,
tad par to ir 0 punkti. Cik uzdevumus atrisinaja skoléns, ja kopa vins ieguva 13 punktus?
Atrisinajums. Skoléns pareizi atrisinaja 6 uzdevumus. Pamatosim, ka ta ir vieniga deriga veértiba.
Apziméjam pareizi atrisinato uzdevumu skaitu ar x un nepareizi atrisinato uzdevumu skaitu ar y.
leglstam vienadojumu

8x — 5y =13.
Ta ka 8x ir para skaitlis, tad 5y noteikti ir nepara skaitlis, jo starpibai jabat 13. Tatad y ir nepara skaitlis.
No vienadibas 8x — 5y = 13 izsakot x, ieglistam x = (13 + 5y) : 8. levérojam, ka kopa bija 20
uzdevumi, tatad x +y < 20 un ir iespéjamas tikai 6 dazadas y veértibas, kuras attélotas tabula.
Jay>=12,tad x > 9 un x +y > 20. Ja apréekinata x vertiba ir naturals skaitlis, tad iegutas x un y
vértibas ir derigas. Tabula redzams, ka vienigas derigas vértibas irx = 6 un y = 7, tatad skoléns pareizi
atrisinaja 6 uzdevumus, nepareizi atrisindja 7 uzdevumus, bet 7 uzdevumus nerisinaja.

y Vaivertibax = (13 + 5y) : 8 ir naturals skaitlis?
1 Née

3 Né

5 Née

7 Ja, x =6

9 Née

11 Né
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8.3. Trijstlrmt ABC uz malas BC atlikts tads punkts D, ka AD = BD un AB = DC = AC. Aprékinat trijstira

8.4.

ABC lenkus!

Atrisinajums. Ta ka AD = BD, tad trijstiris ABD ir vienadsanu trijstlris ar pamatu AB un ta pamata
pielenki ir vienadi, tatad «xABD = ¥«BAD = «a (skat. 6. att.).

No trijstira ABD iegustam, ka <ADB = 180° — a — a = 180° — 2a.

levérojam, ka <ADC = 180° — <ADB = 180° — (180° — 2a) = 2a ka blakuslenki. Ta ki AC = DC,
tad ari trijstaris ACD ir vienadsanu un ta pamata pielenki ir vienadi, tatad <DAC = <ADC = 2a.

Ta ka AB = AC, tad arl trijstlris ABC ir vienadsanu un ta pamata pielenki ir vienadi, tatad
IABC = XACB = «. No trijstlira ACD ieglstam, ka

<ADC + «DAC + <ACD = 2a + 2a + a = 180°.

Atrisinot vienadojumu 5a = 180°, ieglistam, ka a = 36°.
Aprékinam trijstira ABC lenku vértibas:
o ¥ABC = <ACB = a = 365
o ¥«BAC = ¥BAD + «DAC = a + 2a = 108°.
A

Vai pa apli var uzrakstit skait|us

a) 0;1;2;3;4;5;6;7,;8;9;

b) 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12; 13;
ta, lai katri divi blakus esosi skaitli atSkirtos par 3; 4 vai 5?
Atrisinajums. a) Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams.
levérosim, ka skaitli 0; 1; 2; 8 un 9 nevar bt uzrakstiti blakus viens otram, jo katru divu skaitJu starpiba
nav 3; 4 vai 5. Tatad tos jaraksta, izlaiZzot vienu poziciju (skat. 7. att., kur ar burtiem apzimétas vietas,
kuras jaieraksta Sie skaitli). Skaitli 7 var rakstit blakus tikai skaitlim 2, jo to starpiba ir 5, bet to nevar
rakstit blakus pargjiem pa apli uzrakstitajiem skaitliem 0; 1; 8 vai 9, tatad dotos skaitlus nevar uzrakstit
ta, lai katri divi blakus esosi skaitli atskirtos par 3; 4 vai 5.
b) J3, var, pieméram, skat. 8. att., kur rinka iekSpusé ierakstits, par cik atskiras skait]i.

4 0

7. att.
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8.5. Piecu draugu loka izvérsas strids, kura:
o Elina saka: “Es vienmér saku taisnibu.”
o Guna saka: “Gan Elina, gan Agnese melo.”
o Maruta saka: “Visi saka taisntbu.”
o Agnese saka: “Elina melo.”
o Emils saka: “Visi melo.”
Cik draugu saka taisnibu?
Atrisinajums. Pamatosim, ka tikai viens no draugiem saka taisnibu. levérojam:
o ja Elina saka taisnibu, tad Agnese melo, tatad vinas abas nevar runat taisnibu;
o ja Agnese melo, tad Elina saka taisnibu, tatad vinas abas nevar melot.
Tatad vai nu Elina, vai Agnese runa taisnibu un otra melo. No ta izriet, ka gan Guna, gan Maruta, gan
Emils melo. Tatad tikai viens no draugiem saka taisnibu.

9. klase

9.1. Cik ir tadu cetrciparu skaitlu ABBA, kas dalas ar 99? (Vienadiem burtiem atbilst vienadi cipari,
dazadiem burtiem var atbilst ari vienadi cipari.)
Atrisinajums. Pamatosim, ka ir 10 skaitli, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem: 1881, 2772, 3663, 4554,
5445, 6336, 7227, 8118, 9009, 9999.
Lai skaitlis dalitos ar 99, tam jadalas gan ar 11, gan ar 9. levérojam, ka dotais skaitlis dalas ar 11, jo ta
ciparu summas, kas atrodas nepara pozicijas, un ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, starpiba ir
(A+B)—(B+A) =0, kasdalasar 11.
Lai skaitlis dalitos ar 9, ta ciparu summai jadalas ar 9. Tatad A+ B + B + A = 2(A + B) jadalas ar 9.
Ta ka A un B ir cipari, tad iespéjami divi gadijumi: A4+ B =9vaiA + B = 18.
JaA + B =9, tad iespéjami devini gadijumi:

A+B=148=2+4+7=34+6=44+5=54+4=64+3=74+2=8+1=9+0.

Ja A+ B = 18, tad iesp&jams tikai viens gadijums A + B = 9 + 9.

9.2. Vai noteiktix+z>y+§,jaa)x >y>0;b)x>y>3?
Atrisinajums. a) Ng, pieméram, jax =1uny = 0,1, tad x +% =10uny +3 = 90,1, bet 10 < 90,1.
b) Pamatosim, ka, jax > y > 3, tad dota nevienadiba ir patiesa.
Nevienadibas x + 3 >y+ ;—/ abas puses reizinot ar pozitivu izteiksmi xy, ieglstam ekvivalentu
nevienadibu
x%y +9y > xy? + 9x.
Lai pieraditu, ka dota nevienadiba ir patiesa, pietiek pamatot, ka x?y + 9y — xy? — 9x > 0.
levérojam, kax —y >0unxy —9 >0, jopécdotax >y > 3.
Apskatam divu pozitivu izteiksmju reizinajumu un to ekvivalenti parveidojam:
0<(xy—9)(x—y)=x%y—xy? —9x + 9y.
Lidz ar to esam ieguvusi vajadzigo.

9.3. Taisnlenka trijstari ACB (XC = 90°) novilkts augstums CH. Uz malas AC atlikts punkts K ta, ka
LACBK = <BAC. Pieradit, ka taisne CH dala nogriezni BK divas vienadas dalas!
Atrisinajums. Apziméjam CH un KB krustpunktu ar O un «CBK = «BAC = a, ¥ABC =
(skat. 9. att.). No trijstira ABC ieglstam, ka ¥BAC = 180° — <xACB — %<ABC jeb a = 90° — . No
trijstira BHC ieglistam, ka <HCB = 180° — <CHB — <¥HBC = 90° — 8 = «a, tatad trijstlris COB ir
vienadsanu trijstaris, jo divi ta lenki ir vienadi <OBC = <OCB = «. No ta izriet, ka BO = 0C ka
vienadsanu trijstra sanu malas.
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9.4.

No trijstira KCB iegustam, ka «BKC = 180° — <KCB — <KBC = 90° — a = . levérojam, ka
XACH = ¥ACB — <HCB = 90° — a¢ = (. Tatad trijstiris KOC ir vienadsanu, jo divi ta lenki ir vienadi
J0KC = <KCO = [, un ta sanu malas ir vienadas CO = OK.
No vienadibam BO = OC un CO = OK iegustam, ka BO = OK, tatad CH dala nogriezni BK divas
vienadas dalas.

B

Vai pa apli var uzrakstit skait|us

a) 1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11; 12; 13;

b) 1;2;3;4,5;6;7;8;9;10; 11; 12; 13; 14;
ta, lai katri divi blakus esosi skaitli atSkirtos par 3; 4 vai 5?
Atrisinajums. a) Pamatosim, ka prasitais nav iesp&jams.
levérosim, ka skaitli 1; 2; 3; 11; 12 un 13 nevar bit uzrakstiti blakus viens otram, jo katru divu skaitlu
starpiba nav 3; 4 vai 5. Tatad tos jaraksta, izlaiZzot vienu poziciju, tadéjadi rodas tikai divas blakus vietas,
kuras nav ierakstiti skaitli (skat. 10. att.).
Skaitli 4 var rakstit blakus tikai skaitlim 1, jo to starpiba ir 3, bet to nevar rakstit blakus paréjiem jau
uzrakstitajiem skaitliem 2; 3; 11; 12 vai 13. Tatad skaitli 4 jaraksta viena no divam blakus esoSajam
brivajam vietam.
Skaitli 10 var rakstit blakus tikai skaitlim 13, bet to nevar rakstit blakus paréjiem pa apli uzrakstitajiem
skaitliem 1; 2; 3; 11 vai 12. Tatad skaitli 10 jaraksta viena no divam blakus esoSajam brivajam vietam.
No ta izriet, ka skaitlus 4 un 10 jaraksta blakus, bet rodas pretruna ar uzdevuma nosacijumiem, jo to
starpiba ir 6. Tatad dotos skaitJus nevar uzrakstit ta, lai katri divi blakus esosi skaitli atSkirtos par 3; 4
vai 5.
b) J3, var, pieméram, skat. 11. att., kur rinka iekSpusé ierakstits, par cik atsSkiras skaitli.

10. att.
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9.5. Makslas muzeja planojums ir taisnstdris ar izmériem a) 8 X 9; b) 9 X 11 ritinas, kur viena ritina atbilst
vienai muzeja telpai. Muzeja vaditajs vélas izveidot apmeklétaju marsrutu, kuram izpildas Sadas
Tpasibas:

o marsruts sakas kada no ratinam (telpam), kas atrodas pie taisnstiira malas;

apmeklétajs no vienas ritinas (telpas) var pariet uz citu rtinu (telpu), ja tam ir kopiga mala;

apmeklétajs marsruta laika apmeklé katru ratinu (telpu) tiesi vienu reizi;

marsruts beidzas ritina (telpa), kas atrodas pie taisnstira malas blakus marsruta sakuma ratinai

(telpai).

Vai muzeja vaditajs var izveidot $adu marsrutu?

Atrisinajums. a) J3, var, skat., pieméram, 12. att.

o O O

12. att.

b) Pieradisim, ka prasito marsrutu nav iespéjams izveidot. lekrasosim taisnstidra ratinas Saha galdina
veida un ievérosim, ka Sadam krasojumam izpildas ipasiba: blakus esoSam ratinam ir dazadas krasas.
Pienemsim pretéjo, ka prasitais marsruts eksisté. Ta ka marsruts iziet cauri visam ratinam, kuru ir
nepara skaits, tad pareja no vienas krasas ritinas uz otras krasas ratinu notiek para skaitu reizu. Lidz
ar to marsruts beigsies tadas pasas krasas ratina ka marsSruta sakuma ratina. Tacu ta nevar bit, jo 81
ratinas atrodas blakus ratinai, kura marsruts sakas. Lidz ar to ieglta pretruna, tapéc Sads marsruts
neeksisté.

10. klase

10.1. Kads ir skaitla 20222922 p&déjais cipars?
1. atrisinajums. Skait|a pédéjo ciparu noskaidrosim, apskatot doto skaitli péc modula 10. levérosim, ka
20222022 = 22022 (mod 10). Tatad mums janoskaidro skaitla 22022 padéjais cipars.
Virkne 2™, n = 1, 2, ..., ir periodiska péc modula 10, apskatisim $is virknes pirmos locek|us:

o jan =1,tad 2! =2 (mod 10);
o jan =2,tad 22 = 4 (mod 10);
o jan =3,tad 23 = 8 (mod 10);
o jan=4,tad2* = 16 = 6 (mod 10);
o jan=75,tad 2° = 32 = 2 (mod 10).

So informaciju érti apkopot tabula:

n 1 2 3 4 5
2™ (mod 10) 2 | 4 8 | 6 2

Redzam, ka virkne 2™ (mod 10) ir periodiska ar perioda garumu 4. Ta ka 2022 = 4 -505 + 2, tad
virknes 2022. locekla pédéjais cipars bis tads pats ka virknes 2. locekla pédgjais cipars, tatad pedejais
cipars bis 4. Lidz ar to esam ieguvusi, ka skaitla 20222922 padéjais cipars ir 4.
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2. atrisinajums. Skaitla pédéjo ciparu noskaidrosim, apskatot doto skaitli péc modula 10. levérojot, ka
2% =16 = 6 (mod 10) un 6™ = 6 (mod 10), iegiistam

20222022 = 22022 = 22020. 22 = (24)505.4 = 6- 4 = 4 (mod 10).
Lidz ar to esam ieguvusi, ka skaitla 20222022 padéjais cipars ir 4.

10.2. Apskatam n péc kartas nemtus naturalus skaitlus. Vai var gadities, ka tos var sadalit divas grupas t3, ka
katras grupas skaitlu summa ir pirmskaitlis, ja @) n =8, b) n = 10? Katra grupa jabat vismaz 2
skaitliem.

Atrisinajums. a) J3, pieméram, skaitlus no 1 I1dz 8 var sadalit $adas divas grupas:

1+2+4=7un3+5+6+7+8=29.

b) N&, tas nav iespé&jams. Starp 10 péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem ir tiesSi 5 para un tiesi 5
nepara skaitli, tatad visu 10 skaitlu summa ir nepara skaitlis. Tapéc viena no apskatamo grupu summam
ir nepara skaitlis, bet otra — para skaitlis. Ta ka abas summas ir lielakas neka 2, tad ta summa, kas ir
para skaitlis, nav pirmskaitlis.

10.3. Uz taisnlenka trijstlira ACB hipotentzas AB atlikts punkts O, kas ir centrs rinka linijai ar radiusu 3, kura
pieskaras abam katetem. Apréekinat trijstira ACB laukumu, ja OB = 5.
Atrisinajums. Punktus, kur rinka Iinijas radiuss pieskaras katetém, apzimésim ar M un N (skat. 13. att.).
Ta ka radiuss ir perpendikulars pieskarei, tad trijstiris OMB ir taisnlenka trijstliris. Péc Pitagora
teorémas MB = VOB2 — M02 =+/25 -9 = 4 cm.
Ta ka radiusi ir perpendikulari pieskarém un trijstaris ACB ir taisnlenka, tad ¢etrstira ONCM tris lenki
ir taisni XNCM = <CNO = «CMO = 90°. Cetrstira ONCM divas blakusmalas ir vienddas ON = OM
ka radiusi, tapéc Cetrsttris ONCM ir kvadrats un MC = OM =3 cm,CB = BM + MC = 7 cm.
levérojam, ka AOMB~AACB péc pazimes ¢4, jo 4B ir kopigs un <OMB = <ACB = 90°.

Tad 25 = ﬂ, no ka ieglstam, ka AC = oM B _ 37 5,25 cm. Lidzarto Sycp = A B 183 cme,
oM MB MB 4 2 8
C
M
N,
A 0 ] B
13. att.

10.4. Doti reali skaitli a, b un c, kuriem abc = 1. Pieradit, ka vienadojumam
ax*+ (2b + a)x? —2cx + b3c+ bc + b3 =0
nav realu saknu!
Atrisinajums. Abas vienadojuma puses reizinam ar a un veicam ekvivalentus parveidojumus
(izmantojot, ka abc = 1):
a’x* + (2ab + a®)x? — 2acx + ab3c + abc + abc3® = 0;
a’x* + 2abx? + a’b? — 2acx + b®> + 1+ c? = 0;
(a?x* + 2abx? + b?) + (a®?x? — 2acx +c?) +1=0;
(ax®?+b)?+ (ax—c)?+1=0.
Ta ka vienadojuma kreisas puses veértiba ir vismaz 1, jo kvadratu vértiba ir nenegativa, tad dotajam
vienadojumam nav realu saknu.
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10.5. Restorana ieradas pieci deputati un pirms pusdienam daZi no viniem paspieda viens otram roku.
Zinams, ka, ja kadi divi deputati nepaspieda viens otram roku, tad abi kopa vini izdarija vismaz piecus
rokasspiedienus. Pieradit, ka deputatus var sasédinat ap apalu galdu ta, lai katrs bitu paspiedis roku
abiem saviem blakussédétajiem!

1. atrisinajums. Pirmkart pamatosim, ka no jebkuriem tris deputatiem vismaz kadi divi ir paspiedusi
viens otram roku. Pienemsim pretéjo, ka kadi tris deputati nav sava starpa izdarijusi nevienu
rokasspiedienu. Panemsim jebkurus divus no tiem, tad tie kopa ir izdarijusi lielakais Cetrus
rokasspiedienus (katrs ar diviem atlikusajiem deputatiem) — pretruna. (1)

Otrkart pamatosim, ka katrs deputats ir izdarijis vismaz divus rokasspiedienus. Pienemsim pretéjo, ka
kads deputats ir izdarijis tikai vienu (vai nevienu) rokasspiedienu. Apzimésim So deputatu ar X un vienu
no deputatiem, kam vins nepaspieda roku, apzimésim ar Y. Deputats X ir paspiedis roku ne vairak ka
vienu reizi, bet deputats Y — ne vairak ka tris reizes (jo vins nepaspieda roku deputatam X), tatad abi
kopa vini ir paspiedusi roku ne vairak ka 4 reizes — pretruna. (2)

Treskart ievérosim, ka, ja kadi divi deputati nepaspieda viens otram roku, tad vismaz viens no viniem
paspieda roku visiem trim parejiem (ja abiem batu kads "izlaists" rokasspiediens, tad abiem kopa batu
lielakais 2 + 2 = 4 rokasspiedieni). (3)

Pienemsim, ka kadi divi deputati nepaspieda viens otram roku (ja visi paspieda, tad tos var sédinat
patvaligi) un nosédinasim tos vietas A un C (skat. 14. att.), vieta C sédinasim to, kursS paspieda roku
visiem paréjiem (no (3) tads noteikti ir). Turpmak Sos divus deputatus sauksim par A un C.

B
A C

E D
14. att.
lespéjami divi gadijumi:

o jaarm Air paspiedis roku visiem trim paréjiem, tad atlikuSos nosédinasim vietas B, D un E t3, lai
vietas D un E sédétu kadi, kas ir paspiedusi viens otram roku (no (1) tadi noteikti ir). Ar to prasitais
bltu panakts.

o ja A nav paspiedis roku vél kaidam deputatam, tad nosédinasim to vieta E (un turpmak sauksim
par deputatu E). Deputats A noteikti ir paspiedis roku abiem atlikusajiem deputatiem (citadi vins
bitu izdarijis tikai vienu rokasspiedienu). Deputats E noteikti ir paspiedis roku vismaz vienam no
atlikusajiem diviem deputatiem (citadi E bltu izdarijis tikai vienu rokasspiedienu), So deputatu
nosédinasim vieta D. Redzams, ka ar So prasitais ir panakts.

2. atrisinajums. Uzskatisim, ka, ja kadi deputati nepaspieda viens otram roku, tad vini savstarpéji viens
otru ienist. No dota izriet, ka, ja kadi divi deputati viens otru ienist, tad abi kopa vini ienist vél lielakais
vienu citu deputatu. No $i viegli redzét, ka deputats var ienist lielakais divus citus deputatus. Masu
uzdevums ir sasédinat tos ap galdu t3, lai blakus nesédétu divi, kas ienist viens otru.

Pienemsim, ka ir kads deputats, kas ienist divus citus deputatus. Nosédinasim So deputatu vieta A (skat.
14. att.) un tos, ko vins ienist — vietas C un D (talak sauksim 3os deputatus attiecigi par A, C un D).
levérosim, ka visi tris Sie deputati neienist nevienu no abiem paréjiem. PatieSam, ta ka A un C ienist
viens otru un A ienist vél ari D, tad tie (A un C) nevar ienist vairs nevienu citu. Tadu pasu spriedumu var
izveikt arT par A un D. Tatad abus atlikuSos deputatus nosédinot vietas B un E prasttais ir panakts.
Atliek aplukot gadijumu, kad katrs deputats ienist lielakais vienu citu deputatu. Tad mums ir lielakais
divi pari deputatu, kas viens otru ienist, nosédinot tos ne blakus (pieméram, vietas A-C un B-D) prasitais
bls panakts.
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11. klase

11.1. Vai skaitli 2022 var izteikt ka divu veselu skaitlu kubu summu?
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bit kongruenti veselu skaitJu kubi péc modula 9:

o jan =0 (mod9),tadn® = 03 = 0 (mod 9);

o jan=1(mod9),tadn3 =13 = 1 (mod 9);

o jan=2(mod9),tadn®=23=8=—1(mod9);

o jan =3 (mod9),tadn® =33 =27 = 0 (mod 9);

o jan =4 (mod9),tadn® =43 =64 = 1 (mod 9);

o jan=5=—4(mod9),tadn® = (—4)3 = —43 = —1 (mod 9);

o jan=6=-3(mod9),tadn3 = (—3)3 = 0 (mod 9);

o jan=7=-2(mod9),tadn3 = (—2)3 = 1 (mod 9);

o jan=8=—1(mod9),tadn®=(—1)3 = —1 (mod 9).
Tatad veselu skaitlu kubi ir kongruenti ar 0 vai +1 péc modula 9. Aplikosim, ar ko var blt kongruenta
divu veselu skaitlu kubu summa péc modula 9.

3
% (o ) a’ (mod 9) 10 1
-1 -2/ -10
-1
0 1 2

Esam ieguvusi, ka divu sadu skaitlu summa péc modula 9 var pienemt jebkuru no vértibam
—2,—1,0,1, 2, tacu nekadas citas. Ta ka 2022 = 6 = —3 (mod 9) neparadas starp $im vértibam, tad
divu veselu skait|u kubu summa nevar bat 2022.

11.2. Kadam realam p vértibam vienadojuma x? + x + p = 0 saknu kvadratu summa ir 16?

Atrisinajums. Apzimésim kvadratvienadojuma saknes ar x; un x,. Péc Vjeta teorémas zinams, ka
X1X, = p un x4 + x, = —1. Izmantojot summas kvadrata formulu, varam aprékinat, ka
x2 +x% = (x; +x,)% — 2x;x, = 1 —2p = 16.

Esam ieguvusi, ka 2p = —15jebp = —7,5.

11.3. Trijsturt ABC ievilkta rinka linija pieskaras malai AB punkta D ta, ka AD = 8 un BD = 1. Aprékinat
malas BC garumu, ja trijstira lenka B lielums ir 120°.
Atrisinajums. Apziméjam rinka Iinijas pieskarsanas punktu malai BC ar E un malai AC ar F skat. Klada! N
av atrasts atsauces avots.). Ta ka trijstiri ABC ir ievilkta rinka linija, tad pieskaru nogriezni ir vienadi:
BD = BE =1,
AD = AF =8 un CE =CF = x. Tatad AB =9, BC( =14 x, AC = 8+ x. lzmantojot kosinusu
teoremu, iegustam
AC? = AB* + BC*—2-AB - BC - cos«B
B+x)2=92+1+x)>-2-9-(1+x)-cos120°
64+16x+x>=81+1+2x+x%>—-2-9(1+x)-(-0,5
5x =27
x =54
TatadBC =1+ x = 6,4.
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11.4. Pieradtt, ka katru naturalu skaitli, kas ir lielaks neka 3, var viena vieniga veida izteikt ka tris naturalu
skaitlu x, y, z (x < y < z) summu t3, lai skaitliem x, y, z izpilditos nevienadiba
x2+y2+z2—xy—yz—xz<1.
Atrisinajums. levérosim, ka
=Y+ —22+@z-x)2=x2-2xy+y>+y>—2yz+ 22+ 2% — 2xz+ x% =
=2(x%>+y?+2z2—xy—yz—xz) < 2.
Tatad (x —y)? + (y —2)? + (z —x)? < 2.
No iegltas nevienadibas izriet, ka vienigie iesp&jamie skait]u trijnieki (x;y; z), kas apmierina to, ir
(k;k; k), (k;k; k+ 1) un (k; k + 1; k + 1). Tas nozimg, ka ar pirmo trijnieku var izteikt visus skaitus,
kuri ir kongruenti ar skaitli 0 péc modula 3; ar otro trijnieku var izteikt visus skaitlus, kuri ir kongruenti
ar skaitli 1 péc modula 3 un ar treSo trijnieku var izteikt visus skait|us, kuri ir kongruenti ar skaitli 2 péc
modula 3. Var redzét, ka iegltais sadaltfjums katru reizi ir unikals.

11.5. Makslas muzeja planojums ir taisnstliris ar izmériem m X n (m = 2, n = 2) ritinas, kur viena ritina
atbilst vienai muzeja telpai. Muzeja vaditajs vélas izveidot apmeklétaju marsrutu, kuram izpildas Sadas
Tpasibas:

o marsruts sakas kada no ratinam (telpam), kas atrodas pie taisnstiira malas;

apmeklétajs no vienas ritinas (telpas) var pariet uz citu ratinu (telpu), ja tam ir kopiga mala;

apmeklétajs marsruta laika apmeklé katru ratinu (telpu) tiesi vienu reizi;

marsruts beidzas ritina (telpa), kas atrodas pie taisnstira malas blakus marsruta sakuma ratinai

(telpai).

Kadam m un n vértibam muzeja vaditajs var izveidot $adu marsrutu?

Atrisinajums. Muzeja vaditajs var izveidot aprakstito marsSrutu visam m; n = 2 vértibam, kuram

vismaz viens no m vai n dalas ar 2. Aplikojam tris gadijumus.

1. Jam = 2 unn = 2, pagriezisim taisnstdri ta, laim = 2 bGtu rindu skaits. Tatad marsruta pirma dala

V==

O O O

un péc tam augséjo kreiso stari (visa augséja rinda). Redzams, ka marsruts apmierina uzdevuma
nosacijumus.

2. Jam > 2 dalas ar 2 un n > 2, pagriezisim taisnstari ta, lai m = 2k (k = 2) batu rindu skaits. Lai
konstruétu marsrutu, kas apmierina uzdevumu nosacijumus, ievieSam ritinu koordinatu sistému
(m;n), kur m — rindas numurs, n — kolonnas numurs un (1; 1) ir apaks$éjais kreisais staris.
Aplikojam marsrutu, kas secigi vienas rindas vai vienas kolonnas ietvaros savieno $adas ratinas:

(i 2) ar (i;n);

(i; n)ar(i + 1;n);

o (i+L;n)ar(i+1; 2);
o (i+1;2)ar(i+2; 2),

kur i secigi vienads ar {1;3;5; ...;m — 1 = 2k — 1}.

Konstruétais marsruts noslégsies ratina (m; 2). Talak vedam marsrutu uz (m; 1) un attiecigi (1; 1)

pa pirmo kolonnu. Redzams, ka marsruts apmierina uzdevuma nosacijumu. MarSruta piemeérs

redzams 16. att. ar vértibam m = 4 unn = 5.

o O

16. att.
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3. Ja gan m, gan n nedalas ar 2 (m; n # 1), pieradisim, ka prasito marSrutu nav iesp&jams izveidto.

lekrasosim taisnstdra rdtinas Saha galdina veida un ievérosim, ka $adam krasojumam izpildas
Tpasiba: blakus esosam ritinam ir dazadas krasas.
Pienemsim pretéjo, ka prasitais marsruts eksisté. Ta ka marsruts iziet cauri visam ratinam, kuru ir
nepara skaits, tad parejas no vienas ratinas uz otru notiek para skaitu reizu. Lidz ar to marsruts
beigsies tadas pasas krasas ritina ka sakuma rdtina. Tacu ta nevar bat, ja 81 rdtinas atrodas blakus,
jo tam butu jabat dazadas krasas. Lidz ar to iegita pretruna un Sads marsruts neeksisté.

Ta ka mainigos m un n uzdevuma konteksta var mainit vietam, tad ir aplikoti visi iespéjamie gadijumi.

12. klase

12.1. Vai skaitli 20232 var izteikt ka tris veselu skait]u kubu summu?
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bit kongruenti veselu skaitJu kubi péc modula 9:

o jan =0 (mod9),tadn3 = 03 = 0 (mod 9);

o jan=1(mod9),tadn® =13 = 1 (mod 9);

o jan=2(mod9),tadn®=23=8=—1(mod9);

o jan =3 (mod9),tadn® =33 =27 = 0 (mod 9);

o jan =4 (mod9),tadn® =43 = 64 = 1 (mod 9);

o jan=5=—4(mod9),tadn® = (—4)3 = —43 = —1 (mod 9);

o jan=6=—-3(mod9),tadn3 = (—3)3 = 0 (mod 9);

o jan=7=-2(mod9),tadn3 = (—2)3 = 1 (mod 9);

o jan=8=—1(mod9),tadn®=(—1)3 = —1 (mod 9).
Tatad veselu skaitlu kubi ir kongruenti ar 0 vai +1 péc modula 9. Aplikosim, ar ko var blt kongruenta
divu veselu skaitlu kubu summa péc modula 9.

3
% (ol ) a’ (mod 9) 10 1
-1 -2/ -1]0

-1
0 1 2

Tagad aplikojam, ar ko var bit kongruenta tris veselu skaitJu kubu summa péc modula 9.

3 + b3 (mod 9)

c3 (mod 9)
-1 2| -1]0 -3
0 -1/ 0 1 -2 | 2
0 1 2 -1

Esam ieguvusi, ka tris $adu skaitlu summa péc modula 9 var pienemt jebkuru no vértibam
—3;=2; —1; 0; 1; 2; 3 un nekadas citas. Ta kd 20232 = 72 = 4 = —5 (mod 9) neparadas starp $im
vértibam, tad tris veselu skaitlu kubu summa nevar bat 20232,
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12.2. Kadam realam p vértibam vienadojuma x2 + x + p = 0 saknu kubu summa ir (—16)?

Atrisinajums. Apzimésim kvadratvienadojuma saknes ar x; un x,. Péc Vjeta teorémas zinams, ka
X1X5 = p un xq + x, = —1. Izmantojot summas kvadrata formulu, varam aprékinat, ka
x2+x2 = (x +x3)% — 2xyx, = 1 — 2p.
Saknu kubu summu var izteikt ka
B Had =g +x)x—xx, +x3) = -11-2p—p)=3p—1=-16.
Tatad 3p = —15unp = —5.

12.3. Trijsturi ABC no virsotnes A vilkta augstuma garums ir 1, no virsotnes C vilktas medianas garums ari
ir 1, bet augstuma no virsotnes B garums ir V3. Kads var bat & trijstdra laukums?
Atrisinajums. Apzimésim AB viduspunktu ar M un novilksim perpendikulus MP un MT attiecigi pret

malam AC un BC. Augstuma pamatus, kas vilkti no virsotném A un B, apzimésim attiecigi ar Q un N.
Ta ka MT||AQ, jo MT L BC un AQ L BC, tad MT ir trijstira AQB viduslinija, tatad MT = %AQ = é
Lidzigi iegustam, ka MP = %BN = g
levérojam, ka taisnlenka trijstart MTC izpildas, ka sin <MCT = % = %, tatad <MCT = 30°. Lidzigi
£l
2

ieglstam, ka taisnlenka trijstart MPC izpildas, ka sin <xMCP = Z—IC) = —, tatad <MCP = 60°.

Aplikojam iespéjamas <M CB vértibas:
o jaT atrodas uz BC, tad <MCB = 30°;
o jaT atrodas uz BC pagarinajuma, tad <MCB = 150°.
Ta ka <¥ACB = <MCA + <MCB, gadijums, ka <MCB = 150°, nav iespéjams, jo tad pie jebkuras
IMCB vertibas <ACB bus vienads vai lielaks neka 180°. No ta izriet, ka <MCB = 30°.
Lidzigi aplikojam iespéjamas <MCA un XACB vértibas:
o ja P atrodas AC, tad <MCA = 60° un <ACB = 90°,
o ja P atrodas uz AC pagarinajuma, tad <MCA = 120° un ¥ACB = 150°.

Ja XACB = 90° (skat. 17. att.), tad augstumi no virsotném A un B sakrit ar katetém AC un BC, tatad
AC-BC 1-V3 3

SaBc = 2 2 2
Ja ¥ACB = 150° (skat. 18. att.), aplikojam taisnlenka trijstiri AQC, kura ¥ACQ = 30°, tatad

% = sin<ACQ = 2. No ta izriet, ka AC = 2- AQ = 2 un
AC - BN V3
SABC=—=2'_=\/§-
2 2
- - V3 .
Tatad trijsttra laukums var bat - vai V3.
B
A M B
M T
C
Q
A P ¢ N
17. att. 18. att.
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12.4. Atrisinat realos skait|os vienadojumu 3 sinx + 4 cosx = 6.
1. atrisinajums. lzdalam abas vienadojuma puses ar 5:
3 4 6

—sinx +—=cosx =—.
5 5 5

2
Cim ey . . 4 - 4 3
Izvélésimies tadu Sauru lenki a, ka sina = - Tadagadijumacosa = V1 —sin?a = |1 — (—) =gun

vienadojumu varam parrakstit ka
sinxcosa + cosxsina = E;
sin(x + a) = T
Ta ka sinusa vértibas neparsniedz 1, tad Sim vienadojumam atrisinajumu nav. Tatad ari dotajam
vienadojumam atrisinajuma nav.

2. atrisinajums. Izmantojot divkarsa lenka formulas un cos? g + sinzg =1, ieglstam, ka
3-2sin> cos’s + 4 (cos? > — sin?3) = 6 (cos? > + sin?>)

- 2sin—cos— cos“—=—sin“=) = 6(cos“ =+ sin“ =

2 2 2 2 2 2

6sinfcosf+4coszf—4sinzf— 6coszf+ 6sinZf
22 2 2 2 2

, X X X X
2 cos E—6smzcosz+ 10 sin EZO

Abas vienadojuma puses dalot ar 2 sinzg # 0, ieglistam, ka
tg? S —3ctgm=+5=0
ctg“=—3ctg= = 0.
&2 82

ApzZiméjot ctgg =t, ieglstam kvadratvienadojumu t2—3t+5=0, kura diskriminants
D=(-3)2—-4-1-5=-11<0, tatad kvadratvienddojumam nav saknu, lidz ar to dotajam
vienadojumam nav atrisinajuma.

3. atrisinajums. No abam vienadojuma pusém atnemot 4 cos x, iegustam, ka 3sinx = 6 — 4 cos x.
Kapinot abas vienadojuma puses kvadrata, iegistam, ka

9sin?x = 36 — 48 cosx + 16 cos? x.
Izmantojot sin? x = 1 — cos? x, ieglistam, ka
9(1 — cos?x) =36 —48cosx + 16 cos? x;
9 —9cos?x =36 —48cosx + 16 cos? x;
25cos?x —48cosx + 27 = 0.

Apziméjot cosx =t, ieglstam kvadratvienadojumu 25t? — 48t + 27 =0, kura diskriminants
D = (—48)?> —4-25-27 = 48-48 — 50 - 54 < 0, tatad kvadratvienadojumam nav saknu, lidz ar to
ar1 dotajam vienadojumam nav saknu.

4. atrisinajums. Pieradisim, ka izpildas nevienadiba asinx + b cosx < Va? + b?%. Kapinasim abas
vienadojuma puses kvadrata un izmantosim, ka sin? x + cos? x = 1. leglistam, ka

(asinx + b cosx)? < (a? + b?)(sin? x + cos? x);
a?sin? x + 2ab sinx cos x + b cos? x < a? sin® x + a® cos? x + b?sin® x + b% cos? x ;
0 < a?cos?x — 2absinx cosx + b?sin® x;
(acosx —bsinx)? > 0.
Ta ka nevienadiba ir patiesa jebkurai a,b un x vertibai, tad sakotnéja nevienadiba

asinx + bcosx < Vva? + b? ir patiesa. No t3 izriet, ka 3sinx +4cosx < V32 + 42 =5, titad
dotajam vienadojumam nav saknu.
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12.5. Dota ratinu tabulan X n. llmars un Kims spélé sadu spéli. Vini péc kartas kada vél tuksa ratina ieraksta
skaitli 1 vai —1. Spéli sak limars. Ja péc kada spélétaja gajiena tiek aizpildita kada rinda vai kolonna, tad
tiek aprékinats taja esoSo skait|u reizinajums. Ja tas ir vienads ar —1, tad spélétajs, kurs veica pédéjo
gajienu, ieglst 1 punktu (ja spélétajs ar savu gajienu vienlaicigi pabeidz gan rindu, gan kolonnu un katra
skait]u reizinajums ir —1, tad vins iegist divus punktus). Spéle beidzas, kad tabula ir pilniba aizpildita.
Uzvar spélétajs, kurs iegist visvairak punktu. Kuram spélétajam ir uzvarosa stratégija, ja a) n = 2021,
b)n = 2022?

Atrisinajums. a) Ja n = 2021, uzvar limars. Pirmaja gajiena vins$ centralaja ratina ieraksta skaitli —1,
bet talakajos gajienos spélé simetriski attieciba pret centralo rltinu un Kima gajienu. Tada gadijuma,
ja Kims péc sava gajiena iegls kadu punktu, [Imars simetriski arT iegls punktu. Tatad limars iegus tiesi
tikpat punktu, cik Kims. Papildus tam varam ievérot, ka Ilmars bis tas, kurs aizpildis vidéjo rindu un
vidéjo kolonnu simetrijas dél. Ta ka visi skaitli tajas bis simetriski, iznemot to, ka pa vidu ir
ierakstits —1, tad varam secinat, ka reizinajums bls —1 un llmars iegis papildu 2 punktus, kas |Jaus
vinam uzvarét.

b) Jan = 2022, uzvar Kims. Vins katru savu gajienu veic simetriski pret vertikalo tabulas simetrijas asi
un limara gajienu, iznemot tos brizus, kad vinam ir javeic gajiens rinda, kura ir atlikusi tiesi viena tuksa
ratina. Tajos brizos vin$ izvélas tadu skaitli, lai $is rindas reizinajums bitu —1. Simetrijas dé| Kims
vienmer bus tas, kurs aizpilda kadu rindu, un $1 stratégija garantés vinam 2022 punktus par rindam.
Papildus varam ievérot, ka simetrijas dé| katru reizi, kad Ilmars aizpildis kadu kolonnu, tad nakamaja
gajiena Kims aizpildis simetrisko kolonnu. Lidz ar to limars aizpildis tieSi 1011 kolonnas, kas vinam dod
ne vairak ka 1011 punktus. Tatad Kims uzvarés.
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