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Atklata matematikas olimpiade

Uzdevumi un atrisinajumi

5. klase

5.1. SkaitJus no 1 Iidz 9 ieraksti 1. att. redzamajos mazajos trijstliros (katra trijstart citu naturalo skaitli) ta,
lai blakus trijstaros ierakstitie skaitli neatskiras vairak ka par 3.
Piezime. Par blakus trijstGriem sauksim trijstrus, kam ir kopiga mala.
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1. att.

Atrisinajums. Skat., pieméram, 2. att., kur peléka krasa noraditas atbilstosas starpibas.
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2. att.

5.2. Doti divi skaitli. Zinams, ka viens no tiem ir tiesSi septinas reizes lielaks neka otrs un katram no tiem ir
vismaz divi cipari. Vai var gadities, ka abu skaitlu pieraksta izmantoti tikai cipari: a) 3; 4; 6 un 7,
b) 1;2un3?
Atrisinajums. a) N€, nevar. Ja skaitla pédg&jais cipars ir 3, 4, 6 vai 7, tad septinas reizes lielaka skaitla
pédejais cipars ir attiecigi 1; 8; 2 vai 9, bet péc uzdevuma nosacijumiem nevienu no Siem cipariem
nevar izmantot skaitlu pieraksta.
b) J3, var, pieméram, der skaitli 33 un 231, jo 33 - 7 = 231.

5.3. Ratinu lapa, kura katras ritinas malas garums ir 1, uzzimé daudzstari, kuram gan perimetra, gan
laukuma vértiba ir tada pati ka malu skaits!
Atrisinajums. Pieméram, skat. 3. att., kur uzziméts 32-stdris, kura laukuma un perimetra véertiba ir 32.

3. att.
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5.4. Dots kvadrats ar izmériem n X n ratinas. Viena gajiena kaulinu var parlikt tiesi 2 ratinas uz prieksu pa
jebkuru no diagonalém, kas iziet no ta laucina, kura atrodas kaulins (skat. 4. att., kur kaulins apziméts
ar o un ar x atzimétas tas ratinas, uz kuram to drikst parvietot). Vai, veicot vairakus gajienus, kaulinu
no kreisas apakséjas ratinas var parvietot uz kreiso augséjo ratinu, ja kvadrata izméri ir: a) 9 X 9;
b) 10 X 10;c) 11 x 11?

4. att.
Atrisinajums. a) J3, var, skat., pieméram, 5. att., kur ar skaitliem paraditi veiktie gajieni.
b) N&, nevar. c) N&, nevar. Pienemsim, ka kaulins sakuma atrodas uz pelékas ratinas. levérojot, ka
kaulinu var parlikt izlaiZzot vienu ritinu pa diagonali, pakapeniski peléka krasa iekrasojam ritinas, kuras
var atrasties kaulins (skat. 6. att., kur iekrasotas visas ratinas, kuras var atrasties kaulins). Ta ka augséja
kreisa stdra ratina ir balta (kvadratam 10 X 10 t3 atziméta ar b, bet kvadratam 11 X 11 ta atziméta ar
c), tad taja kaulins nevar nonakt.
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5.5. Gunai bija ¢etru veidu konfektes: 8 “Serenades”, 14 “Lacisi Kepainisi”, 20 “Vaverites” un 26 “Sarkanas
magones”. Katru no saviem dzimsSanas dienas viesiem vina uzcienaja ar tieSi 3 dazadam konfektem.
Kads ir lielakais iespéjamais viesu skaits, kas bija ieradusies uz Gunas dzimsanas dienas svintbam?

1. atrisinajums. Lielakais iesp&jamais viesu skaits ir 21. Guna varéja pacienat 21 viesi $adi:

e 13 viesus pacienaja ar “LaciSiem KepainiSiem”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném”;

e 7 viesus pacienaja ar “Serenadém”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném”;

e 1 viesi pacienaja ar “Serenadi”, “Laciti Kepainiti” un “Sarkano magoni”.
Kopa Guna viesiem bltu iedevusi 8 “Serenades”, 14 “LaciSus KepainiSus”, 20 “Vaverites” un 21
“Sarkano magoni”, kas neparsniedz vinai esoSo konfeksu daudzumu.
Pieradisim, ka vairak ka 21 viesi Guna pacienat nevarés. Katru viesi ir japaciena ar vismaz divam
dazadam konfektém no “Serenadém”, “LaciSiem KepainiSiem” un “Vaveritém”. Kopa So konfeksu ir
8+ 14420 = 42. Ja batu 22 viesi vai vairak, tad tiem vajadzétu vismaz 22 -2 = 44 3o veidu
konfektes. Tatad vairak par 21 viesi nevar ierasties uz svintbam.
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2. atrisinajums. Lielakais iespéjamais viesu skaits ir 21. Guna varéja pacienat 21 viesi sadi:

e 13 viesus pacienaja ar “LaciSiem KepainisSiem”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném”;

e 7 viesus pacienaja ar “Serenadém”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném;

e 1 viesi pacienaja ar “Serenadi”, “Laciti Kepainiti” un “Sarkano magoni”.
Kopa Guna viesiem butu iedevusi 8 “Serenades”, 14 “Lacisi Kepainisi”, 20 “Vaverites” un 21 “Sarkano
magoni”, kas neparsniedz vinai esoso konfekSu daudzumu.
Pieradisim, ka vairak ka 21 viesi Guna pacienat nevarés. Pienemsim, ka vina ir pacienajusi 22 viesus.
Tatad ir iztérétas 22 - 3 = 66 konfektes. Ta ka sakuma Gunai bija 8 + 14 4+ 20 4+ 26 = 68 konfektes,
tad pari paliek 68 — 66 = 2 konfektes. levérojam, ka katru viesi var pacienat ar ne vairak ka vienu
“Sarkano magoni”, tatad pari japaliek vismaz 26 — 22 = 4 “Sarkanajam magoném”. lzveidojas
pretruna, tatad pienémums ir aplams un 22 viesus Guna pacienat nevar. Ja vina nevar pacienat 22
viesus, tad nevar ari vairak, un 21 ir lielakais iespéjamais viesu skaits.

6. klase

6.1. Skaitlus no 1 Iidz 16 ieraksti 7. att. redzamajos mazajos trijstiros (katra trijstlri citu naturalo skaitli) ta,
lai blakus trijstlros ierakstities skaitli neatskiras vairak ka par 4.
Piezime. Par blakus trijstGriem sauksim trijstirus, kam ir kopiga mala.

VAVAVAVAN

7. att.

Atrisinajums. Skat., pieméram, 8. att., kur peléka krasa noraditas atbilstosas starpibas.
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8. att.

6.2. Doti divi skaitli, katram no tiem ir vismaz divi cipari. Zinams, ka pirmais skaitlis ir vienads ar skaitli, kuru
iegist, otro skaitli pareizinot pasu ar sevi. Vai var gadities, ka abu skait|u pieraksta izmantoti tikai cipari
a)2;3;7un8;b) 1;3;4;5un6?

Atrisinajums. a) Né, prasitais nav iespéjams. Ja skaitla pédéjais cipars ir 2, 3, 7 vai 8, tad skaitJa, kuru
iegist, skaitli pareizinot pasu ar sevi, pédéjais cipars ir attiecigi 4, 9, 9 vai 4, bet péc uzdevuma
nosacijumiem nevienu no Siem cipariem nevar izmantot skaitJu pieraksta.

b) J3, pieméram, der skaitli 34 un 1156, jo 34 - 34 = 1156.
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6.3.

6.4.

No cetram tadam figiram, kada dota 9. att.,, uzzimé figlru, kurai ir tieSi: a) 2 simetrijas asis;
b) 4 simetrijas asis!

Piezime. Figlru, kas dota 9. att., drikst pagriezt un apmest otradi. Uzzimétajai figlirai var bat arl
caurumi. Figlrai jabat saistitai, tas ir, no figlras katras rutinas jabut iespéjai aiziet uz jebkuru citu Sis
figlras ratinu, ejot tikai pa Sis figlras ratinam, katru reizi parejot no attiecigas ratinas uz blakus ratinu,
ar ko tai ir kopiga mala.

9. att.
Atrisinajums. a) Skat., pieméram, 10. att. b) Skat., pieméram, 11. att.

~

10. att. 11. att.

Pie galda séZ zalie bruninieki un sarkanie bruninieki, pavisam kopa 10 bruninieku. Zalie bruninieki
vienmér saka patiesibu, sarkanie bruninieki vienmér melo. Katrs bruninieks izteicas:

o pirmais bruninieks teica: "starp mums nav neviena zala bruninieka";

o otrais bruninieks teica: "starp mums ir ne vairak ka viens zalais bruninieks";

o tresais teica: "starp mums ir ne vairak ka divi zaie bruninieki";

o ceturtais teica: "starp mums ir ne vairak ka tris zalie bruninieki",

o un ta talak, hdz desmitais bruninieks teica: "starp mums ir ne vairak ka devini zalie bruninieki".

Cik zalo un cik sarkano bruninieku séz pie galda?
1. atrisinajums. Pie galda séZ 5 zalie un 5 sarkanie bruninieki. Pamatosim, ka ta ir vieniga iesp€ja.
Pienemsim pretéjo, ka pie galda séz vairak vai mazak neka pieci zalie bruninieki.

o Ja pie galda séZ 6 vai vairak zalie bruninieki, tad pirmie 6 bruninieki ir melojusi, jo vini teica, ka pie
galda ir ne vairak ka pieci zalie bruninieki vai vél mazak. Tatad vismaz pirmie seSi bruninieki ir
sarkanie un kopa ir vismaz 12 bruninieki. Tas ir pretruna nosacijumam, ka kopa ir 10 bruninieki,
tatad pienémumes, ka var bat vairak neka 5 zali bruninieki, ir aplams.

o Ja pie galda séZ 4 vai mazak zalie bruninieki. Tad pédé&jie sesi bruninieki teica patiesibu, jo vini
teica, ka pie galda ir ne vairak ka 4 zalie bruninieki vai vél mazak. Tatad visi Sie seSi bruninieki ir
zalie. Rodas pretruna, jo aplikojam gadijumu, ja zalo bruninieku ir mazak neka 5, tatad
pienémums ir aplams.

leglstam, ka ir tieSi pieci zalie bruninieki. Ja pirmie pieci bruninieki ir sarkanie un pédéjie pieci ir zalie,
tad uzdevuma nosacijumi izpildas.

2. atrisinajums. Pie galda séZ 5 zalie un 5 sarkanie bruninieki. Pamatosim, ka ta ir vieniga iespéja.
Apzimésim zalo bruninieku skaitu ar x un sarkano bruninieku skaitu ar 10 — x. No bruninieku
izteikumiem izriet, ka pirmie x bruninieki melo un ir sarkanie, bet pargjie saka patiesibu. Tatad
x=10—xjebx = 5.

Ja pirmie pieci bruninieki ir sarkanie un pédéjie pieci ir zalie, tad uzdevuma nosacijumi izpildas.
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6.5. Latvija, tapat ka visas eirozonas valstis, apgroziba ir 1; 2; 5; 10; 20 un 50 centu monétas. Pienemsim,
ka ir zinama no Sim monétam izveidota naudas summa S un izmantoto monétu skaits M.
Daudzos gadijumos, zinot S un M vértibas, var noteikt precizu izmantoto monétu komplektu.
Pieméram, ja S = 7 un M = 3, tad ir izmantota viena piecu un divas viena centa monétas un citu
variantu nav.
Kada ir mazaka M vertiba, kurai var atrast tadu S vertibu, ka, zinot S un M vértibas, izmantoto monétu
komplektu viennozimigi nav iesp&jams noteikt?
1. atrisinajums. Mazaka M vértiba ir 3, tai atbilst S = 12 un atskirigie monétu komplekti var bat
54+54+2unl10+1+1.
Pieradisim, ka ta ir mazaka iespéjama M vértiba.
Ja M = 1, tad viena izmantota monéta ir nosakama viennozimigi, jo S ir jasakrit ar monétas vértibu.
Aplikosim gadijumu, ja M = 2, un visas iespéjamas divu monétu vertibu summas:

1+1=2 2+2=4 5+5=10 10+ 10 =20 20+20=140
1+2=3 2+5=7 5+7=12 10+ 20 =30 20+50=70
1+5=6 2+10=12 5+10=15 10 + 50 = 60

1+10=11 2+20=22 5+20=25 50 +50 =100
1+20=21 2+50=>52 5+50=>55

1+50=>51

Ka redzams, visas iespéjamas summas ir dazadas, tatad monétu komplektu, ja M = 2, iespéjams
noteikt viennozimigi.

2. atrisinajums. Mazaka M vértiba ir 3, tai atbilst S = 12 un atskirigie monétu komplekti var bat
5+54+2un10+1+1.

Pieradisim, ka ta ir mazaka iespéjama M vértiba.

Ja M = 1, tad viena izmantota monéta ir nosakama viennozimigi, jo S ir jasakrit ar monétas vértibu.
Aplukosim gadijumu, ja M = 2. Pienemsim, ka eksisté divi atskirigi veidi, ka izteikt doto summu ar
divam monétam, tasir, S = a; + a, = b; + b,.

Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka a, ir vislielaka vértiba. Ja ta sakrit ar kadu no vértibam b,
vai b,, tad a, jasakrit ar attiecigi b, vai by, tatad Sie monétu komplekti bls vienadi. Tatad b; un b,
vértibas ir mazakas neka a; vértiba. levérosim, ka no dotajam monétu vértibam 1; 2; 5; 10; 20 un 50
katra nakama vértiba ir vismaz divas reizes lielaka neka ieprieksgja. Tas nozimé, ka a; = b; + b,. Tatad
vienadiba a; + a, = b; + b, naviesp&jama, jo vienadibas kreisa puse noteikti ir lielaka neka laba puse,
un masu pienémums ir aplams.

7. klase

7.1. Vairinda kaut kada seciba var uzrakstit naturalus skaitlus a) no 1 lidz 23; b) no 1 lidz 2023 t3, lai blakus
skaitliem nebdtu vienadu ciparu?
Atrisinajums. a) Var, pieméram, $ada veida:

1, 2; 10; 3; 11; 4; 12; 5; 13; 22; 14; 7; 15; 8; 16; 20; 17; 9; 18; 23; 19; 6; 21.

b) N&, nevar. Pieradisim, ka, lai ka ari sos skait|us uzrakstitu rinda, vienmér blakus atradisies divi skaitli,
kas abi satur ciparu 1.

levérosim, ka ir daudz skaitlu, kuros ir cipars 1, to skaits noteikti ir vismaz 1100, jo ir 1000 Cetrciparu
skait]u, kas sakas ar ciparu 1, un 100 trisciparu skaitlu, kas sakas ar ciparu 1.

Pienemsim, ka dotie skaitli kaut kada seciba uzrakstiti rinda un sadalisim tos blakusesosu skaitlu paros,
ieglsim 1012 parus (pédéjam skaitlim nav para, tas sava “par1” bus vienigais skaitlis).

Redzam, ka Cetrciparu un trisciparu skaitlu, kas satur ciparu 1, ir vairak neka paru, tatad péc Dirihle
principa kada pari atradisies divi skaitli, kas abi satur ciparu 1.
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7.2. Kads ir lielakais iesp&jamais septinciparu skaitlis, kuram vienlaicigi izpildas Sadi nosacijumi:
o tasdalasar12;
o skaitla pirmais cipars ir tads pats ka pédéjais cipars;
o skaitla 2., 4. un 6. cipars ir vienadi un tie ir divas reizes lielaki neka pirmais cipars;
o skaitla tresais cipars ir tads pats ka piektais cipars?
Atrisinajums. Lielakais iesp&jamais septinciparu skaitlis, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, ir
4888884. Pamatosim, ka tas ir lielakais iesp&jamais skaitlis.
Skaitla pédéjais cipars nevar bat lielaks ka 4, jo 6. cipars ir divas reizes lielaks neka pédéjais cipars
(2 -5 =10, kas nav cipars). Ta ka skaitlim jadalas ar 12, tad tam jadalas gan ar 4, gan ar 3. Skait|a otrais
cipars nevar biit 9, jo 94 nedalas ar 4 (dalamibas pazime ar 4). Tatad skaitlis varétu bt forma 48a8a84.
Lai skaitlis dalitos ar 3, ta ciparu summai jadalas ar 3. Tatad4+84+a+8+a+8+4=324+2-a
jadalas ar 3. Lai septinciparu skaitlis bitu vislielakais, tad a vértibai jabut péc iespéjas lielakai:
o jaa=9,tad32 + 2 - a = 50, kas nedalas ar 3;
o jaa=8,tad 32 + 2 - a = 48, tatad a = 8 un meklétais skaitlis ir 4888884.
7.3. No cetram tadam figiram, kada dota 12. att.,, uzzimé figdru, kurai ir tiesSi: a) 2 simetrijas asis;
b) 4 simetrijas asis!
Piezime. Figlru, kas dota 12. att., drikst pagriezt. Uzzimétajai figlrai var bat art caurumi. Figurai jabut
saistitai, tas ir, no figliras katras ratinas jabat iespéjai aiziet uz jebkuru citu Sis figlras ratinu, ejot tikai
pa Sis figuras ratinam, katru reizi parejot no attiecigas rutinas uz blakus ratinu, ar ko tai ir kopiga mala.

L]

12. att.
Atrisinajums. Skat., pieméram, a) 13. att. un b) 14. att.

13. att. 14. att.

7.4. Latvija, tapat ka visas eirozonas valstis, apgroziba ir 1; 2; 5; 10; 20 un 50 centu monétas. Pienemsim,
ka ir zinama no Sim monétam izveidota naudas summa S un izmantoto monétu skaits M.
Daudzos gadijumos, zinot S un M veértibas, var viennozimigi noteikt izmantoto monétu komplektu.
Pieméram, ja S = 7 un M = 3, tad ir izmantota viena piecu un divas viena centa monétas un citu
variantu nav.
Kada ir mazaka S vertiba, kurai var atrast tadu M vértibu, ka, zinot S un M vértibas, izmantoto monétu
komplektu viennozimigi nav iespéjams noteikt?
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Atrisinajums. Mazaka S vértiba ir 8, tai atbilst M = 4 un atskirigie monétu komplektiir5+ 1+ 141
un2+2+2+42.

Pamatosim, ka mazakam S vertibam sada M veértiba neeksisté. levérosim, ka nevar izveidot summu S,
ja moneétu skaits M ir lielaks neka S. Tatad pietiek apskatit visus gadijumus, kad M < S < 8.

s M 1 2 3 4 5 6 7
2 2 1+1
3 nav 2+1 1+1+1
4 nav 2+2 2+1+1 | 1+1+1+1 - - -
5 5 nav 24241 | 2+1+1+1 | 1+1+1+1+1 - -
6 nav 5+1 242+2 | 2+2+1+1 | 2+1+1+1+1 1+1+1+1+1+1 ---
7 nav 5+2 5+1+1 | 2+4242+1 | 2+2+1+1+1 2+1+1+1+1+1 1+1+1+1+1+1+1

Visos aplikotajos gadijumos saderigos S un M paros monétu komplektu varéja noteikt viennozimigi,
tadel S = 8 ir mazaka iespéjama S vértiba.

7.5. Uz palodzes sézZ vairakas bizbizmarites, katrai no tam uz muguras ir vai nu divi punktini, vai septini
punktini. Tas bizbizmarites, kuram uz muguras ir septini punktini, vienmér saka patiesibu, bet tas
bizbizmarites, kuram uz muguras ir divi punktini, vienmeér melo. Katra bizbizmarite izteicas:

o pirma bizbizmarite teica: "punktinu skaits uz muguras mums visam ir vienads";

o otra teica: "mums visam kopa uz muguras ir 42 punktini";

o tresa teica: "ne, mums visam kopa uz muguras ir 32 punktini";

o katra no atlikusajam bizbizmaritém teica: "no pirmajam trijam bizbizmaritém tiesi viena teica
patiesibu".

Cik bizbizmarites séZ uz palodzes?
Atrisinajums. Uz palodzes sézZ 6 bizbizmarites. Pamatosim, ka ta ir vieniga iespéja.
Aplikosim pirmas tris bizbizmarites.

o Tas visas neruna patiesibu, jo otras un tresas bizbizmarites izteikumi ir pretrunigi.

o Nevar bt ari, ka tas visas melo. Pienemsim pretéjo, ka pirmas tris bizbizmarites melo. Tatad melo
ari visas paréjas bizbizmarites, kuras saka, ka no pirmajam trijam ir viena, kura nemelo. leglstam,
ka melo pilnigi visas bizbizmarites, bet tada gadijuma pirma bizbizmarite saka patiesibu, ka visam
uz muguras ir vienads punktinu skaits. leglistam pretrunu, jo vienlaicigi melo visas bizbizmarites
un pirma saka patiesibu, tatad pienémums ir aplams.

Tatad no pirmajam trim bizbizmaritém ir tadas, kas melo, un ir tadas, kas saka patiesibu. leglistam, ka
pirma bizbizmarite noteikti melo, jo vienads punktinu skaits nozimg, ka vai nu visas bizbizmarites melo,
vai visas saka patiesibu. Tatad patiesibu saka vai nu otra, vai tresa bizbizmarite, jo vinu izteikumi ir
pretrunigi. Tada gadijuma tiesi viena no pirmajam trim bizbizmaritém saka patiesibu, tatad visas
paréjas saka patiesibu un katrai no tam ir 7 punktini.

Pirmajam trim bizbizmaritém kopa uz muguras ir 7 + 2 + 2 = 11 punktini. Ja otra bizbizmarite teiktu
patiesibu, tad atlikusajam kopa uz muguras bitu 42 — 11 = 31 punktins, kas nav iespé&jams,
jo 31 nedalas ar 7. Tatad patiesibu saka tresa bizbizmarite un atlikusajam kopa ir 32 — 11 = 21
punktin$ un bez pirmajam trim bizbizmaritém ir vél 21 : 7 = 3 bizbizmarites. Tatad kopa uz palodzes
S€Z 6 bizbizmarites.
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8. klase

8.1. Vai burtu vieta var ierakstit seSus dazadus nenulles ciparus, lai dota vienadiba butu patiesa un visas

_ .= A C E
dalas bitu nesaisinamas: 5 + 5= ;?
. = - . _ 7 1 5 . — = . . .7 1 14+1 15 5
Atrisinajums. J3, var, pieméram, 3 + Pl Vienadiba ir patiesa, jo 3 + P Y

8.2. Trisciparu skaitla x ciparu summa ir 12. Ja Sim skaitlim nodzés pedejo ciparu, tad atlikusais divciparu
skaitlis dalas ar 9. Zinams, ka skaitlis x ir par 99 lielaks neka trisciparu skaitlis, ko iegist, uzrakstot ta
ciparus pretéja seciba. Kads var but skaitlis x?

Atrisinajums. Vienigais derigais skaitlis x ir 453. Pamatosim, ka citu derigu skaitlu nav. ApzZiméjam
skaitli x ar abc. Ta ka, nodzésot pédéjo ciparu, iegist skaitli ab, kas dalas 9, tad i skaitla ciparu summa
a + b dalas ar 9. Summas vértiba nevar bit 18 vai lielaka, jo visu tris ciparu summa ir 12. Summas
vértiba nevar bat 0, citadi a = b = 0, bet a ir skaitla pirmais cipars. Tatad vieniga iespgja ir,
kaa+ b =9.Takaciparusummairl2jeba+ b + ¢ = 12, tad iegistam, ka ¢ = 3.
Apziméjam trisciparu skaitli, kam cipari uzrakstiti pretéja seciba, ar cha. legiistam:

abc — 99 = cha;

100a + 10b + ¢ —99 = 100c + 10b + q;
99a — 99¢ = 99;
a—c=1.

Takac=3,tada=4.Takaa+b=9,tadb =5.

8.3. Divi vienadmalu trijstdri novietoti plakné ka paradits 15. att. Zinams, ka <CAD = a un <FD] = .
Izsaki lenki CGF ar a un 3.

B

A D J
15. att.

Atrisinajums. Ta ka regulara trijstira visi lenki ir 60° tad ¥HDA = 180° — «FD]J — <EDF =
= 180° — f — 60° = 120° — B (skat. 16. att.). Izmantojot krustlenku Tpasibu un trijstira ieks&jo lenku
summu, iegustam:

o <«EHG = «AHD = 180° — a — (120° — B) = 60° — a + f;
o <«CGF = «EGH = 180° — 60° — (60° — a + ) = 60° + a — B.
Tatad <CGF = <EGH = 60° + a — f.
B,

16. att.
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8.4. Cetru bérnu — Almas, Bruno, Cézara un Dorotejas — tévs médz bérniem iedot stknaudu. Ta reiz tévs
saviem bérniem iedeva siknaudu sadi:
o Almai kadu naudas summu viena centa monétas;
o Bruno mazako naudas summu divu centu moneétas, kas ir lielaka neka Almai iedota naudas
summa;
o Cézaram mazako naudas summu piecu centu monétas, kas ir lielaka neka Bruno iedota naudas
summa;
o Dorotejai mazako naudas summu desmit centu monétas, kas ir lielaka neka Cézaram iedota
naudas summa.
Kada ir a) lielaka, b) mazaka iespéjama starpiba starp Dorotejai un Almai iedotajam naudas summam?
Atrisinajums. a) Lielaka iespéjama starpibas starp naudas summam ir 16 centi.
b) Mazaka iespéjama starpiba starp naudas summam ir 7 centi.
Pamatosim, kapéc citu iespéju nav. Ta ka skaitlu 1; 2; 5 un 10 mazakais kopigais dalamais ir 10,
tad 10 centus var izteikt ar 1; 2; 5 un 10 centu monétam. Tatad no visam naudas summam varam
atnemt 10 centus tik daudz reizu, dz Almai paliek mazak neka 10 centi. Ta ka no visam summam ir
atnemts vienads naudas daudzums, tad starpiba starp Dorotejai un Almai iedotajam naudas summam
nemainas un visas iespéjas ir aplikotas tabula.

Alma 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Bruno 2 2 4 4 6 6 8 8 | 10 | 10
Cézars 5 5 5 5 10 | 10 | 10 | 10 | 15 | 15
Doroteja 10 |10 |10 | 10 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20
Starpiba “Doroteja - Alma” | 10 9 8 7 16 | 15 | 14 | 13 | 12 | 11

Ka redzams, lielaka iespéjama starpiba ir 16, bet mazaka starpiba ir 7 centi.

8.5. Uz palodzes sézZ vairakas bizbizmarites, katrai no tam uz muguras ir vai nu tris punktini, vai astoni
punktini. Tas bizbizmarites, kuram uz muguras ir astoni punktini, vienmeér saka patiesibu, bet tas
bizbizmarites, kuram uz muguras ir tris punktini, vienmér melo. Katra bizbizmarite izteicas:

o pirma bizbizmarite teica: "punktinu skaits uz muguras mums visam ir vienads";

otra teica: "mums visam kopa uz muguras ir 38 punktini";

tresa teica: "né, mums visam kopa uz muguras ir 48 punktini";

katra no atlikusajam bizbizmaritém teica: "no pirmajam trijam bizbizmaritém tiesi viena teica

patiesibu".

Cik bizbizmarites séZ uz palodzes?

Atrisinajums. Uz palodzes sézZ 6 bizbizmarites. Pamatosim, ka ta ir vieniga iespé€ja.

Aplikojam pirmas tris bizbizmarites.

o Tas visas neruna patiesibu, jo otras un tresas bizbizmarites izteikumi ir pretrunigi.

o Nevar bt arf, ka tas visas melo. Pienemsim pretéjo, ka pirmas tris bizbizmarites melo. Tatad melo
ari visas paréjas bizbizmarites, kuras saka, ka no pirmajam trijam ir viena, kura nemelo. legistam,
ka melo pilnigi visas bizbizmarites, bet tada gadijuma pirma bizbizmarite saka patiesibu, ka visam
uz muguras ir vienads punktinu skaits. leglistam pretrunu, jo vienlaicigi melo visas bizbizmarites
un pirma saka patiesibu, tatad pienémums ir aplams.

Tatad no pirmajam trim bizbizmaritém ir tadas, kas melo, un ir tadas, kas saka patiesibu. leglistam, ka

pirma bizbizmarite noteikti melo, jo vienads punktinu skaits nozimé, ka vai nu visas bizbizmarites melo,

vai visas saka patiesibu. Tatad patiesibu saka vai nu otra, vai tresa bizbizmarite, bet ne abas, jo vinu
izteikumi ir pretrunigi. Tas nozimg, ka tiesi viena no pirmajam trim bizbizmaritém saka patiesibu, tatad
visas parejas saka patiesibu un katrai no tam ir 8 punktini.

Pirmajam trim bizbizmaritém kopa uz muguras ir 8 + 3 + 3 = 14 punktini. Ja tresa bizbizmarite teiktu

O O O

patiesibu, tad atlikusajam kopa uz muguras bitu 48 — 14 = 34 punktini, kas nav iespé&jams,
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jo 34 nedalas ar 8. Tatad patiesibu saka otra bizbizmarite un atlikusajam kopa ir 38 — 14 = 24 punktini
un bez pirmajam trim bizbizmaritém ir vél 24 : 8 = 3 bizbizmarites. Tatad kopa uz palodzes séZ 6
bizbizmarites.

9. klase

; - 10 o e o i . - . . . .
9.1. Uz tafeles uzrakstita dala Z023" Katra gajiena var izvéléties patvaligu naturalu skaitli un vai nu pieskaitit
to gan dalas skaitttajam, gan saucéjam, vai ari to reizinat ar dalas skaitTtaju un saucéju. Vai, atkartojot

. - L o 1
sadus gajienus, var iegit dalu, kuras vértiba ir: a) T b)1?

Atrisinajumes. a) J3, var, pieméram, $adi:
10 10-9 90 90 + 1923 2013 1
2023 2023-9 18207 18207 + 1923 20130 10
b) N€&, nevar. levérosim, ka sakuma dalas skaititajs ir mazaks neka saucéjs. Péc katra atlauta gajiena s1

Tpasiba saglabasies. Tatad dalas vértiba nevar k|Gt vienada ar 1 (ta vienmér bis mazaka neka viens, jo
tas skaititajs vienmér bls mazaks neka saucéjs).

9.2. Ja divciparu skaitlim ab gala pieraksta divciparu skaitli cd, tad iegitais etrciparu skaitlis dalas ar 13.
Zinams, ka 12a + 9b dalas ar 13. Kads var bt skaitlis cd?
Atrisinajums. Skaitlis cd var bat 13; 26; 39; 52; 65; 78 vai 91. Apziméjam iegito Cetrciparu skaitli ar
abcd. Ekvivalenti parveidojam %o skaitli:

abcd = 1000a + 100b + 10c+d = (12a + 9b) + (10c + d) + 988a + 91b =
= (12a +9b) + (10c +d) + 13- 76a + 13 - 7b.

Ta ka saskaitamie 13 - 76a un 13 - 7b dalas ar 13 un no dota 12a + 9b dalas ar 13, tad, lai viss skaitlis
dalitos ar 13, ari 10c + d = cd jadalas ar 13. Tatad skaitlis cd var bat jebkurs skaitla 13 daudzkartnis,
tasir, 13; 26; 39; 52; 65; 78 vai 91.

9.3. Trijstar viens lenkis ir par 120° lielaks neka otrs. Pieradit, ka bisektrise, kas vilkta no tresa lenka
virsotnes, ir divas reizes garaka neka augstums no tas pasas virsotnes!
Atrisinajums. Apziméjam trijstlra virsotnes ar A, B, C un pienemsim, ka <B = «C + 120° (skat.
17. att.). Apziméjam <C = x,tad «B = 120° 4+ x un ¥4 = 180° — 4B — «C = 60° — 2x.
No virsotnes A novelkam augstumu AH un bisektrisi AM. Ta ka AM ir bisektrise, tad <MAC = %<IA =
= 30° — x. Lenkis <xAMH ir trijstira MCA aréejais lenkis, tatad ¥xAMH = <MAC + <MCA =
= 30° — x + x = 30°. Tas nozimé, ka taisnlenka trijstirit AHM katete AH atrodas pret 30° lenki, tatad
ta ir vienada ar pusi no hipoteniizas AM jeb AM = 2AH.

17. att.
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9.4. Uz katras no 36 kartitem uzrakstits kads naturals skaitlis (dazi no tiem var bat ari vienadi). Kartites
iespéjams sadalit devinas grupas pa cetram kartitém katra ta, ka visas grupas uz kartitém uzrakstito
skaitlu summas ir vienadas. Ka ari kartites iespéjams sadalit ¢etras grupas pa devinam kartitém katra
ta, ka visas grupas uz kartitém uzrakstito skaitlu summas ir vienadas.

Vai vienmér visas kartites var sadalit sesas grupas pa sesam kartitém katra ta, ka visas grupas uz
kartitém uzrakstito skaitlu summas ir vienadas?
Atrisinajums. Ng&, ne vienmeér. Aplukosim 4 X 9 ratinas lielu tabulu.

9

Ok |-
TSI
O R |-

RO~

R = |o

Rk O~

OlR |k |-
wlwlw|lw

1
1
1 9|1 1

Varam uzskatit, ka katra rltina atbilst vienai kartitei un taja ierakstitais skaitlis atbilst uz kartites
uzrakstitajam.

Tabulas sadaliSsana pa rindam atbilst sadaliSsanai Cetras grupas pa devinam kartitém katra, bet pa
kolonnam — devinas grupas pa cetram kartitém katra. Abos gadijumos skaitlu summa visas grupas ir
vienada — attiecigi 27 un 12.

Pienemsim, ka Sos skaitlus var sadalit seSas grupas pa seSam kartitém katra t3, lai skaitlu summa visas
grupas bidtu vienada. Tad skaitlu summai katra grupa jabat 18. Ta ka pavisam ir astonas kartites ar
skaitli 9, tad péc Dirihlé principa vismaz viena grupa bis vairak neka viena kartite ar skaitli 9. Ja grupa
ir divas kartites ar 9, tad jau uz Sim divam kartitém uzrakstito skaitlu summa ir 18 un uz atlikusajam
cetram kartitém uzrakstito skaitlu summai jabit 0, kas nav iespéjams, jo mazaka iespéjama cetru
kartiSu summa ir 4 - 1 = 4. Esam ieguvusi pretrunu, ko izraisija pienémums, ka kartites sesas grupas
pa sesam katra ar vienadu skaitJu kopsummu sadalit ir iespéjams.

9.5. Pirmie seSpadsmit naturalie skaitli patvaliga seciba izvietoti pa apli, katriem diviem blakus skaitliem
aprékinata to starpiba (no lielaka skaitla athnemot mazako), un péc tam aprékinata visu $o 16 starpibu
summa S. Vai var gadities, ka: a) S = 100; b) S = 1237
Atrisinajums. a) J3a, var, pieméram, skat. 18. att., kur ar peléka krasa ir blakus skaitJu starpiba. Tada
gadijuma

S§S=3+14+13+12+114+10+3+4+7+6+5+4+1+2+1+4 = 100.
19 l 13516 14
10 2 13
15
12
3
1
1 14

6 4 10
6 12W 5 11 3
-0

18. att.

N

(00) b

1

o = =1

b) Pamatosim, ka S = 123 nevar iegiit. So panaksim pieradot, ka S vienmér ir jabat para skaitlim. Ja
X1,X3, X3, ..., X1 I patvaligi sakartoti pirmie 16 naturalie skaitli, tad summu S varam izteikt ka

S =lx1 —xz| + Ixz — x3] + |xz — x4| + -+ |x15 — 96| + |x16 — x41].

levérosim, ka S batu 0, ja, rékinot starpibu, nebitu vienmér no lielaka skaitla jaatnem mazakais, tas ir,
starpibas varétu pielaut negativas vertibas, jo viss pa pariem noisinatos

xl—x2+x2—x3 +X3_.X4+"'+X15_X16+X16_X1=0.
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Tikko sakam paripéties par to, lai kada no negativajam starpibam summa btu pozitiva (no lielaka tiek
atnemts mazakais), tad rezultata ieglistam, ka S pieaug par para skaitli. Ja summa ir kada negativa
starpiba x; — x;, kur x; > x;, un vélamies to padarit par pozitivu izteiksmi x; — x; jeb |xl~ - xj|, tad
japieskaita Z(xj - xi), kas ir para skaitlis, jo x; — x; = (xi — xj) + Z(xj — xi). Ja més katru negativo
starpibu parvérstu par pozitivu, lai rezultata iegltu S, ka tas aprakstits uzdevuma nosacijumos, tad
pie 0 butu pakapeniski japieskaita para skaiti. Tatad neatkarigi no ta, ka ir izkartoti pirmie 16 naturalie
skaitli pa apli, skaitlis S vienmeér bis para skaitlis.

10. klase

10.1. Pie galda séZ zalie bruninieki un sarkanie bruninieki, pavisam kopa 10 bruninieku. Zalie bruninieki
vienmér saka patiesibu, sarkanie bruninieki vienmér melo. Katrs bruninieks izteicas:

o pirmais bruninieks teica: "starp mums nav neviena zala bruninieka";

o otrais bruninieks teica: "starp mums ir ne vairak ka viens zalais bruninieks";

o tresais teica: "starp mums ir ne vairak ka divi zalie bruninieki";

o ceturtais teica: "starp mums ir ne vairak ka tris zalie bruninieki",

o un ta talak, lidz desmitais bruninieks teica: "starp mums ir ne vairak ka devini zalie bruninieki".

Cik zalo un cik sarkano bruninieku séz pie galda?
1. atrisinajums. Pie galda séZz 5 zalie un 5 sarkanie bruninieki. Pamatosim, ka ta ir vieniga iespéja.
Pienemsim pretéjo, ka pie galda séz vairak vai mazak neka pieci zalie bruninieki.

o Ja pie galda séZ 6 vai vairak zalie bruninieki, tad pirmie 6 bruninieki ir melojusi, jo vini teica, ka pie
galda ir ne vairak ka pieci zalie bruninieki vai vél mazak. Tatad vismaz pirmie sesi bruninieki ir
sarkanie un kopa ir vismaz 12 bruninieki. Tas ir pretruna nosacijumam, ka kopa ir 10 bruninieki,
tatad pienémumes, ka var bt vairak neka 5 zali bruninieki, ir aplams.

o Ja pie galda séz 4 vai mazak zalie bruninieki. Tad pédéjie sesi bruninieki teica patiesibu, jo vini
teica, ka pie galda ir ne vairak ka 4 zalie bruninieki vai vél mazak. Tatad visi Sie sesi bruninieki ir
zalie. Rodas pretruna, jo aplikojam gadijumu, ja zalo bruninieku ir mazak neka 5, tatad
pienémums ir aplams.

leglstam, ka ir tieSi pieci zalie bruninieki. Ja pirmie pieci bruninieki ir sarkanie un pédéjie pieci ir zalie,
tad uzdevuma nosacijumi izpildas.

2. atrisinajums. Pie galda séZ 5 zalie un 5 sarkanie bruninieki. Pamatosim, ka ta ir vieniga iespéja.
Apzimésim zalo bruninieku skaitu ar x un sarkano bruninieku skaitu ar 10 — x. No bruninieku
izteikumiem izriet, ka pirmie x bruninieki melo un ir sarkanie, bet paréjie saka patiesibu. Tatad
x=10—xjebx = 5.

Ja pirmie pieci bruninieki ir sarkanie un pédéjie pieci — zalie, tad izpildas uzdevuma nosacijumi.

10.2. Pieradit, ka 9x% + 5y% — 8xy — 4x + 2 > 0 visam realam x un y vértibam!
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

(4x2 —8xy +4y>) +y2 + (4x?> —4x+ 1)+ x>+ 1> 0;
x—2y)2+y>+2x—1)?+x>+1>0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas kreisaja pusé ir Cetri nenegativi
saskaitamie un vel pozitivs skaitlis 1. Tatad pedéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti
parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.
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10.3. Dots ieliekts cetrstliris ABCD, kuram AB = BC = CD. Zinams, ka <BAD = a un ¥BCD = 2«, bet
lenka ABC lielums Cetrstiira arpusé ir 7a (skat. 19. att.). Aprékinat a vértibu!

7(}
Al A

19. att.

1. atrisinajums. Savienosim B ar D un novilksim augstumu BE no B pret AD un augstumu CF no C
pret BD (skat. 20. att.). Ta ka vienadsanu trijstiri BCD ir novilkts augstums pret pamatu, tad ta ir arl
bisektrise un «BCF = «DCF = %qBCD = a. levérojam, ka tris taisnlenka trijstdri ir vienadi AABE =
ACBF = ACDF péc pazimes h?t:

o AB = CB = CD péc dot3;

o ¥BAE = «BCF = «DCF = a.
Tada gadijuma BE = BF = FD ka vienado trijstiru atbilstoSie elementi jeb BE = %BD, tatad
taisnlenka trijstirt BED lenkis pret kateti, kas ir divas reizes garaka neka hipoteniza, ir 30° jeb
<BDE = 30°un <EBD = 60°.
No vienadsanu trijstira BCD varam izteikt pamata pielenki «DBC = (180° — «BCD) : 2 = 90° — a.
No taisnlenka trijstira ABE varam izteikt XABE = 180° — <BAE — <AEB = 90° — a.
Taka <EBD + «<DBC + «CBA + <ABE = 360° (jo veidojas pilns lenkis), tad

60°+90°—a + 7a +90° — a = 360° = a = 24°.

C

20. att. 21. att.

2. atrisinajums. Vispirms atliekam punktus B’ un C’, kas ir attiecigi punktu B un C simetriskie punkti
attieciba pret taisni AD (skat. 21. att.). Savienojam punktus B un D, ka ari B’ un D. Rezultata izveidosies
tris vienadsanu trijstari: AABB’, AB’C'D un ACBD. Sie trijstlri ir sava starpa vienadi péc pazimes
mém, jo to virsotnes lenki <B'AB = «BCD = «DC’'B’ un sanu malu garumi ir savstarpéji vienadi.
Tatad ABB'D ir vienadmalu trijstdris un <B'BD = 60°. Ta k3 AABB' ir vienadsanu, tad t3 pamata
lenkis «ABB' = 90° — «. Lidzigi varam spriest par ACBD pamata lenki <CBD = 90° — a.

Tagad aplikojam cetrstira ABCD iekséjo lenki <ABC. Izmantojot doto, ieglstam, ka ta lielums ir
IABC = 360° — 7a. No otras puses, tas ir vienads ar

<XABB' + «B'BD + <CBD =90° — a + 60° + 90° — o = 240° — 2c.
Tatad
360° — 700 =240°—2a = o = 24".
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10.4. Uz katras no 72 kartitém uzrakstits kads naturals skaitlis (dazi no tiem var bGt arT vienadi). Kartites
iespéjams sadalit astonas grupas pa devinam kartitém katra ta, ka visas grupas uz kartitém uzrakstito
skaitlu summas ir vienadas. Ka arT kartites iespéjams sadalit devinas grupas pa astonam kartitém katra
ta, ka visas grupas uz kartitém uzrakstito skaitlu summas ir vienadas.

Vai vienmer:
a) visas kartites var sadalit sesas grupas pa 12 kartitém katra ta, ka visas grupas uz kartitém
uzrakstito skaitlu summas ir vienadas;
b) visas kartites var sadalit 12 grupas pa seSam kartitém katra ta, ka visas grupas uz kartitém
uzrakstito skaitlu summas ir vienadas?
Atrisinajums. Aplikosim 8 X 9 lielu ratinu tabulu:

RIR| R RPRO|R|[R|R
RlRr|RR|IRO|R|R
RlRr| R R|IR|RlO|R
RlRr|R|R|R|R|[R|O
NININININNNN

RIR| R O|R|(R|[R|R

RIR| OR|R|(R|[R|R

OlR|RPR|R[R|R|[R|R
RlO|R|R|IR|R|[R|R

Varam uzskatit, ka katra rdtina atbilst vienai kartitei un taja ierakstitais skaitlis ir uz kartites uzrakstitais
skaitlis.

Tabulas sadaliSana pa rindam atbilst sadaliSanai astonas grupas pa devinam kartitém katra, bet pa
kolonnam — devinas grupas pa astonam kartitém katra. Abos gadijumos skaitlu summa visas grupas ir
vienada — attiecigi 18 un 16. Visu skaitlu kopsumma ir 144.

a) Pamatosim, ka aplikotajam pieméram neizpildas S prasiba. Pienemsim pretéjo, ka Sos skaitlus var
sadalit sesas grupas pa 12 kartitém katra ta, lai skaitlu summa visas grupas bitu vienada. Tad skaitju
summai katra grupa jabat % = 24. Ta ka kopa ir astonas kartites ar skaitli 9, tad péc Dirihlé principa
vismaz viena grupa bis vairak neka viena kartite ar 9. Ja grupa ir divas kartites ar 9, tad uz atlikusajam
10 kartitém uzrakstito skaitlu summai jabat 24 — 2 - 9 = 6, kas nav iespéjams, jo mazaka iespéjama
summa ir 10 - 1 = 10. Esam ieguvusi pretrunu, ko izraisija pienémums, ka kartites sesas grupas pa 12
katra ar vienadu skaitJu kopsummu sadalit ir iespéjams.

b) Pamatosim, ka apliikotajam pieméram neizpildas si prasiba. Pienemsim pretéjo, ka Sos skait]us var
sadalit 12 grupas pa sesam kartitém katra t3, lai skaitlu summa visas grupas bltu vienada. Tad skait|u
summai katra grupa jabut % = 12. Neviena grupa nevar bt vairak ka viena kartite ar skaitli 9,
jo2 -9 =18 > 12.Ja grupa ir viena kartite ar 9, tad uz atlikusajam piecam kartitém uzrakstito skait|u
summai jablit 12 — 9 = 3, kas nav iesp&jams, jo mazaka iespéjama summa ir 5 - 1 = 5. Esam ieguvusi
pretrunu, ko izraisija pienémums, ka ir iespéjams sadaltt kartites 12 grupas pa seSam katra ar vienadu
skait]u kopsummu.

10.5. Uz tafeles uzrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz 100 (katrs tieSi vienu reizi). Maruta vienu no tiem
nodzésa un izradijas, ka viens no atlikuSajiem skaitliem tagad ir visu atlikuSo skaitlu vidéjais
aritmétiskais. Kads varéja bt Marutas nodzéstais skaitlis?

1. atrisinajums. Nodzéstais skaitlis varéja bit 1 vai 100. Ja nodzés skaitli 1 vai 100, tad nosacijums
243+4100 _ 10042 o _ 51 bet

99 99:2
- 99 = 50. Tagad ari redzams, kapéc neder neviens cits skaitlis —

izpildas, jo atlikuSo skait|u vidéjais aritmeétiskais pirmaja gadijuma ir
+2+499 _ 1+99

99 T 992
Saja gadijuma atlikuso skaitlu vid&jais aritmétiskais atradisies starp 50 un 51, tatad nebds vesels skaitlis.

otraja gadijuma ir L
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2. atrisinajums. levérosim, ka pirmo 100 skaitlu summa ir
_101-100
2

Ja nodzéstais skaitlis ir y, tad (S — y) jadalas ar 99. Tatad (5199 + 1 — y) jadalas ar 99. Tas nozimé,
ka y var bat tikai 1 vai 100.

=50-101=(51—1)(99+2) =51-99+102—99 —2 = 51-99 + 1.

11. klase

11.1.

11.2.

= =v.

Marim bija ¢etru veidu konfektes: 15 “Serenades”, 25 “Lacisi Kepainisi”, 35 “Vaverites” un 45 “Sarkanas
magones”. Katru no saviem dzim3anas dienas viesiem vin$ uzcienaja ar tieSi 3 dazadam konfekteém.
Kads ir lielakais iesp&jamais viesu skaits, kas bija ieradusies uz Mara dzimsanas dienas svintbam?
1. atrisinajumes. Lielakais iesp&jamais viesu skaits ir 37. Maris varéja pacienat 37 viesus sadi:

o 22 viesus pacienaja ar “LaciSiem KepainiSiem”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném”;

o 13 viesus pacienaja ar “Serenadém”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném”;

o 2 viesus pacienaja ar “Serenadem”, “LaciSiem KepainiSiem” un “Sarkanajam magoném”.
Kopa Maris viesiem batu iedevis 15 “Serenades”, 24 “LaciSus Kepainisus”, 35 “Vaverites” un 37
“Sarkanas magones”, kas neparsniedz vinam esoso konfeksu daudzumu.
Pieradisim, ka vairak ka 37 viesus Maris pacienat nevarés. Katru viesi ir japaciena ar vismaz divam
dazadam konfektém no “Serenadém”, “LaciSiem KepainiSiem” un “Vaveritém”. Kopa So konfeksu ir
15 + 25 + 35 = 75. Ja batu 38 viesi, tad tiem vajadzétu vismaz 38 - 2 = 76 So veidu konfektes. Tatad
vairak ka 37 viesi nevaréja ierasties uz svintbam.
2. atrisinajums. Lielakais iespéjamais viesu skaits ir 37. Maris varéja pacienat 37 viesus sadi:

o 22 viesus pacienaja ar “LaciSiem Kepainisiem”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném”;

o 13 viesus pacienaja ar “Serenadém”, “Vaveritém” un “Sarkanajam magoném”;

o 2 viesus pacienaja ar “Serenadém”, “LaciSiem KepainisSiem” un “Sarkanajam magoném”.
Kopa Maris viesiem butu iedevis 15 “Serenades”, 24 “LaciSus Kepainisus”, 35 “Vaverites” un 37
“Sarkanas magones”, kas neparsniedz vinam esos$o konfekSu daudzumu.
Pieradisim, ka vairak ka 37 viesus Maris pacienat nevarés. Pienemsim, ka vins ir pacienajis 38 viesus.
Tatad vins ir iztéréjis 38 - 3 = 114 konfektes. Ta ka sakuma vinam bija 15+ 254+ 35+ 45 =120
konfektes, tad pari paliek 120 — 114 = 6 konfektes. levérojam, ka katru viesi var pacienat ar ne vairak
ka vienu “Sarkano magoni”, tatad parijapaliek vismaz 45 — 37 = 7 “Sarkanajam magoném”. lzveidojas
pretruna, tatad pienémums ir aplams, un Maris nevar pacienat 38 viesus. Ja vins nevar pacienat 38
viesus, tad nevar ari vairak, un lielakais iespéjamais viesu skaits ir 37.

Pieradit, ka a®c + ac? — 6abc + 4b%c + ab? > 0 visam pozitivam redlam a, b un c vértibam!
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

c(@?>—=2-a-2b+ 4b?) + a(c? — 2bc + b?) > 0;
c(a—2b)?> +a(c—b)? > 0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un skaitli a un c ir pozitivi, tad pédéjas nevienadibas kreisaja pusé
ir divu nenegativu skaitlu summa, kas ari ir nenegativs skaitlis. Tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta
ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visam pozitivam a, b un ¢
vértibam.
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11.3. Dota rinka linija, uz tas atlikti punkti A, B un D, bet punkts C atlikts tas iekSpusé ta, ka punkti A un D

atrodas dazadas pusés no taisnes BC. Zinams, ka AB =2, BC =5,CD =3, AB 1 BC un BC 1L CD.
Aprékinat rinka, ko ierobezo dota rinka linija, laukumu!
Atrisinajums. Pagarinam nogriezni BC Ilidz tas krusto rinka liniju punkta E (skat. 22. att.). Tada
gadijuma AE bis rinka linijas diametrs, jo uz ta balstas taisnais lenkis XABE. Papildus novelkam
nogriezni AD un ta krustpunktu ar BC apzimésim ar F. Trijsttri AABF un AFCD ir lidzigi péc pazimes
¥, jo abi ir taisnlenka un XAFB = «<CFD. No §Tizriet, ka

AB CD 2 3 2 3

BF CF BF FC BF 5—BF
Tatad ACDF ir vienadsanu taisnlenka trijstiris, jo CF = CD = 3. Tatad «CDF = 45°.
Ta ka ievilktais lenkis <ADE balstas uz diametru AE, tad XADE = 90°. No ka izriet, ka

= BF=2,CF=3.

ICDE = SADE — «CDF = 90° — 45° = 45°,
Tatad arTt ACDE ir taisnlenka vienadsanu trijstaris, kura CD = CE = 3.
Tatad BE = BF + CF + CE = 8 un diametrs AE = V82 + 22 = /68 = 2v17.

2
mAE 17,

Lidz ar to rinka laukums S =

22. att.

11.4. Uz katras no 72 kartitém uzrakstits kads naturals skaitlis (dazi no tiem var bt arT vienadi). Kartites
iespéjams sadalit astonas grupas pa devinam kartitém katra t3, ka visas grupas uz kartitém uzrakstito
skaitlu summas ir vienadas. Ka ari kartites iespéjams sadalit devinas grupas pa astonam kartitém katra
ta, ka visas grupas uz kartitém uzrakstito skaitlu summas ir vienadas.

Vai vienmer:
a) visas kartites var sadalit sesas grupas pa 12 kartitém katra ta, ka visas grupas uz kartitém
uzrakstito skaitlu summas ir vienadas;
b) visas kartites var sadalit 12 grupas pa sesam kartitém katra ta, ka visas grupas uz kartitém
uzrakstito skaitlu summas ir vienadas?
Atrisinajums. Aplikosim 8 X 9 lielu ratinu tabulu:

OlR|R|R(RPR|R|[R|kR
RlO|R|[R|R|[R|R|R
RIR|O|R|R|[R|[R|R
RIR| R O|R|[R|[R|R
RIR|R(RPR|O[R|[R|R-
RlRr|R(R|R|[O|R|R
RlRr|R|R|R|[R|[O|R
RlRr|R|R|R|[R|[R|O
NIN|ININ|IN[NNN
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Varam uzskatit, ka katra ratina atbilst vienai kartitei un taja ierakstitais skaitlis ir uz kartites uzrakstitais
skaitlis.

Tabulas sadaliSana pa rindam atbilst sadaliSanai astonas grupas pa devinam kartitém katra, bet pa
kolonnam — devinas grupas pa astonam kartitém katra. Abos gadijumos skaitlu summa visas grupas ir
vienada — attiecigi 18 un 16. Pieminésim, ka visu skaitJu kopsumma $aja pieméra attiecigi ir 144.

a) Pamatosim, ka aplikotajam pieméram neizpildas S prasiba. Pienemsim pretéjo, ka Sos skaitJus var
sadalit sesas grupas pa 12 kartitém katra ta, lai skaitlu summa visas grupas batu vienada. Tad skaitju
summai katra grupa jabat % = 24. Ta ka kopa ir astonas kartites ar skaitli 9, tad péc Dirihlé principa
vismaz viena grupa bis vairak neka viena kartite ar 9. Ja grupa ir divas kartites ar 9, tad uz atlikusajam
10 kartitém uzrakstito skaitlu summai jablt 24 — 2 - 9 = 6, kas nav iespéjams, jo mazaka iespéjama
summair 10 -1 = 10. Esam ieguvusi pretrunu, ko izraisija pienémums, ka kartites sesas grupas pa 12
katra ar vienadu skaitJu kopsummu sadalit ir iespé&jams.

b) Pamatosim, ka apliikotajam pieméram neizpildas 31 prasiba. Pienemsim pretéjo, ka Sos skait]us var
sadalit 12 grupas pa seSam kartitém katra t3, lai skaitlu summa visas grupas bltu vienada. Tad skait|u
summai katra grupa jabut % = 12. Neviena grupa nevar but vairak par vienu kartiti ar skaitli 9,
jo2-9 =18 > 12.Ja grupa ir viena kartite ar 9, tad uz atlikusajam piecam kartitém uzrakstito skaitlu
summai jablit 12 — 9 = 3, kas nav iesp&jams, jo mazaka iespéjama summair 5 - 1 = 5. Esam ieguvusi
pretrunu, ko izraisija pienémums, ka ir iespéjams sadalit kartites 12 grupas pa se$am katra ar vienadu
skait]u kopsummu.

11.5. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu 17a% — 7b? + ¢? = 2023.
Atrisinajums. Pieradisim, ka Sim vienadojumam nav atrisinajuma. Lai to pamatotu, aplikojam abas
vienadojuma puses péc modula 8. Vesela skaitla kvadrats péc modula 8 var pienemt tikai vértibas 0, 1
vai 4 (skat. tabulu).

n 0 1 2 3 4 5 6 7
n(mod8 O 1 4 1 o0 1 4 1

Tatad skaitlis 17a? péc modula 8 var pienemt tikai vértibas 0, 1 vai 4 (jo 17a? = 16a? + a?) un lidzigi
ari —7b? (jo —7b? = — 8b? + b?) var pienemt tikai $os tris atlikumus. Bet skaitlis 2023, dalot ar 8,
dod atlikumu 7. Redzams, ka nekada veida saskaitot tris skaitlus no kopas {0; 1; 4} més nevaram iegit
skaitli, kas atlikuma, dalot ar 8, dotu 7. Tatad Sim vienadojumam nav atrisinajuma.

12. klase

12.1. Vai burtu vieta var ierakstit 9 dazadus nenulles ciparus, lai vienadiba % +% +§ +% = [ bdtu
patiesa?
Atrisinajums. J3, var, pieméram, > + 2 + ° + 211 +3+ 3 +2=17.
4 3 8 1 4 4
12.2. Kada ir izteiksmes 2x? — 8xy + 4x + 9y? — 14y + 9 mazaka iespéjama vértiba, ja x un y ir reali
skaitli?
Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto izteiksmi:
2x2 —8xy +4x+ 9y — 14y +9=2(x*+4y’ + 1 —4xy+2x —4y) +y* -6y +9 -2 =
=2(x—2y+1)?+(@y—-3)?%-2>-2
Ta ka kvadrati ir nenegativi, tad dotas izteiksmes mazaka vértiba ir —2 un to iegust, ja y = 3 un
x =5.
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12.3. Taisnstlira ABCD diagonale BD ir kvadrata BDEF viena mala. Punkts C atrodas kvadrata BDEF
iekSpuse. Pieradit, ka Sypp < Scgr-
Atrisinajums. Apzimésim AD = aun AB = b. Tada gadijuma BD = Va? + b?, no ka iegistam, ka
Sgper = BD? = a? + b?.
Caur punktu C novelkam nogriezni GH, kas ir paraléls kvadrata malai BD (skat. 23. att.). Taisnstira

diagonale BD sadala taisnstira ABCD laukumu divos vienados trijstiros ABD un BCD, kuru laukumi

. ab
irSapp = Spep = 2"

Ta ka trijstira BCD pamats ir taisnstira BDHG mala BD, bet trijstlira augstuma garums ir vienads ar

taisnstlra malas BG garumu, tad Sgppe = 2Sgcp = ab. Lidzigi ieglstam, ka S¢gp = %SEFGH. Lidz ar to

1 S -S (a>+b?)—ab (a—b)>+ab ab
Scer = ESEFGH = B8 2 228 = 2 = 2 = 7 = SaBD-
F
G
B
&
E

b
H

A a D

23. att.

12.4. Kvadrata ar izmériem 8 X 8 ritinas iekrasotas astonas ratinas ta, ka katra rinda un katra kolonna ir
iekrasota tiesi viena ritina.
a) Pieradit, ka jebkuram kvadratam ar $adi iekrasotam rdtinam var atrast taisnstdri ar izmériem 2 X 4
ratinas, kura nav iekrasota neviena ritina!
b) Paradit, ka lidzigs apgalvojums par taisnstiri ar izmériem 2 X 5 rQtinas nav patiess!
Atrisinajums. a) Méginasim panakt pret€jo, tas ir, iekrasot ritinas dotaja kvadrata t3, lai nav taisnstiira
ar izmeériem 2 X 4 ritinas bez iekrasotam rdtinam.
Visu laukumu sadalam kvadratos ar izmériem 2 X 2 ritinas, kurus nosauksim par siinadm (skat. 24. att.,
kur katra $tna noradits tas numurs).

1314
1 11 1 -y
AU AL 1 = J
15112 %—6—
1.4 12 # =
E & E i ) y
24. att.

= v—

Ta ka katra rinda un katra kolonna ir iekrasota tiesi viena ratina, tad katra $tna var bat iekrasotas 0, 1
vai 2 ratinas. Ja kada $ina bus atzimétas divas ratinas, tad attiecigaja Stinu rinda un stnu kolonna
paréjas Sdnas bis bez iekrasotam ratinam, turklat vismaz divas blakus Stinas nebds iekrasotu ratinu,
Sis Sunas kopa veidos 2 X 4 ratinu taisnstiri bez iekrasotam rdtinam (pretruna ar pienémumu). Tatad
katra $Una drikst iekrasot ne vairak ka 1 ratinu. Ta ka kopa ir iekrasotas tiesi 8 ritinas, tad astonas no
16 sinam jabit iekrasotai tiesi vienai ratinai.

Pamatosim: ja divas Stnas ar iekrasotu rltinu atradisies blakus, tad kaut kur blakus atradisies divas
sdnas bez iekrasotam rtinam. levérojam, ka doto kvadratu var pagriezt t3, lai Sis divas blakus Siinas ar
iekrasotajam rltinam bdtu ar secigiem numuriem (mazakais numurs ir nepara) ka paradits 24. att.
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Tad atlikusas Stinas secigi var sadalit pa pariem, ieglstot 7 Slnu parus. Lai nebGtu taisnstdris bez
iekrasotam ratinam, tad vismaz katra otraja SUna jaiekraso ratina. Tas nozimé, ka nepiecieSams pa
ratinai atzimét vismaz 7 $inas, kas nav iespéjams, jo atlikusais iekrasojamo ratinu skaits ir 6.

Tatad sSGnam ar iekrasotajam ridtinam jabat izvietotam Saha galdina veida (skat. 25. att.).

1 2 3 45 6 7 8

0~ U W R e

25. att.

Simetrijas dé| varam pienemt, ka 1. Sina satur iekrasotu ratinu. Aplikosim 11. SGnu un pienemsim, ka
taja iekrasota ratina atrodas Stinas kreisaja pusé (tas ir, sakotnéja kvadrata 3. kolonna). Vai nu 3. s0n3,
vai 9. $lina iekrasotajai ratinaiir jaatrodas 6. kolonna (jo kolonna drikst bat iekrasota tikai viena riatina),
tad taisnstdris ar izmériem 2 X 4 bez iekrasotam ratinam paradits attiecigi 26. att. un 27. att.

? ?
? ?
? 2
? 2
? ?
? ?
26. att. 27. att.

Gadijums, kad 11. Sina iekrasota ratina atrodas Slnas labaja pusg, ir simetrisks, tad taisnstiris ar
izmériem 2 X 4 bez iekrasotam ratinam paradits 28. att. un 29. att.

? ?
B ?
B 2 ?
B p) B ?
2 2|
2 ?
28. att. 29. att.

Lidz ar to jebkura kvadrata ar doto iekrasojumu var atrast taisnstdri ar izmériem 2 X 4 ritinas, kura
nav iekrasota neviena ratina.
b) Pieméram, skat. 30. att., kura nevar atrast 2 X 5 taisnstdri ar neatzimétu ratinu.

1 2 3 45 6 7 8

0O~ @ 0 & W M=

30. att.
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12.5. Vai eksisté tads naturals skaitlis, kuram tiesi a) 25%; b) 26% no visiem ta pozitivajiem dalitajiem dod

atlikumu 1, dalot ar 3?
Piezime. Skait|a n dalitajs ir arT 1 un pats skaitlis n.
Atrisinajums. a) J3, ir, pieméram, skaitlis 27. Tam ir Cetri dalitaji: 1, 3,9 un 27. Vienigais dalit3js, kas,
dalot ar 3, atlikuma dod 1, ir atlikums 1, kas sastada %jeb 25% no dalitajiem.
b) 13, eksisté, pieméram, skaitlis 3 - 224,
Pamatosim, ka $im skaitlim izpildas prasita Tpasiba. Sim skaitlim kopa ir 50 dalitaji, jo katru pirmskaitli,
veidojot dalttaju, vai nu varam izlaist, vai ari nemt kada no pakapém, kas neparsniedz skaitli ieejosSo
pakapi. Tatad reizinatajam 3 ir 2 izvéles, un reizinatajiem 2 ir 25 izvéles. Kopa ieglstam 2 - 25 = 50
izvéles jeb dalitdjus. Puse no Siem dalitajiem ir forma 3-2% un otra puse ir forma 2%, kur
a € {0;1;2;..;24}. Dalitaji forma 3 - 2% dalas ar 3. Noskaidrosim, kuri no dalitajiem forma 2%, dalot
ar 3, dod atlikumu 1. Apskatam divus gadijumus.
o Ja kapinatajs a ir para skaitlis, tad @ = 2k un tada gadijuma 2% = 2%2% = 4% = 1¥ = 1 (mod 3).
Tatad visi Sie dalitaji, dalot ar 3, dod atlikumu 1. Ta ka no 0 lidz 24 (ieskaitot) ir 13 para skaitli, tad
ari $adu dalitaju skaits ir 13.
o Ja kapinatajs a ir nepara skaitlis, tad a = 2k + 1 un tada gadijuma 2% = 22k+1 = 2.4k =
= 2 1% = 2 (mod 3). Tatad visi $ie dalitaji, dalot ar 3, dod atlikumu 2. To skaits ir 12.
Ta ka skaitlim 3 - 224 ir 50 dalit3ji, tad ;—3 = 26% no tiem atlikuma dod 1, dalot ar 3.
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