
2019. ČĆĉĆ 17. ēĔěĊĒćėĎ̄.
VĊėĘĎĔē: LĆęěĎĆē

RĎĘĎēĆ̄Ę̌ĆēĆĘ đĆĎĐĘ: 4,5 ĘęĚēĉĆĘ.
JĆĚęĆ̄ďĚĒĚĘ ĉėĎ̄ĐĘę ĚğĉĔę ĕĎėĒĔ 30 ĒĎēĚ̄Ę̌Ě đĆĎĐĆ̄.
Aęđ̦ĆĚęĘ đĎĊęĔę ęĎĐĆĎ ėĆĐĘęĆ̄ĒĕĎĊĉĊėĚĒĚĘ Ěē đĎēĊĆ̄đĚ.

1. Pierādı̄t, ka visiem nenegatıv̄iem reāliem skaitli̦em x,y,z, kuriem x ≥ y, ir spēkā nevienādı̄ba

x3 − y3 + z3 + 1

6
≥ (x− y)

√
xyz.

2. Dota virkne {Fn}, kurai F1 = F2 = 1 un Fn+1 = Fn + Fn−1 visiem n ≥ 2. Atrast visus naturālu skaitlu̦
pārus (x,y), kuriem

5Fx − 3Fy = 1.

3. Atrast visas funkcijas f : R → R, kurām visiem x,y ∈ R izpildās

f(xf(y)− y2) = (y + 1)f(x− y).

4. Noskaidrojiet, kādiem veseliem skaitli̦em n var atrast naturālu skaitli k ≥ 2 un tādus naturālus skaitlu̦s
x1, x2, . . . , xk , ka

x1x2 + x2x3 + . . .+ xk−1xk = n un x1 + x2 + . . .+ xk = 2019.

5. Uz tāfeles uzrakstı̄ti 2m skaitli̦

1 · 2, 2 · 3, 3 · 4, . . . , 2m(2m+ 1),

kurm ≥ 2 ir naturāls skaitlis. Vienā gājienā var izvēlēties jebkurus trı̄s skaitlu̦s a, b, c, nodzēst tos un to
vietā uzrakstı̄t skaitli

abc

ab+ bc+ ca
.

Pēcm − 1 šādiem gājieniem uz tāfeles būs palikuši divi skaitli̦. Pierādı̄t, ka viens no tiem ir lielāks par 4,
ja zināms, ka otrs skaitlis ir 4

3 .
6. Alise un Beāte spēlē sekojošu spēli. Vin̦as ir uzrakstı̄juši katru no izteiksmēm x+ y, x− y, x2 + xy+ y2

un x2 − xy + y2 uz savas kārts. Sƽ ı̄s četras kārtis vin̦as sajauc un novieto uz galda ar izteiksmēm uz leju.
Vienu no šı̄m kārtı̄m vin̦as apgriež, atklājot izteiksmi, pēc kā Alise izvēlas sev jebkuras divas no kārtı̄m un
atlikušās divas dabū Beāte. Tad visas kārtis tiek atklātas. Tagad Alise izvēlas mainı̄go x vai y un piešk̦ir
tam vērtı̄bu. Vin̦a parāda šo mainı̄go un tā vērtı̄bu arı̄ Beātei, kura tad piešk̦ir vērtı̄bu otram mainı̄gajam
(mainı̄go vērtı̄bas var būt patvalı̦̄gi reāli skaitli̦).

Beigās katra meitene aprēk̦ina savu divu izteiksmju reizinājumu un tad tos salı̄dzina. Kurai šis reizi-
nājums ir lielāks, tā uzvar. Kurai no spēlētājām ir uzvaroša stratēg̒ija (ja kādai tāda vispār ir)?
7. Atrodiet mazāko naturālo skaitli k ≥ 2, kuram piemı̄t sekojoša ı̄pašı̄ba: jebkurā kopas {2,3, . . . ,k}
sadalı̄jumā divās dalā̦s vismaz viena no šı̄m dalā̦m noteikti saturēs (ne obligāti dažādus) skaitlu̦s a, b un c,
kuriem ab = c.
8. Baltijcelz̦emē ir 2019 pilsētas. Dažas no tām ir savienotas ar divvirzienu celi̦em, kuri ārpus pilsētām
nekrustojas. Zināms, ka katram pilsētu pārimA unB ir iespējams noklū̦t noA uzB braucot pa ne vairāk
kā 2 celi̦em. Baltijcelz̦emē ir 62 žandarmi un viens razbainieks, kuru žandarmi gribētu notvert. Zƽ andarmi
un razbainieks jebkurā brı̄dı̄ zin visu pārējo atrašanās vietu. Katru nakti razbainieks var vai nu palikt
tajā pilsētā, kurā vin̦š ir, vai arı̄ pārvietoties uz blakus pilsētu (kas ar to ir savienota ar celu̦). Katru dienu
katram žandarmam ir šı̄s pašas iespējas un vin̦i var savas darbı̄bas saskan̦ot. Ja kādā brı̄di žandarms un
razbainieks atrodas vienā pilsētā, tad razbainieks tiek nok̦erts. Pierādiet, ka žandarmi, prātı̄gi rı̄kojoties,
vienmēr varēs nok̦ert razbainieku.
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9. Dotam naturālam n aplūkosim visas neaugošās funkcijas f : {1, . . . ,n} → {1, . . . ,n}. Dažām no šı̄m
funkcijām ir nekustı̄gais punkts (eksistē tāds c, kuram f(c) = c), bet citām— nav. Nosakiet, par cik viena
veida funkciju ir vairāk nekā otra.

Piebilde. Funkcija f ir neaugoša, ja visiem x ≤ y izpildās f(x) ≥ f(y).
10. Plaknē doti 2019 punkti. Bērnelis vēlas uzzı̄mēt k (slēgtus) rin̦k̦us tā, lai katriem diviem no šiem
punktiembūtu rin̦k̦is, kurš saturētu tieši vienu no tiem. Atrodietmazāko k, pie kura to ir iespējams izdarı̄t
jebkuram punktu izkārtojumam?
11. Dots trijstūris ABC , kurā AB = AC , tā malas BC viduspunkts ir M . Rin̦k̦a lı̄nijas, kuru diametri ir
AC unBM , krustojas punktosM unP . TaisnesMP unAB krustojas punktāQ. Uz nogriežn̦aAP izvēlēts
punktsR tā, kaQR ∥ BP . Pierādı̄t, ka CP ir len̦k̦a ^RCB bisektrise.
12.TrijstūraABC augstumukrustpunkts irH . Uz tāmalasAC izvēlēts punktsD unno tā novilkts perpendikuls
DE pret taisniBC . Pierādı̄t, kaEH ⊥ BD tad un tikai tad, ja taisneBD dala nogriezniAE uz pusēm.
13.Dots izliekts sešstūrisABCDEF , kurāAB = AF,BC = CD,DE = EF un^ABC = ^EFA = 90◦.
Pierādı̄t, kaAD ⊥ CE.

14. Taisnlen̦k̦a trijstūrı̄ ABC , kurā ^ABC = 90◦, pret malu AC novilkts augstums BH . Nogriežn̦u AH
unCH viduspunkti ir attiecı̄giM unN . TaisnesBM unBN vēlreiz krusto trijstūrimABC apvilkto rin̦k̦a
lı̄niju attiecı̄gi punktos P un Q. Nogriežn̦i AQ un CP krustojas punktā R. Pierādı̄t, ka taisne BR krusto
nogriezniMN tā viduspunktā.
15. Dotam naturālam skaitlim n ≥ 4 aplūkosim (ne noteikti izliektu) daudzstūri P1P2 . . . Pn (plaknē).
Pien̦emsim, ka katrai virsotnei Pk eksistē virsotne Qk ̸= Pk , kura atrodas tai tuvāk par visām pārējām
virsotnēm. Sƽ ādu daudzstūri sauksim par naidīgu, jaQk ̸= Pk±1 visiem k (kur P0 = Pn, Pn+1 = P1).
(a) Pierādı̄t, ka naidı̄gs daudzstūris nevar būt izliekts.
(b) Atrodiet visus n ≥ 4, kuriem eksistē naidı̄gs n-stūris.

16. Dotam naturālam skaitlimN ar f(N) apzı̄mēsim tādu sakārtotu pāru (a,b) skaitu, kuriem skaitlis

ab

a+ b

irN dalı̄tājs. Pierādı̄t, ka f(N) ir vesela skaitla̦ kvadrāts visiem naturāliemN .
17. Dots nepāra pirmskaitlis p. Pierādı̄t, ka jebkuram veselam skaitlim c var atrast tādu veselu skaitli a,
ka

a
p+1
2 + (a+ c)

p+1
2 ≡ c (mod p).

18. Doti naturāli nepāra skaitli̦ a, b, un c, kuriem a nav vesela skaitla̦ kvadrāts un

a2 + a+ 1 = 3(b2 + b+ 1)(c2 + c+ 1).

Pierādı̄t, ka vismaz viens no skaitli̦em b2 + b+ 1 un c2 + c+ 1 ir salikts skaitlis.
19. Pierādı̄t, ka vienādojumam 7x = 1 + y2 + z2 nav atrisinājumu naturālos skaitlo̦s.
20. Aplūkosim polinomu P (x) ar veseliem koeϐicientiem, kuram

P (−1) = −4, P (−3) = −40, un P (−5) = −156.

Kāds ir lielākais iespējamais tādu veselu x skaits, kuriem

P
(
P (x)

)
= x2?
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