Baltijas cela atlases 2021 atrisinajumi

P1 Realiem pozitiviem skaitliem a, b un c ir speka sakariba abc = 1 . Pieradiet, ka

a n b n c >§
b(l+¢) c(l4a) a(l+b) — 2

P1 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) No Titu lemmas izriet, ka:

a b c

bito) dlta)  altd)
a® b? c?

- ab+abc+bc+abc+ca+abc -
(a+b+c)?

~ ab+ bc + ca + 3abe

Lidz ar to ir pietiekami pieradit, ka:

(a+b+c)?
ab + be + ca + 3abe

3
25 (%)

Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegiisim, ka:

(a+b+c)?
ab + bc + ca + 3abc
2(a+b+¢)* > 3(ab+ be + ca + 3abe)
2(a® +b* + c*) + 4(ab + be + ca) > 3(ab + be + ca) + Yabe
2(a® + b* + c*) + ab + be + ca > Yabe = 9
2@+ b+ ) +ab+bec+ca>9 (xx)

>3
—2

Savukart no AM-GM nevienadibas izriet, ka:
2(a® +b* + c*) +ab + be + ca =
=a®+ 0+ +a®+ b+ +ab+be+ ca >
> 9V abbb¢b =
—9v1=09

Tas nozimeé, ka nevienadiba (xx) ir patiesa. Ta ka $1 nevienadiba ir ekvivalenta ar (x),
tad varam secinat, ka arT dota nevienadiba ir patiesa, kas arT bija japierada.

Piezime: Titu lemma ir Kost nevienadibas specialgadijums prieks dalveida izteiksmem.
Lemma ir sekojosa. Doti reali pozitivi skaitli a;;ao;...;a, un by;bs;...;b,. Tiem ir patiesa
sekojosa nevienadiba:

a? a2 a? a1+ as+ ...+ ay)?
R S )
b1 by by, by +by+...+0b,



P2 Atrast visas funkcijas f : R \ {0} — R, kas definétas realiem skaitliem, iznemot nulli,
pienem realas vertibas un kuram visiem realiem nenulles x ir speka nevienadibas

f(l) >1- f(z) > 2 f(2)

T

P2 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Dotaja sakariha

x

f<1> >1- f(x) > 2 ()

aizvietojot x ar 1, iegfisim, ka:
x

2’ f(z) > 2° x2f<;) > f(jc)
)

2f() > f<i

Izmantojot uzdevuma dota sakaribu, varam secinat, ka:

f (1> > 1 f(a) >’ f(z) > f<1>

Tas nozime, ka:

Lidz ar to:

Atliek parliecinaties, ka ieguta funkcija patiesam apmierina uzdevuma doto sakaribu:

f(1> >1- f(x) > 2% ()

x
1 1 x?
—>1- >
L+ (32~ 1+a22 = 1422

x
x? x? x?

> >
2241 T 224+1 7 2241

Tatad vieniga funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacijumus katram realam nenulles

skaitlim z, ir f(z) = 5.



P3 Atrast visus realu skaitlu trijniekus (z,y, z), kas apmierina vienadojumu sistemu:

By =22
v+ 2 = 2?
2 4x =12

P3 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Ieverosim, ka ne vairak ka 1 skaitlis starp
skaitliem x,y, z ir negativs. Patiesam, ja butu 2 negativi skaitli, teiksim, z,y, tad:

0>a+y=2">0

kas ir acimredzama pretruna. Apskatisim gadijjumu, kad kads no skaitliem z,y,z ir 0O,
pieméram, z = 0 (sistéma ir cikliska, tade] nezaudéjam visparigumu). Tada gadijuma dota
vienadojuma sistéma klust par:

P=—y wn yPP=22 un Y=z

Kapinot pirma vienadojuma abas puses kuba, iegusim, ka:

¥ =—yt=—2? = 1=0-1
Jaz=—1,tad 23 = —y = -1 = y = 1. Tacu tada gadijuma y*> = 1 =z =
pretruna. Gadijuma, ja x = 0, var viegli iegit, ka y = 0. Tadgjadi (z,y,2) = (0,0,0) ir
sistemas atrisinajums.

Lidz ar to starp skaitliem z,y, 2z vai nu visi ir pozitivi, vai arl tieSi viens ir negativs.
Vispirms apskatisim gadijumu, kad visi skaitli z,y, z ir pozitivi. Tada gadijuma, saskaitot
sistemas vienadojumus kopa, iegusim, ka:

e+t ry+ P rz=a+y 4+ 27
1\2 03 1\2 3 1\2 3
f“((x—z) +4> “f((y‘z) +4> “((z‘z) +4) =0
Ta ka skaitli z, y, z ir pozitivi, tad viegli ieverot, ka ikkatrs saskaitamais pedejas sakaribas
kreisaja puse ir lielaks par 0, tapec kreisa puse vienmer ir lielaka par O - pretruna. Lidz ar
to varam secinat, ka skaitli x, y, z nevar but visi vienlaicigi pozitivi.

Tagad apskatisim gadijumu, kad divi no skaitliem z,y, z ir pozitivi un viens ir negativs,
pieméram, z,y > 0 un z < 0. Tada gadijuma:

0>z=a>—y*=1y*>2" (1)
0> =y’ —z=a2>y> (2)

Ta ka skaitlis x ir pozitivs, tad nevienadibas (2) abas puses var sareizinat ar to un iegit,
ka:

v > 2 > ay?
P> 1
vy —x) >0

Ta ka y? > 0, tad, lai pedeja nevienadiba biitu patiesa, ir jaizpildas sakaribai y — z >
0=y > x. No otras puses, no sistémas 1.vienadojuma atnemot sistémas 3.vienadojumu,
iegtisim, ka:

=Pty —r=2 =Yz —y) ()

Teverosim, ka z° > 0, —2% > 0 un y — = > 0, kas nozime, ka sakaribas (3) kreisa puse ir
pozitiva. Tada gadijuma §is sakaribas labajai pusei arT jabiit pozitivai, tas ir, (z+y)(z —y) >
0. Ieverosim, ka z —y < 0, idzarto z4+y <0 = —z >y > x.

Veiksim sekojosu substituciju —z = t. Tada gadijuma sistémas sakotnejos vienadojumus
var parrakstit sadi:

P y=1=
Vot = a?
gy



Takat=—z>y >z >0, tad t3 > y3, lidz ar to no parveidotas sistemas 2.vienadojuma
iegistam, ka:

tB—t>y  —t=2">0
tB—t>0 (4)

No otras puses, no sistemas 3.vienadojuma, izmantojot sakaribu t = —z > y > = > 0,
ieglisim, ka:

t—t3> B 4rr=9">0
t—t3>0
th—t<0 (5

Lidz ar to no sakaribam (4) un (5) iegiistam, ka:
P—t>0>1"—t

kas ir acimredzama pretruna. Tade] sistemas vienigais atrisinajums ir (z,y, z) = (0,0,0).



P4 Atrast mazako naturalo skaitli &, kuram izpildas sekojoSa ipasiba: lai kadus tris punktus
ar veselam koordinatam mes izveletos koordinatu plakne,

1
min Z 5 5
\/E : Lmaz

kur L4 un Ly, ir attiecigi lielakais un mazakais attalums starp Siem tris punktiem.

Lmaz - L

P4 atrisinajums (Ilmars Stolcers) Veiksim paris biitiskus noverojumus:

o Abi skaitli Ly,qp un Ly, ir kaut kadu naturalu skaitlu kvadratsaknes. Tas izriet no ta,
ka Sos skaitlus var izteikt forma /22 + y2, kur z, y ir trijstiru malu projekciju garumi
uz attiecigajam koordinatu asim (attiecigi naturali skaitli). Pie tam §is saknes vertiba
var but arT naturals skaitlis, ja zemsaknes izteiksme ir kada naturala skaitla kvadrats.

e leverosim, ka skaitlis L,,,, vienmer ir stingri lielaks par skaitli L,,;,, jo koordinatu
plakne trijstiira laukums, ko veido punkti ar veselam koordinatam, ir vienmer racionals
(tas redzams, ja apvelk ap trijsturi rutinu taisnstiiri un no ta laukuma atnem liekos
taisnlenka trijsturus ar naturaliem kateSu garumiem), kameér vienadmalu trijstira
laukums vienmer ir iracionals (no laukuma formulas S = “T\/g, kur a - malas garums).

Pie tam av/3 nevar but naturals, jo, parrakstot @ = +/x2 + y2, tad butu jabit, ka
22 +9? dalas ar skaitla 3 nepara pakapi. Tacu, apliikojot $o izteiksmi pec modula 3, ta
var dalities ar 3 tikai gadijumos, ja abi z,y dalas ar 3. Bet tad 22 + y? = 32(22 + 32),
un 7% +y? (r; < z, y; < y) var pielietot §o pasu argumentu, lidz tiek sasniegts skaitlis,
kas nedalas ar 3. Tatad izteiksme dalas ar skaitla 3 para pakapi. Tadel nav iespejams,
ka av/3 biis naturals = tas bis iracionals.

e Petot mazakus trijsturus, var viegli iegtit, ka k > 4, ko var sasniegt, apskatot trijsturi
A(0;0), B(0;2),C(2;1). To var parbaudit, novertejot v/5 > 2.23 un /3 > 1.7.

Pieradisim, ka k = 4 apmierina uzdevuma minéto nevienadibu. Parrakstisim doto
nevienadibu sekjosi:
1

Vk

Apzimesim Lo = 0, Lpin = Va—0,b < a,a,b € N. Tada gadijuma mums ir
japierada, ka:

L%, — LiaeL

max

a—+/ala—0b)>

Tacu ieverosim, ka:
a—+/ala—"b)>a—+/ala—1)

Lidz ar to ir pietickami pieradit, ka:

a—+/ala—1)>

Kapinot abas nevienadibas puses kvadrata, iegtisim, ka ir japierada:

(0-3) o

Atverot iekavas, varam secinat, ka:

(a;>22a(a1)

1
2 2
a a 1 a a

1>0
1

N | =

Pedeja nevienadiba acimredzami ir patiesa. Ta ka dotajai nevienadibai ekvivalenta
nevienadiba ir patiesa, tad varam secinat, ka arT sakotnéja nevienadiba ir patiesa.



P5 Telpa novilktas sesas taisnes. Noskaidrojiet, kads ir lielakais iespejamais punktu skaits,
kuras krustojas vismaz tris no tam.

P5 atrisinajums (Milana Komisarova, Kims Georgs Pavlovs) Maksimalais punktu
skaits, caur kuriem iet vismaz 3 taisnes, ir 4. To var sasniegt, ka paradits 1.attela.

1.att.

Pieradisim, ka sis ir lielakais sadu punktu skaits. Punktu sauksim par skaistu, ja caur
to et vismaz 3 taisnes. Apskatisim, cik ir tadu paru (P;l), kur P ir skaists punkts, bet [
taisne, kas iet caur to. Pienemsim, ka skaisto punktu skaits ir vismaz n. Ta ka caur katru
skaisto punktu iet vismaz 3 taisnes, tad (P;[) > 3n.

Pieradisim, ka uz katras taisnes atrodas ne vairak ka 2 skaistie punkti. Patiesam, ja uz
kadas taisnes atrastos vismaz 3 skaistie punkti, caur katru no tiem ietu vismaz 2 taisnes,
kas visas sava starpa butu dazadas, jo divas nesakritoSas taisnes krustojas ne vairak ka 1
punkta. Tad butu nepiecieSsamas vel vismaz 2 - 3 = 6 taisnes, lai tas izpilditos, bet tada
gadijuma kop€jais taisnu skaits parsniegtu 1+ 3-2 = 7 - pretruna. Tas nozime, ka uz katras
no 6 taisnem ir ne vairak ka 2 skaistie punkti. ST iemesla dél (P;s) <2-6 =12. Esam
ieguvusi, ka:

12> (P;s)>3n=4>n

Prasttais ir pieradits.



P6 Par domino sauksim 1 x 2 rutinu taisnsturi, tas var but arl pagriezts. Pieradit, ka
rutinu lapa eksiste tads daudzsturis, kura malas iet pa rutinu Iinijam un kuru var noklat ar
domino tiesi 2021 dazada veida.

P6 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Ieverosim, ka taisntiri 2 x 3 var sagriezt
domino kaulinos 3 dazados veidos, ka paradits 1.attela.

1.att.

Talak sim taisnstrim labaja augséja sttrT pieliksim apgrieztu L burta figliru (tas sakuma
tiek simetriski attelots pret vertikali un tad pagriezts par 90° pretgji pulkstenraditaja virzienam).
Jauniegiitajai figiirai atkal labaja augseja stiri pieliksim apgrieztu L burta figiiru. So procesu
atkartosim n reizes. Pienemsim, ka iegtto figuru var sagriezt domino kaulinos F;,;; veidos.
Pieradisim, ka F, ;1 = F, + 2. leverosim, ka, ja tiek veikti pirmie griezieni, ka paradits
2.attela, tad mes zinam, ka atlikuso figuru var sagriezt F,, veidos.

2.att.

Pretéja gadijjuma varam viegli ievérot, ka jaunieguto figtiru var sagriezt 2 unikalos veidos,
ka paradits 3.attela un 4.attela (sakot no augseja laba stura un secigi aizpildot figiiru - katram
jaunam domino kaulinam bis noteikta pozicija, lai figtira nepaliktu izoletas ruitinas).

3.att. 4.att.

Lidz ar to no saskaitiSanas likuma izriet, ka F, 1 = F, + 2. leverosim, ka F} = 3. St
iemesla del Fip10 = 3+ 21009 = 2021, un uzdevums ir atrisinats.



P7 Futbola trenina piedalijas 22 futbolisti, uz katru speli tos sadalija vienada izmera ko-
mandas (11 : 11). Zinams, ka katrs futbolists ar katru vismaz reizi spelgja pretgjas komandas.
Kads ir mazakais iespéjamais skaits spelu, ko vini izspeléja Saja trenina?

P7 atrisinajums (Artis Vijups) Mazakais iespgjamais trenina izspeleto spelu skaits ir 5.

Pieradisim, ka ar 4 spelem nepietiek. Pienemsim, ka notika 4 speles. Pienemsim ari, ka
pec katra maca speletaji saglaba savus kreklus, un katram macam bija krekli divas krasas -
viena krasa vienai komandai, otra krasa otrai komandai - pie tam krasas neatkartojas velakos
macos (attiecigi trenina bija 11 krekli pa 8 krasam ).

Tad ir iespejami 2-2-2-2 = 16 varianti, kadi 4 krekli speletajam bus pec rokas pec trenina,
bet, ta ka ir 22 speletaji, tad pec Dirihle principa noteikti biis 2 speletaji, kam pec trenina
savstarpeji sakrit visi krekli, tas ir, tie visos 4 macos bija viena komanda, kas ir pretruna.

Pieradisim, ka ar 5 spelem pietiek. Speletajus apzimesim attiecigi ar skaitliem 1;2;3;...;22.
Der, piemeram, Sadas speles:

e Pirmaja spele 1;2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11 spele pret 12;13; 14;15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22

Otraja spele 1;2;3;4;5;12;13;14;15; 16; 17 spele pret 6;7;8;9;10;11; 18;19; 20; 21; 22

e Tresaja spele 1;2;3;12;13;14;6;7;8;18; 19 spele pret 4;5; 15; 16;17;9; 10; 11; 20; 21; 22

Ceturtaja spele 1;2; 12; 6; 18; 4; 15; 16; 9; 10; 20 spele pret 3; 13;14; 7; 8;19; 5; 17; 11; 21; 22
e Piektaja spele 1;12;18;15;9;20; 13;7;19; 17; 21 spele pret 2; 5; 7; 16; 10; 3; 14; 8; 5; 11; 22

Katram speletajam uzrakstot virkni no vieniniekiem un divniekiem, atkariba no koman-
das katra spele, viegli verificet, ka sads sadaljjums pa komandam patieSam apmierina uzde-
vuma nosacijumus.



P8 Sakuma uz tafeles uzrakstitas astonas nulles. Viena gajiena iesp€jams izveleties 4
uzrakstitos skaitlus a,b,c un d, tos nodzest un vieta uzrakstit skaitlus a + 3,0 + 3,¢ + 2
un d + 1.

e Ar kadu mazako gajienu skaitu iespéjams panakt, ka uz tafeles uzrakstiti 8 pec kartas
sekojosi skaitli?

e Vai ir iesp€jams panakt, ka uz tafeles uzrakstito skaitlu summa kada bridi bus 20217

e Vai ir iespgjams panakt, ka uz tafeles uzrakstito skaitlu reizinajums kada bridi bis
21457

P8 atrisinajums (Artis Vijups) Ievérosim, ka péc katra gajiena uz tafeles uzrakstito
skaitlu summa summa palielinas par A=a+3+b+3+c+2+d+1—(a+b+c+d)=09.
Ta ka sakotneji uz tafeles uzrakstito skaitlu summa ir S = 0, tad viegli ieverot, ka pec katra
gajiena uz tafeles uzrakstito skaitlu summa S dalas ar 9.

a) Ja uz tafeles butu uzrakstiti pec kartas sekojosi skaitli no 0—7, tad to summa butu vienada
ar S = % = 28, kas nedalas ar 9, tapéc sadus pec kartas sekojosus skaitlus iegtit nevar.
Pieradisim, ka var iegut pec kartas esosus skaitlus no 1 Iidz 8. To summa ir S = %8 = 36,
kas dalas ar 9. Ta ka katra gajiena skaitlu summa palielinas par 9, tad vajadzes vismaz
36

5 = 4 gajienus. Tik liela gajienu skaita attiecigos skaitlus var iegut sekojosi:

00000000
00010233
00012366
00045378
12345678

b) Ta ka skaitlis 2021 ar 9 nedalas, tad péc ieprieks ieglitajiem rezultatiem varam secinat,
ka nevares panakt, ka skaitlu summa bius 2021.

¢) leverosim, ka 2145 = 3-5- 11 - 13. Atzimesim, ka acimredzami, ka uz tafeles nevar biit
vairak par pieciem vieniniekiem vienlaikus (jo jau pirmaja gajiena rodas 3;3;2). Skirojam
gadijumus:

e Uz tafeles uzrakstiti skaitli 13;11;5;3;1;1:1;1. So skaitlu summa ir 36, tapec bis
vajadzigi vismaz 4 gajieni, lai sasniegtu Sadu skaitlu izkartojumu. No otras puses
lielakais skaitlis, ko var iegtit 4 gajienos ir vienads ar 3 - 4 = 12, lidz ar to var secinat,
ka sads izkartojums nav iespejams.

o Uz tafeles uzrakstiti skaitli 143;5;3;1;1;1;1;1. So skaitlu summa ir 156, kas ar 9
nedalas.

o Uz tafeles uzrakstiti skaitli 33; 13; 5; 1; 1; 1; 1; 1. So skaitlu summa ir 56, kas ar 9 nedalas.
o Uz tafeles uzrakstiti skaitli 55; 13; 3; 1; 1; 1; 1; 1. So skaitlu summa ir 76, kas ar 9 nedalas.
o Uz tafeles uzrakstiti skaitli 39; 11; 5; 1;1; 1; 1; 1. So skaitlu summa ir 60, kas ar 9 nedalas.
o Uz tafeles uzrakstiti skaitli 65; 11; 3; 1;1; 1; 1; 1. So skaitlu summa ir 84, kas ar 9 nedalas.

e Uz tafeles uzrakstiti skaitli 15;13;11;1;1;1;1;1. So skaitlu summa ir 44, kas ar 9
nedalas.

Visi gadijumi ir apskatiti un varam secinat, ka sadu reizinajumu iegiit nevares.



P9 Rigka Imija w ievilkts izliekts piecsturis ABCDE, kuram CD || BE. Taisne, kas
pieskaras w punkta B, krusto taisni AC punkta F ta, ka punkts A atrodas starp punktiem
C un F. Taisnes BD un AF krustojas punkta G. Pieradit, ka taisne F'G ir trijstuarim ADG
apvilktas rinka Itnijas pieskare.

P9 atrisingjums (Kims Georgs Pavlovs) Pieradisim, ka ap cetrstiiri FGBA var apvilkt
rinka lmiju. Tas ir ekvivalenti ar to, ka ZGBF = ZGAF.

No pieskares Tpasibas izriet, ka /FBA = /BEA = «. Savukart ta ka ap cetrsturi var
ABDE var apvilkt rinka Iiniju, tad ZAED = 180° — LZABD = 180° — 3, kur ZABD = f5.
Lidz ar to varam secinat, ka BED = ZAED — /BEA = 180° — o — 3. Ta ka taisnes C'D
un BFE ir paralelas, tad sekojosa lenku vienadiba izpildas:

4BED = /EBC = LZCAE = ZGAF =180° —a —§

No otras puses viegli redzet, ka GBF = 180°— Z/FBA— /ZABD = 180° — a— 3. Tas nozime,
ka ZGBF = ZGAF = 180° — a — f3, lidz ar ap Cetrsturi FGBA var apvilkt rinka Iniju.

Ta ka ap cetrsturi FGBA var apvilkt rinka Imiju, tad ZFGA = ZFBA ka lexki, kas
balstas uz viena loka. No pieskares TpaSibas varam rakstit, ka ZFFBA = ZBDA = ZGDA.
Lidz ar to:

/FGA=/GDA

No apgrieztas pieskares TpaSibas var secinat, ka F'G ir ap trijsturi AADG apvilktas rinka
Iinijas pieskare.
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P10 Dota rigka Inija w ar centru M un diametru XY . Uz w izvelets patvaligs punkts
A, kuram AX < AY . Punkti B un C izveleti attiecigi uz nogriezniem XM un Y M ta, ka
BM = CM. Taisne, kas vilkta caur punktu C paraleli taisnei AB, krusto w punkta P, P
atrodas uz mazaka loka AY . Taisne, kas vilkta caur punktu B paraléli taisnei AC, krusto w
punkta @, @ atrodas uz mazaka loka X A. Taisnes PQ un XY krustojas punkta S. Pieradit,
ka AS ir w pieskare.

P10 atrisinajums (Ilmars Stolcers) Taisnu BQ un O'P krustpunktu apzimésim ar G.
Viegli ieverot, ka ABGC' is paralelograms. Ta ka M ir C'B viduspunkts un paralelograma
diagonales krustojoties dalas uz pusém, tad M A = MG, kas nozimé, ka G € w.

Ar T apzimesim punkta A simetrisko attélojumu pari taisnei XY. Acimredzami, ka
T ecwun GT || XY, jo XY ir AAGT viduslinija. Teverosim, ka:

(B,C; M,00) = —1
Projicgjot so harmonisko punktu ¢etrinieku caur punktu G uz rinka Iiju w, iegtisim, ka:
—1 = (B,C5M,00) £ (Q, P; A, T)

Tas nozime, ka cetrsturis QPAT ir harmonisks. No harmonisko Cetrstiru Ipasibam
zinams, ka w punktos A un T vilkto pieskaru krustpunkts atrodas uz taisnes PQ). No otras
puses, w punktos A un 7' vilkto pieskaru krustpunkts simetrijas dél atrodas arl uz taisnes
XY. Lidz ar to varam secinat, ka w punktos A un T vilkto pieskaru krustpunkts ir S un AS
ir pieskare rinka Iijai w, ko ar1 vajadzeja pieradit.

1.att.
Piezime: Saja risindgjuma tiek izmantoti labi zinami fakti no projektivas geometrijas.

Lasttajam, kur$ nav pazistams ar So teoriju, ir ieteicams pasam apgut So temu, ”Google”
mekletaja ierakstot ”Projective geometry for olympiad math”.
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P11 Trijsturt ABC ievilkta rinka linija, tas centrs ir /, un ta pieskaras malam AC un AB
attiecigi punktos F un F. Nogriezna Al vidusperpendikuls krusto malu AC punkta P. Uz
malas AB izvelets punkts @ ta,ka QI L FP. Pieradit, ka £EQ L AB.

P11 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Definesim punktu X = IQ N FP. Vispirms
veiksim paris noverojumus:

e AF || PI. Patiesam, ta ka Al ir lepka /BAC bisektrise, tad LFAI = LFEAI =
/PAI. No otras puses, punkts P atrodas uz nogriezna Al vidusperpendikula, tapéc
AP =PI = /PAI = ZPIA. Secinam, ka ZFAI = ZPIA, kas nozimg, ka AF || PI.

e Ap cetrsturi /X PE var apvilkt rinka Iiniju. Patiesam, taka IF 1| AE un IQ L F'P,
tad ZIXP = /ZPFEI =90°. Lidz ar to ZPET+ ZIX P = 90°490° = 180°, kas nozime,
ka ap cetrsturi /X PFE var apvilkt rinka Imiju.

Ta ka IF 1 AF, tad AIFQ ir taisnlenka trijsturis ar augstumu FX. Atzimesim, ka
IF = IFE ka ievilktas rinka Iiijas radiusi. No Eiklida teorémas AIQF izriet, ka:

IF?=1X-1Q = [E?

Tas nozimeé, ka IF ir AQXE apvilktas rinka Imijas pieskare. No pieskares pasibas
izriet, ka ZIQFE = /XQF = Z/XFEI. Ta ka ap cetrsturi X PET var apvilkt rinka liniju,
tad ZXFEI = ZXPI = ZFPI ka lexki, kas balstas uz viena loka. Ta ka AF || PI, tad
/FPI =/PFA=/XFQ. No Eiklida teorémas a7 izriet, ka /X FQ = ZQIF. Lidz ar to
esam ieguvusi sekojosu lenku vienadibu:

LXQFE =Z/ZIQF = /XFE]l = /XPIl =/FPl =/PFA=/XFQ = ZQIF

Svarigi ir tas, ka ZXQFE = ZQIF, jo tas nozimg, ka QF || IF. Taka IF L AB, tad
QF 1 AB, ko ar1 vajadzeja pieradit.

1.att.
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P12 Plakne doti pieci dazadi punkti A, B, C, P, Q. Zinams, ka punkti A, B, C neatrodas
uz vienas taisnes, tapat zinams, ka AP _ AQ _ 21 8P BQ _ 20

5F = B0 — 50 W G5 = 50 = To- Pieradit, ka taisne

PQ iet caur trijsturim ABC' apvilktas rinka lmijas centru.

P12 atrisinajums (Ilmars Stolcers, Kims Georgs Pavlovs) Lai atrisinatu uzdevumu,
bus vajadzigas 2 lemmas. Sajas lemmas lietoto punktu apzimeéjumi nekadi nav saistiti ar
uzdevuma lietotajiem punktu apzimejumiem.

Lemma: Dots nogrieznis AB un positivs reals skaitlis & # 1. Tad punktu P kopums

(ang. locus), kas apmierina sakaribu % = k, ir rinka Iija. So rinka Imiju literatara sauc

par Apolonija rinka Iiniju attieciba pret nogriezni AB.

Pieradijums: Pienemsim, ka punkts S ir nogriezna AB iek$pusé un apmierina sakaribu
g—g = k, savukart punkts R ir nogriezna AB arpusé un apmierina sakaribu g—g = k. No
harmoniska Cetrinieka definicijas izriet, ka (4, B; S, R) = —1. Tagad apskatisim punktu P,
kas neatrodas uz nogriezna AB un apmierina sakaribu % =k= %. Tas nozime, ka PS ir
lenka Z AP B bisektrise. No harmoniska ¢etrinieka tpasibam izriet, ka PS 1. PR, kas nozimé,
ka punkts atrodas uz rinka linijas ar diametru SR. Lidz ar to punktu P kopums ir rinka
Iinija ar diametru SR.

Lemma: Dots AABC. Apskatisim patvaligu Apolonija rinka Imiju w attieciba pret no-
griezni BC un pienemsim, ka ta krusto AABC' apvilkto rinka Iiniju punktos X un Y. Ja O
ir AABC apvilktas rinka Imijas centrs, tad OX un OY ir w pieskares.

Pieradijums: Punkti S un R tiek definéti analogiski ka ieprieks€jas lemmas pieradijuma.
Ieverosim, ka tada gadijuma SX ir ZBXC bisektrise un ZSXR = 90°. Ar M apzimesim
nogriezna RS viduspunktu. Tada gadijuma MR = MS = M X, kas nozime, ka ZMXS =
/ZMSX = «. No otras puses, ZBXS = ZCXS = . Lidz ar to:

LMXB=/4MXS —-/4BXS=a—-3=42MSX - ZL5XC = £BCX,

kur pedeja vienadiba seko no areja lenka ASXC. 1idz ar to no apgrieztas pieskares ipaSibas
izriet, ka M X ir AABC apvilktas rinka Iinijas pieskare. Lidz ar to ZM XO = 90°. Tas no
otras puses nozime, ka OX ir w pieskare, jo M ir §is rinka Itnijas centrs. Analogiski pierada,
ka arT OY ir pieskare.

1.att.

Ieverosim, ka no uzdevuma dota izriet, ka punkti P, Q) atrodas uz Apolonija rigka Iinijas
attieciba pret nogriezni AB (w;) un attieciba pret nogriezni BC' (ws). Tas nozime, ka so divu
rinka Imiju krustpunkti ir P un @. Uzdevums ir ekvivalents ar to, ka japierada, ka punkts
O atrodas uz wy un ws radikalas ass. Tacu atcerésimies, ka no lemmas izriet, ka OX, OY ir
wy pleskares (un analogiski prieks ws), kas nozime, ka

Pow(w, 0) = Pow(wy, 0) = R?
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kur R ir AABC apvilktas rigka Iinijas radiuss un Pow(w, O) ir punkta O pakape pret rigka
Imiju w. Lidz ar to punktam O ir vienada pakape attieciba pret abam rinka linijam, kas
nozime, ka tas atrodas uz to radikalas ass, un uzdevums ir atrisinats.
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P13 Vai eksiste tads naturals skaitlis a, ka

a) ((a2 -3+ 1)@ — 1 ir naturala skaitla kvadrats?
a+1
b) ((a2 -3+ 1) — 1 ir naturala skaitla kvadrats?

P13 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) a) Ng, neeksisté.
a

Pienemsim, ka ((a2 —3)3+1) —1 = k? kaut kadam naturalam skaitlim k. Ieverosim, ja
a ir para skaitlis, tad (a? —3)3 + 1 biis para skaitlis. Tada gadijuma skaitlis ((a2 -3)3+ 1)
noteikti dalas ar 4, Iidz ar to ((a2 —3)3 + 1)a —1 =3 (mod 4). Tas nozime, ka k? = 3

(mod 4), bet tas nav iespéjams, jo skaitla kvadrats dod tikai atlikumus 0 un 1, dalot ar 4.
Tas nozime, ka skaitlis a ir nepara. Parveidosim doto izteiksmi:

((a2 f3)3+1)af 1= k2
((a2 —3)3+1)a =k +1
((a2 —9)((a® —2) — (a® —2) + 1))a — K11

leverosim - ta ka a ir nepara skaitlis, tad > = 1 (mod 4). Lidz ar to a* —2 = 3 (mod 4).
Tas nozime, ka skaitlim a® — 2 ir tads pirmreizinatajs p (iznemot a = 1, kas acimredzami
uzdevuma neder), ka p = 3 (mod 4). Patiesam, ja visi a®> — 2 pirmreizinataji bitu = 1
(mod 4), tad a1T a? — 2 =1 (mod 4), kas acimredzami nav patiesi.

Varam secinat, ka eksisté pirmskaitlis p ar ipasibu, ka p | k> + 1 un p = 3 (mod 4).
leverosim, ka p = 41 + 3, kur [ ir kaut kads nenegativs skaitlis un k2 = —1 (mod p), kas
nozime, ka —1 ir kvadratisks atlikums. No otras puses, no Gausa teorémas izriet, ka:

—1 p—1
1= (7) =(-1)7 =(-1)"' =2
’ ( )
Pretruna.

b) Ng, neeksiste. Visi ieprieks minétie spriedumi nekadi nemainas, ja kapinatajs ir a + 1,
nevis a.

Piezime: To, ka naturalam skaitlim b2 + 1 nav pirmreizinataju p, kuriem p = 3 (mod 4),

literattira sauc par Ferma Ziemassvetku teoremu (sikakai informacijai skatit vikipedijas lapu
par Fermat’s Christmas theorem,).
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P14 Pieradiet, ka eksisté bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu trijnieku (a, b, ¢), ka skaitli
a, b, c pa pariem ir savstarpeji pirmskaitli un

a? b? c?
{QOQIJ * {2021J - {2021J'

(Ar |z| apzime skaitla = veselo daJu — lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x.)

P14 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Apliukosim $adus skaitlus:
a=3-2021k —4,b=4-2021k + 3,c = 5- 2021k

Parliecinasimies, ka tie izpilda doto vienadojumu:

{9 - (2021k)% — 24 - 2021k + IGJ N {16 - (2021Kk)% + 24 - 2021k + 9J B {25 : (2021k)2J
2021 2021 2021

9.2021k% — 24 + 16 - 2021k? 4 24 = 25 - 2021k

25 - 2021k = 25 - 2021%>

Lidz ar to ir pietiekami vien parliecinaties, ka skaitli a,b,c pa pariem ir savstarpeji
pirmskaitli. Skirojam gadijumus:
e Ja eksiste tads pirmskaitlis p, ka p | aun p | b, tad p | 30 — 4a = 25 = p = 5. Lidz ar

to mums jaizvelas tads k, lai neviens no skaitliem a = 3 - 2021k — 4, b =4 - 2021k + 3
nedalitos ar 5. To var izdarTt, pieméram, ja izvélas k, kuram & = 1 (mod 5), jo tad:

a=3-2021-1—4=-1 (mod5)
b=4-2021-1+3=2 (mod 5)
c=5-2021=0 (mod 5)

o Ja eksisté tads pirmskaitlis p, kap | bun p | ¢, tad p | 50 — 4¢ = 15 = p = 3 vai
p = 5. No ieprieksgjas k izvéles redzams, ka p # 5. Lidz ar to mums jaizvelas tadu k,
lai neviens no skaitliem b = 4 - 2021k + 3, ¢ = 5 - 2021k nedalitos ar 3. To var izdart,
pieméram, ja izvélas k, kuram & =1 (mod 3), jo tad:

a=3-2021-1—4=2 (mod 3)
b=4-2021-1+3=2 (mod 3)
¢c=5-2021=1 (mod 3)

o Ja cksisté tads pirmskaitlis p, kap | cunp | a, tad p | 3c—5a =20 = p = 2 vai p = 5.
No ieprieksejas p izveles redzams, ka p # 5. Lidz ar to mums ir pietiekami izveleties
tadu k, lai neviens no skaitliem ¢ = 5- 2021k, a = 3 - 2021k — 4 nedalitos ar 2. To var
izdartt, piemeram, ja izvélas k, kuram & =1 (mod 2), jo tad:

a=3-2021-1—-4=1 (mod 2)

b=4-2021-1+3=1 (mod 2)
¢c=5-2021-1=1 (mod 2)

Lidz ar to, lai skaitli a,b, c apmierinatu visus uzdevuma nosacijumus, mums ir pietiekami
atrast tadas k vertibas, kuram:

k=1 (mod 2)
k=1 (mod 3)
k=1 (mod 5)

To var izdarit, ja izvelas k = 30{+1, kur [ ir kaut kads naturals skaitlis. Lidz ar to uzdevums
ir atrisinats.
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P15 Ar s(n) apzimesim naturala skaitla n visu dalitaju, iznemot pasu n, summu (piemeéram,
$(45) =143+ 5+ 9+ 15 = 33). Vai eksisté tads naturals skaitlis a, ka vienadojumam

sn)=a+n

ir bezgaligi daudz atrisinajumu naturalos skaitlos?

P15 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Ja, eksiste.
Ja a = 12, tad, izveloties skaitli n = 6p, kur p > 3 ir pirmskaitlis, iegtsim, ka:

s(6p) =14+243+6+p+2p+3p=06p+12
6p+12 = 12+ 6p

Ta ka pirmskaitlu ir bezgaligi daudz, tad ar1 attiecigo skaitlu n bius bezgaligi daudz un
uzdevums ir atrisinats.
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P16 Funkcija f : N — N, defineéta naturaliem skaitliem un pienem naturalas vertibas.
Zinams, ka, ja a un b ir savstarpéji pirmskaitli, tad f(ab) = f(a)f(b). Zinams ar1, ka, ja m
un k ir pirmskaitli (ne obligati dazadi), tad

flm+k=3) = f(m)+ f(k) - f(3).

Kadas ir f(11) iespgjamas vertibas?

P16 atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) leverosim, ka f(1)f(1) = f(1) = f(1)? =
f(1) = 1. Otro sakaribu:
flm+k—=3) = f(m)+ f(k) = f(3)
apzimeésim ar P(m; k). Ievérosim, ka no P(2;2) izriet, ka:
I=f0)=f2)+f2)-fB3) = [fB)=2/2)-1
Lidzigi no P(5;5) varam iegut, ka:
(1) =2f(5) — f(3) =2f(5) —2f(2) + 1
leverosim, ka no P(7;7) izriet, ka:
JAL) =2f(7) = f(3) =4f(5) —4f(2) +2-2f(2) + 1 =4f(5) - 6/(2) +3
Galu gala no P(11;2) iegustam, ka:
fF2)f(5) = f(10) = f(11) + f(2) — f(3)
f2)f(5) =4f(5) =6f(2) +3+ f(2) —2f(2) +1
f(2)f(5) =4f() - T7f(2) +4
Apzimesim, ka f(5) = x un f(2) =y, kur z,y ir kaut kadi naturali skaitli. Tada gadijuma
pedejo sakaribu var parrakstit sadi:
zy=4r —Ty+4
x(y—4)+ Ty =4
x(y—4)+Ty—28 = —-24
x(y—4)+7(y—4)=-24
(x4+7)(y—4)=-24
leverosim, ka z 4+ 7 > 8, tapec tas var but vienads tikai ar kadu no skaitliem 8,12, 24.
Skirojam gadijumus:
e x+7=28,tad x =1= f(5). No otras puses tada gadijuma y — 4 = —3, no kurienes
izriet, ka y = 1 = f(2). Tada gadijjuma:
FO1) =4f(5) —6f(2) +3=4—6+3=1
Funkcijas piemers, kas saja gadijjuma izpilda uzdevuma nosactjumus, ir f(n) = 1 ka-
tram naturalam skaitlim n.
e £+ 7=12 tad x =5 = f(5). No otras puses, tada gadijuma y — 4 = —2, no kurienes
izriet, ka y = 2 = f(2). Tada gadijjuma:
fA1)=4f(5)—6f(2)+3=20—12+3 =11
Funkcijas piemeérs, kas Saja gadijjuma izpilda uzdevuma nosacijumus, ir f(n) = n
katram naturalam skaitlim n.
e x+7=24tadzr=17= f(5). No otras puses, tada gadijjuma y —4 = —1, no kurienes
izriet, ka y = 3 = f(2). Saja gadijuma izrekinasim paris citas funkcijas vertibas:
f(3)=2f(2)—1=2-3-1=5
FT) =2f(5)—2f(2) +1=2-17—2-3+1=29
Apliikojot P(7;2) iegtisim, ka:
F2)f3) = f(6) = f(7) + f(2) — f(3)

Pedeja sakariba ir acimredzama pretruna.

Lidz ar to vienigas iespgjamas f(11) vertibas ir 1 un 11.
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