Baltijas cela atlases 2022 atrisinajumi

l.uzdevums Atrast visus pozitivu realu skaitlu trijniekus (z,y, z), kuri apmierina
vienadojumu sistému:

z+y?+25=3

y+22+2°=3

z+z%+9° =3.

Uzdevuma autori: Kims Georgs Pavlovs, Ilmars Stolcers
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Atrisinajums. Nezaudgjot visparigumu, piepemsim, ka x = max(z,y, z) un z = min(x, y, 2)
(citi gadijumi risinas analogiski). Ieverosim, ka tada gadijuma:

Pt +rar>r+yi 4+ =3 = P+t +2r-3=(2-1)((x+1)*+2)>0
Taka (v +1)2 +2 > 0, tad secinam, ka z > 1. Lidzigi varam spriest, ka:
42+ <a+yP+22 =3 = -1)((z+1)*+2)<0
Nemot vera to, ka (z +1)* +2 > 0, tad secinam, ka z < 1.
Apskatisim gadijumu, kad y < 1. Atnemot otro vienadojumu no pirma, iegtsim, ka:

B2 ry=2 g

*x) P-4 yy—1) =2(z-1)

2

Taka z <1,y <1unz > 1, tad izteiksmes () kreisa puse ir < 0, bet laba puse ir > 0.
Tada gadijuma abu pusu vienadiba var pastavet tad un tikai tad, jaz =y =2 = 1.

Apskatisim gadijjumu, kad y > 1. Atnemot pirmo vienadojumu no tresa, iegusim, ka:
-zt -yt =22
(o) a(z =1+ —1) =20 +1)(z 1)

Takaxz >1,y>1un z <1, tad izteiksmes (xx) kreisa puse ir > 0, bet laba puse ir < 0.
Tada gadijuma abu pusu vienadiba var pastavet tad un tikai tad, jaz =y =2 = 1.

Secinam, ka vienigais pozitivo realu skaitlu trijnieks, kas apmierina doto vienadojumu sistému
ir, (1,1,1).

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts - pieradits, ka maksimums no skaitliem (z,y, z) ir vismaz 1.
e 1 punkts - pieradits, ka minimums no skaitliem (z,y, z) ir ne vairak ka 1.

e 1 punkts - ideja par sistemas vienadojumu atnemsanu. Punkts tiek pieskirts tikai
tad, ja tika veikti abi ieprieksejie soli.

e 2 punkti - risinajums talak tiek novests Iidz galam.



2.uzdevums Pieradit, ka visiem pozitiviem realiem skaitliem a, b, ¢, kuriem izpildas
sakariba abc = 1, ir patiesa nevienadiba:

a+b+c>a2+1+b2+1+c2+1
b ¢ a 2a 2b 2¢

Uzdevuma autors: Kims Georgs Pavlovs

Atrisinajums. Parrakstisim doto nevienadibu sekojo$a forma:

a+b+c>a2+1+b2+1+02+1

b ¢ a~ 2a 2b 2¢

a b ¢ a?+1 ¥+1 2+1
2(-+-+-) 2> + -

b ¢ a a b c

b 1 1 1

(24245 >t -hatbre ()
b ¢ a a b ¢

1. apgalvojums: 7 + % +2>a+b+e
Pieradijums: No sakaribas starp videjo aritmetisko un geometrisko izriet, ka:

a a b 5/ a? 5/ a3

— -+ =->34/—=3{/— =3

b+b+c_ be abc “
2 13

9+9+EZ33£:3‘3L:3b

c ¢ a ca abe

c ¢ a 5/ c? 5/ 3

o2 s Z .

a+a+b_3 ab 3 abc 3

Summejot tr1s iegutas nevienadibas, iegusim prasito apgalvojumu.

2. apgalvojums: 7 + % +e>14 % + %

a — a

Pieradijums: No sakaribas starp videjo aritmetisko un geometrisko izriet, ka:

g+§+§>33a7b:33a7bc:3’1
b ¢ ¢~ c? c c
§+E+5233b6233a7bczgl
c a a a? a a
L Y L ) LU
a b b~ p2 3T )

Summejot t1Ts iegtitas nevienadibas, ieglisim prasito apgalvojumu.

Viegli redzet, ka, saskaitot 1. un 2. apgalvojumu, ieglisim nevienadibu (). Ta ka dotajai
nevienadibai ekvivalenta nevienadiba ir patiesa, tad secinam, ka ari sakotneja nevienadiba
ir patiesa.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts - izteiksme ir parveidota lidz formai ().
e 2 punkti - pieradits 1.apgalvojums vai 2.apgalvojums.

e 2 punkti - risinajums talak tiek novests Iidz galam.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : R — R, kas definétas realiem skaitliem,
pienem realas vertibas un kuram visiem realiem z,y ir speka vienadiba:

FUf@) +yflay+1) = flz = f(y) +2f(y)*

Uzdevuma autori: Kims Georgs Pavlovs, Ilmars Stolcers

J

Atrisinajums. Ar P(z;y) apzimésim doto funkcionalvienadojumu. Apskatot P(0;y), ieglistam,
ka:
FU0) +yf(1) = fF(=f(y) (1)

Apskatisim gadijjumu, kad f(1) # 0. Pienemsim, ka prieks kaut kadiem realiem skaitliem
a, b izpildas pasiba, ka f(a) = f(b). Tad:

af(1) = f(=f(a)) = f(f(0)) = F(=f(0)) = f(f(0)) = bf(1) = a=b

Tas nozimé, ka funkcija f ir injektiva funkcija. Ievietojot y = 0 sakariba (1) un izmantojot
pieradito funkcijas injektivitati, iegtisim, ka:

F(f(0) = f(=f(0)) = f(0) ==f(0) = f(0)=0,

Savukart, apskatot P(x,0) un izmantojot funkcijas injektivitati velreiz, var secinat, ka:

(@) = f(z) = [flz) =2

Bet viegli parbaudit, ka sada funkcija neapmierina doto vienadojumu.

Atliek gadijums, kad f(1) = 0. Ievérosim, ka no P(0;1) izriet, ka:

Savukart P(x;0) lauj mums secinat, ka:

F(f(@)) = f(z = f(0)) + 2 f(0)* 2)

Tevietojot x = f(0) sakariha (2), ieglisim, ka:

FUF(0))) = F(£(0) = f(0) + f(0)°
FUf(0) = f(0) + f(0)°
f(0)=0

Tacu tada gadijuma sakariba (2) klust par sakaribu f(f(x)) = f(z). Apskatot P(z;1),
secinam, ka:

fU@)+flz+1) = flz) = fla+1)=0

Ta ka f(z+ 1) = 0, tad secinam, ka funkcijas vértibas visiem realiem skaitliem ir 0, tas ir,
f(z) = 0 katram realam x. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija apmierina doto vienadojumu.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti - pilniba atrisinats gadijums, kad f(1) # 0.

* 1 punkts - pieradits, ka funkcija ir injektiva.

* 1 punkts - risinajums tiek talak novests Iidz galam.
e 3 punkti - pilniba atrisinats gadijums, kad f(1) # 0.

* 2 punkti - pieradits, ka f(0) = 0.

* 1 punkts - risinajums tiek talak novests Iidz galam.

Dalibniekam tiek atnemts 1 punkts, ja nav veikta funkcijas parbaude kada no gadijumiem.
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4.uzdevums Dots polinoms p(z) ar realiem koeficientiem un naturals skaitlis n.
Pieradit ka eksisté tads nenulles polinoms ar realiem koeficientiem ¢(x), ka polinomam
p(2z)q(z) nenulles koeficienti ir tikai pie « pakapem, kas ir n daudzkartyi.

BW 2021 Shortlist

Atrisinajums. Ievérosim, ka miisu mérkis ir atrast tadu nenulles polinomu ¢(z), ku-
ram p(z) - ¢(z) = s(z™) kadam realam polinomam s(z). Ja p(x) ir nulles polinoms, tad
p(x)g(x) = 0 jebkuram polinomam ¢(x). Ilegltais nulles polinoms apmierina uzdevuma
nosactjumus, tade] turpmak varam pienemt, ka p(x) # 0.

Apzimejam y = ™. Tad y™ ir polinoms ar realiem koeficientiem jebkuram nenegativam vese-
lam m. Katram sadam m ar r,,(z) apzimésim atlikumu, kas rodas, ja ar polinomu dalisanas
algoritmu izdala y™ = (™)™ ar p(z). Katram r,,(z) tad izpildas, ka deg(r,,) < deg(p).

Aplikojam polinomus 7o(z), 71(2), . . ., Tdeg(p)- Musu merkis butu atrast tadus koeficientus
50,515 - - - Sdeg(p), Kuriem izpildas

0+ 70(z) + 51 T1(T) + ++ + Sdeg(p) * Tdeg(p) = 0

Ja 8is vienadojums tiek uztverts ka lineara vienadojumu sistéma pret mainigajiem

50,81, -, 8deg(p), Kur sisteémas vienadojumi ir attiecigo koeficientu pie katras x pakapes

vienadiba ar 0 (zinams, ka deg(r.,) < deg(p)), tad tiks ieglita sistéma ar deg(p) vienadojumiem
un deg(p)+1 mainigajiem. Ta ka sistéma ir homogéna un mainigo ir vairak neka vienadojumu,
tad sistemai eksisté bezgaligi daudz atrisinajumu, starp kuriem ar1 ir tadi, ka

(81,82, -+ Sdeg(p)) 7 (0,0,...,0).

Izvelamies sistemas risinajumu (sq, S, ..., Saegp)) 7 (0,0,...,0) un aplikojam polinomu
s(x) =50+ 51T+ + Sdeg(p) -299(P) No risinajuma Tpasitbam redzams, ka s(x) ir nenulles
polinoms. Ta ka r,(z) ir atlikums, polinomu dalisana dalot y™ ar p(z), tad p(z) dala
y™ — 1y (x) visam pielaujamam m vertibam. Lidz ar to p(x) arT dala
so- (1" —ro(@)) +s1- (Y — (@) + - F Saegr) - NP = Taegp) () =
= 5(y) = (so-ro(x) + 51 71(2) + -+ + Saeg(p) * Taeg(p)) =
= s(y)-
Tatad ¢(z) = s(y)/p(x) arT ir polinoms. Ta ka s(x) (un attiecigi arT s(y)) ir nenulles poli-

noms, tad ¢(x) arT ir nenulles polinoms. Lidz ar to meés esam ieguvusi nenulles polinomu
q(z), kuram p(z)q(x) = s(z"), kas dod uzdevuma prasito.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijjums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts - apliikoti polinoma y™ dalisanas atlikumi, dalot ar p(x).

e 2 punkti - iegita izteiksme sq - ro(x) + 51 - 71(2) + - - + Sdeg(p) * Tdeg(p) = 0 ar nenulles
koeficientiem s;.
* 1 punkts - apliko So izteiksmi.
* 1 punkts - secina, ka tai eksiste attiecigais sistemas risinajums
(517 8§20 Sdeg(p)) ?é (0/ 03 s 70)
e 2 punkti - pieradits, ka nenulles s(y) dalas ar p(x).

* 1 punkts - apliko nenulles polinomu s(x) ar ieprieks ieglitajiem koeficientiem.
x 1 punkts - apliko izteiksmi ar s; - (y* — r;(x)) un izdara secinajumu, ka ta dalas
ar p(z).

Dalibnieckam tiek atnemts 1 punkts, ja netiek aplikots gadijums p(z) = 0 un risinajuma
tiek veikta dalisana ar p(x).



5.uzdevums Dots naturals skaitlis n > 2. Rautinu kvadrats ar izmeriem n x n
nokrasots sahveida (pamisus balts un melns). Viena gajiena atlauts kvadrata izveleties
kadu riitinu un nomainit krasu uz pretéjo gan visam rutinam, kas atrodas viena
rinda, gan visam rutinam, kas atrodas viena kolonna ar izveléto riutigu (art izveletajai
rutinai tiek mainita krasa). Atrast visas n vertibas, kuram ir iespgjams panakt, ka
pec galiga gajienu skaita rutinu kvadrats bus vienkrasains.

Folklora

Atrisinajums. Pieradisim, ka prasito var sasniegt tikai gadijumos, ja n ir para.

Ja n = 2k ir para, tad prasito var sasniegt, vienu reizi izveloties katru no rutinam, kas
sakotnéji bija melnas. Acimredzami, ka gajienu seciba nav svariga, jo gajieni ir neatkarigi
cits no cita, un svarigs tikai ir reizu skaits, cik reizu jebkura rtutina ir maintjusi krasu. Ta ka
jebkura rutina var mainit krasu tikai tajos gadijumos, ja gajiena laika ir izveleta kada rutina
no aplukotas rutinas rindas vai kolonnas, tad reizu skaitu, kuros aplukota rutina mainija
krasu, var noteikt, saskaitot melno rutinu kopskaitu aplukotas rutinas rinda un kolonna.

e Ja riitina sakotneji bija melna, tad bez §is riitinas viena rinda ar to bija vel kK —1 melna
rutina. Analogiski, viena kolonna arT bija k — 1 melna rutina. Papildus tam pati rutina
ar1 vienu reizi mainis krasu. Lidz ar to kopejais reizu skaits, cik 81 rutina mainija krasu,
ir (k—1)+ (k—1)+1 =2k — 1, kas ir nepara skaitlis. Lidz ar to procesa beigas katra
melna riitina biis mainijusi krasu nepara skaitu reizu un kluvusi balta.

e Ja rutina sakotngji bija balta, tad viena rinda ar to bija k& melnas rutinas. Analogiski
viena kolonna ari bija k& melnas rutinas. Tatad kopejais reizu skaits, cik 81 rutina
mainija krasu, ir k + k = 2k, kas ir para skaitlis. Tatad proces beigas katra balta
rutina bus mainijusi krasu para skaitu reizu un palikusi balta.

Redzams, ka pec §1 procesa gan sakotnéji melnas, gan sakotneji baltas riitinas bis visas
kluvusas baltas, tadel prasitais tiks sasniegts.

Ja n ir nepara, tad apliikosim pirmas divas rindas. Redzams, ka sakotneji tajas kopuma
ir n melnas un n baltas ritinas. Viegli arT pamanit, ka jebkurs gajiens mainis krasu tiesi 2
vai n + 1 rutindm no pirmajam divam rindam (atkariba no ta, vai izveleta ritina atrodas
pirmajas divas rindas). Tatad katra gajiena no pirmajam divam rindam para skaits ritinu
mainis krasu.

Ja mes §is rutinas sadalam divas dalas: a un b, kur @ ir melno rutinu skaits pirmajas divas
rindas, kam noteikta gajiena laika krasa mainas uz balto, un b analogiski ir balto rutinu
skaits, kam krasa mainijas uz melno, tad varam ieverot, ka melno rutinu skaits pirmajas
divas rindas gajiena laika mainijas par b —a. Takdaa+b=2vaia+b=n+1= 2z, tad
a, b ir vienlaicigi vai nu abi para, vai arT abi nepara. Tas nozime, ka skaitlis b — a ir para.

Lidz ar to katra gajiena melno rutinu skaits pirmajas divas rindas mainas par para skaitli.
Ta ka sakotneji tas bija n - nepara skaitlis, tad nebus iespejams sasniegt bridi, kura tas
klis par 0 vai 2n - para skaitliem. Sie skaitli butu jasasniedz, lai pirmas divas rindas bitu
vienkrasainas, kas pierada, ka pie nepara n prasitais nav sasniedzams.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti - sniegta pareiza konstrukcija gadijjumam, ja n ir para.
e 3 punkti - pieradits, ka pie nepara n prasito nav iespejams sasniegt.

* 1 punkts - cenSas iegiit invariantu izteiksmi, apliikojot kadu izoletu laukuma
dalu.

* 2 punkti - risinajums tiek veiksmigi novests lidz galam.



6.uzdevums Rinda uzrakstiti skaitli 1,2,3,...,n. Divi speletaji, Maris un Filips,
secigi viens pec otra izsvitro kadu vel neizsvitrotu skaitli, Iidz rinda paliek tiesi 2
neizsvitroti skaitli; Maris sak speli. Ja 2 atlikusie skaitli ir savstarpeji pirmskaitli, tad
uzvar Maris, citadi uzvar Filips. Katram naturalam n > 4 noteikt, kurs speletajs var
garanteti uzvaret.

Folklora

Atrisinajums. Ja n ir nepara, tad uzvar Maris. Ja n = 4;6; 8, tad arT uzvar Maris. Ja n
ir para un n > 10, tad uzvar Filips. Aplukosim katru no siem gadijumiem atseviski.

e Ja n ir nepara, tad Maris pirmaja gajiena izsvitro skaitli n un sadala pargjos skaitlus
paros (1;2),(3;4),...,(n — 2;n — 1). Katram nakamajam Filipa gajienam, kura vins
izsvitro skaitli a, Maris atbild ar attiecigi otru skaitli no para, kura atrodas a. Viegli
redzams, ka Saja gadijuma pedejie 2 skaitli, kas paliks neizsvitroti, biis no viena
para. Ta ka viena par1 atrodas divi secigi naturali skaitli, kas vienmer ir savstarpeji
pirmskaitli, tad Maris bus uzvarejis.

e Jan = 8, tad Maris savos 3 gajienos izsvitro skaitlus 4;6;8 (ja Filips sava gajiena
izsvitro kadu no Siem, tad Maris var izveleties jebkuru citu no vel neizsvitrotiem
skaitliem). Ta ka parejie skaitli 1;2;3;5; 7 ir visi pa pariem savstarpeji pirmskaitli, tad
neatkarigi no Filipa gajieniem pedejie 2 palikusie skaitli btis savstarpeji pirmskaitli, kas
dos Marim uzvaru.

Gadijuma n = 6 Marim pietiek izsvitrot skaitlus 4;6, bet gadijuma n = 4 - izsvitrot
skaitli 4. No analogiskiem spriedumiem ka iepriekseja rindkopa redzams, ka Maris
uzvares neatkarigi no Filipa izveletajiem skaitliem.

e Jan = 2k > 10 ir para, tad Filips katra gajiena (iznemot pedgjo, ko aplikosim
atseviski) izsvitro jebkuru vel neizsvitrotu nepara skaitli, kas nav 3 vai 9. Aplikosim
divus gadijumus:

* Ja kada no gajieniem Maris izsvitro nepara skaitli, tad Filips savos turpmakajos
gajienos izsvitro visus parejos nepara skaitlus, ieskaitot 3 un 9. Ja kada bridi
nepara skaitli beidzas, tad Filips var svitrot atlikusos para skaitlus.

Viegli redzams, ka $aja gadijuma tiks izsvitroti (k — 1) + 1 = k nepara skaitli, kas
ar1 ir visu nepara skaitlu skaits rinda. Tatad divi atlikusie skaitli bus para skaitli,
kas nav savstarpéji pirmskaitli, jo abi dalas ar 2. Lidz ar to Filips bus uzvargjis.

* Atliek gadijums, ja Maris visos savos gajienos izsvitro tikai para skaitlus. Tada
gadijuma Filips seko sev definetajai stratégijai, iznemot pedejo gajienu. Taja
Filips izsvitro pedejo neizsvitroto para skaitli, ka atlikusos divus skaitlus atstajot
3 un 9, kas nav savstarpeji pirmskaitli, jo abi dalas ar 3. Tatad ar1 saja gadijuma
Filips ir uzvargjis.

Varam secinat, ka visi iespejamie gadijumi ir izsmelti, tatad uzdevums ir atrisinats.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti - pareizi atrisinats gadijums, kad n ir nepara.
e 1 punkts - atrisinats gadijums n = 4;6;8.

e 2 punkti - pareizi atrisinats gadijums, kad n > 10 ir para.



7.uzdevums Kada Karalvalstt ir 2021 pilseta. Visas §is pilsétas ir izvietotas
apli, piedevam no katras pilsetas uz pulkstenraditaja virziena esosajam nakamajam
101 pilsetam iziet vienvirziena cel§ (virziena no §is pilsetas uz nakamajam 101).
Katram no celiem brugis ir viena noteikta krasa. Zinams, ka celiem bruga krasa ir
izveleta ta, ka no jebkuras pilsétas uz jebkuru citu var aiziet pa tadu celu marsrutu,
kura nekadiem diviem celiem nav vienadas krasas brugis. Kads var but mazakais
iespejamais bruga krasu skaits Saja Karalvalst1?
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Atrisinajums. Ieviesisim virzitu grafu, kura pilsétas ir virsotnes un vienvirziena celi ir
virzitas Skautnes, no kuram katra ir nokrasota kada krasa. Pieradisim, ka mazakais iesp€jamais
krasu skaits ir 21.

Apzimesim virsotnes pulkstenraditaja seciba ka vy, v1, v, . . ., Uggg. Viegli redzams, ka no vy
1saka marsruta garums lidz vy, v, ..., v101 ir 1, idz 192, V103, - - - , V202 Ir 2, utt. Visgarakais
1saka marsruta garums ir no vy lidz vggg, kas ir 20.

Vispirms pieradisim, ka ar 21 krasu pietiek, lai izpilditu uzdevuma nosacijumus. Katram i,
kur 1 <7 < 20, izveidojam kopu

Vi= {U101(¢—1)+17 V101(i—1)425 « - - ,Ulou}

un nokrasojam visas skautnes, kuras iziet virziena ara no $is kopas virsotném i-taja krasa.
Visas tas skautnes, kuras sakas virsotne vy, nokrasojam 21. krasa. Ta ka starp jebkuram
divam virsotnem eksisté marsruts, kura garums neparsniedz 20, un o marsrutu var pielagot
ta, lai visas Skautnes, iznemot pedejo, butu 101 vienibu garas, tad jebkura $ada marsruta
skautne saksies V;, kura vel neviena Skautne nebija sakusies, kas acimredzami dod to, ka
visam skautnem bis dazadas krasas.

Pieradisim, ka ar 20 krasam nav iespgjams sasniegt prasito (mazaka krasu skaita pieradijums
ir analogisks). Pienemsim pretgjo, ka uzdevuma prasitais ir sasniegts ar 20 krasam. Aplakosim
skautnes, kuras ir 101 vienibu garas, t.i., savieno v; ar v;1101. leverosim, ka isakais marsruts
starp v; un v;19020 ir 20 skautnu garuma. Ta ka visam Skautném ir jabut dazadas krasas,
varam secinat, ka tas ir visas pieejamajas 20 krasas.

Ja apliiko marsrutu starp v; un v; 49020 = v;—1, ka art starp v;1101 un v;1100, tad redzams, ka
Siem marsrutiem parklajas 19 skautnes, iznemot Skautnes starp v; un v; 1101, ka art v;_; un
vir100- 1a ka parejam 19 skautném ir zinama krasa un ir tikai 20 krasas, var secinat, ka $tm
Skautném ir vienada krasa. Atkartojot So spriedumu, ir iespgjams iegit, ka visam Skautnem
ar garumu 101 ir viena un ta pati krasa, kas ir pretruna ar to, ka tas bija nokrasotas 20
dazadas krasas.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti - uzradita pareiza konstrukcija 21 krasai.
e 3 punkti - pieradits, ka nevar but tikai 20 krasu.

* 1 punkts - secina, ka marsrutam starp v; un v; 19999 jabtit nokrasotam visas 20
krasas.

* 2 punkti - iegtst, ka visam skautném garuma 101 jabit viena krasa.



8.uzdevums Sauksim divu nogrieznu krustpunktu par gandriz idealu, ja katram
no nogriezniem attalums starp mineto krustpunktu un nogriezna viduspunktu ir
vismaz 2022 reizes mazaks par nogriezna garumu. Pieradit, ka eksiste slegta lauzta
Iinija, kura katrs nogrieznis krustojas ar vismaz vienu citu nogriezni un visi nogrieznu
krustpunkti ir gandriz ideali.

BW 2021 Shortlist

Atrisinajums. Aplukojam divus vienadmalu trijsturus, kam sakrit apvilkto rinka Iiniju
centri un attiecigas malas paral€las. Apzimeésim Sos trijsturus ar AA;B;C7 un AA;ByCs.
Tad ka slegto lauzto lImiju izvelamies A; BoC1AsB1Co, kurai ir 3 nogrieznu krustpunkti.
Simetrijas del mums pietiek aplukot tikai vienu, tadel ar X apzimejam A;Cs un AsCy krust-
punktu.

Acimredzami, ka cetrsturis A; A;CoCy ir vienadsanu trapece, tadel trijsturi AA; XCp un
ACyX Ay ir vienadsanu un lidzigi. Tadel A;Cy = A3Cy un ’;(10); = g;g; Ja AA;ByCs
tiek vienmerigi palielinats un tuvinats AA; B1C} izméram, tad redzams, ka pie nosacijuma

1< ﬁ;g; < 2023 hrasitais tiks sasniegts. Tada gadijuma nogrieznim attalums starp krust-

2022
: - - 12022 _ 1 .
punktu un viduspunktu bus mazaks par 5 — {57 = 5555 110 nogriezya garuma.

Piezime. Eksiste arT vairakas citas konstrukcijas ar daudzsturu palidzibu, kas balstas risinajuma
izmantotaja trapeces ideja.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 4 punkti - uzdota pareiza konstrukcija, kas izpilda uzdevuma nosacijumus.

e 1 punkts - paskaidrots, kadel krustpunktiem izpildisies nepieciesama 1pasiba.



9.uzdevums Dots Cetrsturis ABC'D, kurs ir ievilkts rinka lija 2. Taisnes AB
un C'D krustojas punkta P, bet taisnes AD un BC krustojas punkta . Trijstura
AAPQ apvilkta rinka Imija krusto Q punkta R # A. Pieradit, ka taisne C'R krusto
nogriezni PQ) ta viduspunkta.

BW 2021 Shortlist

1. atrisinajums. Pienemsim, ka taisne C'R krusto nogriezni PQ) punkta M.

Ta ka ap cetrsturi RPQA var apvilkt rinka lIimiju, tad ZRPM = ZRPQ = ZRAD. No otras
puses, ap cetrsturi RADC' art var apvilkt rinka limiju, tapéc secinam, ka ZRAD = ZRCP.
Lidz ar to ZRPM = ZRCP. No apgrieztas pieskares Tpasibas izriet, ka taisne M P ir ARC' P
apvilktas rinka Iijas pieskare. Savukart, no pieskares - sekantes Ipasibas izriet, ka:

MP?*= MR- MC.

Ta ka ap cetrsturi RPQA var apvilkt rinka Imiju, tad ZMQR = ZPQR = ZBAR. No otras
puses, ap cetrsturi BAC'R var apvilkt rinka Imiju, tapéc secinam, ka /BAR = ZRCB =
/ZRCQ. Lidz ar to ZMQR = ZRC(Q). No apgrieztas pieskares Tpasibas izriet, ka taisne MQ
ir ARQC apvilktas rinka linijas pieskare. Savukart, no pieskares sekantes pasibas izriet, ka:

MQ?= MR- MC.

Secinam, ka MQ? = MP? = MR- MC = MP = MQ. Tas nozimé, ka punkts M ir
nogriezna PQ viduspunkts, kas arT bija japierada.

Vertesanas kritériji 1. atrisinajumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir $ads (punkti
nesummeéjas dazadiem risinajumiem):

e 2 punkti - pieradits, ka MP?> = MR- MC.
* 1 punkts - pieradits, ka LM PR = /ZMCP.

* 1 punkts - pieradijums talak tiek novests Iidz galam .
e 2 punkti - pieradits, ka MQ?* = MR- MC.

* 1 punkts - pieradits, ka LZMQR = ZMCQ.

* 1 punkts - pieradijums talak tiek novests lidz galam .

e 1 punkts - veikts gala secinajums.



2. atrisinajums. Ar F apzimésim taisnes C'R krustpunktu ar trijstirim AAPQ apvilkto
rinka Imniju.

Ta ka piecsturiem ABC DR un APEQR var katram apvilkt rinka Iiju, tad varam secinat,
ka
/CDA=/CRA=/ERA = ZEQA.

Ta ka LODA = ZEQA, iegiistam, ka CD || EQ.
Analogiski var iegtt, ka
ZABC =180° — ZCRA =180° — ZERA = ZAPE.

No ZABC = ZAPE var secinat, ka BC' || EP.

Ta ka D,C, P un B,C,Q ir attiecigi kolineari, secinam, ka CQ || EP un CP | EQ jeb
cetrsturis CPEQ ir paralelograms. CPFE(Q diagonale EC, kas ir taisne RC', krusto otru
paralelograma diagonali PQ tas viduspunkta, kas pierada prasito.

Vertesanas kriteriji 2. atrisinajumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts - ievies punktu F, t.i., taisnes CR un AAPQ apvilktas rinka Iinijas krust-
punktu.

e 2 punkti - pieradits, ka CD || EQ vai BC || EP.

e 2 punkti - risinajums talak tiek novests lidz galam.



10.uzdevums Dots trijsturis AABC, kura AB < AC. Uz nogriezna AC' izvelets
tads punkts D, ka AB = AD. Punkts X ir izvelets uz nogriezna BC' ta, ka nogrieznu
garumiem izpildas sakariba BD? = BX - BC. Trijstiiru AXDC un AABC apvilktas
rinka Iijas krustojas punkta M # C. Pieradit, ka taisne M D iet caur trijstura
ANABC apvilktas rinka linijas loka U BAC' viduspunktu.

Uzdevuma autors: Kims Georgs Pavlovs, Ilmars Stolcers

\ J

Atrisinajums. Ar N apzimésim taisnes M D krustpunktu ar AABC' apvilkto rinka Iiju.
Doto garumu sakaribu var parrakstit sekojosi:

BD _BC
BX  BD
Ta ka trijsturiem ADBX un ACBD ir kopigs lenkis ZCBD, tad secinam, ka ADBX ~

ACBD. Tas nozime, ka ZBXD = /ZBDC ka lidzigos trijsturos atbilstosie elementi.
Ieverosim, ka tad art ZADB = ZDXC = «a, jo tie ir atbilstosie blakuslenki.

BD? = BX - BC =

Teverosim, ka, ta ka ap ¢etrsturi DX MC var apvilkt rinka Imiju, tad ZDXC = ZDMC =
/ZNMC = «. No otras puses, mes zinam, ka AD = AB, tapec ZADB = ZABD = « un
/BAD = /BAC = 180° — 2a.

Atzimesim ar1, ka ap piecsturi NABMC var apvilkt rinka Imiju, tapec ZNMC = ZNBC =
a un LZBAC = ZBNC = 180° — 2a. No ta var secinat, ka ZNBC = ZNCB = a. Tas
nozimé, ka NB = NC, no kurienes seko, ka punkts N ir loka U BAC viduspunkts.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts - pieradits, ka ADBX ~ ACBD.
e 1 punkts - pieradits, ka ZADB = ZDXC.
e 1 punkts - pieradits, ka /ZNBC = ZABD.

e 2 punkti - risinajums talak tiek novests lidz galam.
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11.uzdevums Dots saurlenku trijsturis AABC. Uz malas BC ir izvelets patvaligs
punkts D. Trijstuira AADB apvilkta rinka Imija krusto nogriezni AC' punkta M,
bet trijstura AADC' apvilkta rinka Iija krusto nogriezni AB punkta N. Pieradit,
ka trijstura AAMN apvilktas rinka linijas pieskares, kas vilktas punktos M un NV,
krustojas punkta, kurs atrodas uz nogriezna BC'.

Uzdevuma autors: Kims Georgs Pavlovs

\ J

Atrisinajums. Piegemsim, ka AM N D apvilkta rinka linija krusto nogriezni BC' punkta
T.

Ta ka ap cetrsturi ABDM var apvilkt rinka lmiju, tad LBAC = ZMDC = ZMDT.
No otras puses, ir zinams, ka ap cetrstiiri M N DT var apvilkt rinka Imiju, tapec ZM DT =
/ZMNT. Secinam, ka ZMNT = ZBAC. No apgrieztas pieskares Ipasibas izriet, ka TN ir
AAMN apvilktas rinka linijas pieskare.

Ta ka ap ¢etrsturi AN DC' var apvilkt rinka liniju, tad ZBAC = ZN DB. No otras puses, ir
zinams, ka ap ¢etsturi M NDT var apvilkt rinka Iiju, tapec LZNDB = ZNMT. Secinam,
ka ZNMT = Z/BAC. No apgrieztas pieskares Ipasibas izriet, ka MT ir AAMN apvilktas
rinka Imijas pieskare.

Tas nozime, ka punkts T ir AAM N apvilktas rinka linijas pieskaru punktos M un N krust-
punkts. Ta ka punkts T atrodas uz nogriezna BC|, tad prasitais ir pieradits.

Apskatisim gadijumu, kad trijstura AMND apvilkta rinpka lmija nekrusto nogriezni BC
kada punkta, kas ir atskirigs no D. Tada gadijjuma taisne BC ir AM N D apvilktas rinka
Iinijas pieskare.

Ta ka ap cetrsturiem AM DB un AN DC' var apvilkt rinka lIinijas, tad ZBAC = ZMDC =
/NDB. Ta ka taisne BC ir AMND apvilktas rinka lmijas pieskare, tad ZMDC =
/IMND =/ZNDB = /ZNMD. Secinam, ka ZBAC = ZMND = ZNMD. Tas nozime, ka
taisnes DN un DM ir AAM N apvilktas rinka linijas pieskares. Ta ka punkts D atrodas uz
nogriezna BC', tad arT $aja gadijuma prasitais ir pieradits.

12



Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 2 punkti - tiek ieviests punkts T, tas ir, AM N D apvilktas rinka linijas un nogriezna
BC krustpunkts.

e 1 punkts - pieradits, ka ZANDB = /MDC = Z/BAC.
e 1 punkts - risinajums talak tiek novests lidz beigam.

e 1 punkts - apskatits un pieradits gadijums, kad trijstura AM N D apvilkta rinka Iija
pieskaras nogrieznim BC'.
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12.uzdevums Dots trijsturis AABC, kura bisektrisu krustpunkts ir I. Ta ievilkta
rinka Iinija pieskaras malam AC un AB attiecigi punktos £ un F. Pienemsim, ka
taisnes BI un C1T krusto taisni E'F attiecigi punktos Y un Z. Ar M apzimésim
nogriezna BC' viduspunktu, bet ar punktu N apzimésim nogriezna Y Z viduspunktu.
Pieradit, ka AI || MN.

BW 2021 Shortlist

Atrisinajums Risinajums balstas uz sekojosu lemmu.

Lemma: Z/BYC = 90°.
Pieradijums: Pienemsim, ka ZBAC = 2a, ZABC =2 un LACB = 2v. Tada gadijuma:

/BAC + ZACB + ZABC = 180° => a + 3+~ = 90°

Teverosim, ka AF' = AFE ka pieskaru nogriezni, tapec:
1
/AFE = /AEF = 3 (180°— ZBAC)=90° —a=f+7v

Atzimesim, ka ZABY = ZFBY = f un ZECI = ~. Apskatisim trijstura ABFY argjo
lenki:

LAFY = /ZFBY + LZEY] = /ZEYI=/AFY —ZFBY =3+~v—-f=7

Tas nozime, ka ZEY I = ZECI = =, kas lauj mums secinat, ka ap cetrsturi EY C1I var
apvilkt rigka Iiniju. Ta ka ZITEC = 90°, jo ievilktas rinka linijas radiuss ir perpendikulars
pieskarei, tad ZIYC = ZBY C = 90°, kas arT bija japierada.

Analogiski var pieradit, ka Z/ZBZC = ZBY C = 90°, lidz ar to ap Cetrsturi BZY C' var apvilkt
rinka Imiju. Ieverosim, ka BM = MC = MZ = MY, jo ZM un Y M ir medianas taisnlenka
trijsturos ABZC un ABYC. Tas nozimé, ka AZMY ir vienadsanu. Tada gadijuma
MN 1 EF, jo mediana vienadsanu trijsturT ir arT augstums. leverosim, ka Al 1 EF, jo Al
ir lenka ZBAC bisektrise vienadsanu trijstint AAFE. Secinam, ka (Al || MN) L EF, kas
art bija japierada.
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Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti - pieradita lemma.

* 2 punkti - pieradits, ka ap ¢etrsturi IEY C var apvilkt rinka Imiju.

* 1 punkts - lemmas pieradijums talak tiek novests Iidz galam.
e 1 punkts - pieradits, ka trijsturis AY M Z ir vienadsanu.

e 1 punkts - risinajums talak tiek novests lidz galam.
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13.uzdevums Sauksim naturalu skaitlu pari (a,b) par draudzigu, ja skaitlis ab + 1
ir naturala skaitla kvadrats. Atrast visus naturalus skaitlus n, kuriem skaitlu kopu
{1,2,...,2n} var sadalit n draudzigu skaitlu paros.

Folklora

Atrisinajums. Apskatisim gadijumu, kad n ir para skaitlis. Tada gadijjuma n = 2k, kur
k ir naturals skaitlis. Pieradisim, ka kopu S = {1, 2,...,4k — 1,4k} var sadalit 2k draudzigu
skaitlu paros. Ieverosim, ka naturaliem skaitliem a un a + 2 ir speka 1pasiba, ka:

ala+2)+1=a’>+2a+1=(a+1)>

Tas nozimé, ka kopu S; = {i,i + 1,i + 2,7 + 3} var sadalit 2 draudzigos paros (i,i + 2) un
(i+1,i+3). Taka
S=5US5U---USy_3,

tad esam ieguvusi mekleto sadalijumu 2k draudzigos paros.

Tagad apskatisim gadijumu, kad n ir nepara skaitlis. Tada gadijjuma n = 2k + 1, kur &
ir naturals skaitlis, Pieradisim, ka kopu S = {1,2,...,4k, 4k + 1, 4k + 2} nevar sadalit 2k + 1
draudzigu skaitlu paros.

Apgalvojums: Skaitlis a = 2 (mod 4) var biit tikai parT ar skaitli b =0 (mod 4).
Pieradijums: Apskatisim patvaligu skaitli @ = 2 (mod 4) un skaitli b, ar ko tas var bt
part:

e Jab=1 (mod 4), tad ab+1=2-1+1 =3 (mod 4). Tacu tada gadijuma skaitlis ab+1

nevar but naturala skaitla kvadrats, jo naturalo skaitlu kvadrati dod tikai atlikumus 0
vai 1, dalot ar 4.

e Jab=3(mod4), tad ab+1=2-3+1=7=3 (mod4). Tatu tada gadijuma
skaitlis ab + 1 nevar but naturala skaitla kvadrats, jo naturalo skaitlu kvadrati dod
tikai atlikumus 0 vai 1, dalot ar 4.

?

b=4n+ 2, kur m,n ir veseli skaitli. Tada gadijuma:

e Ja b = 2 (mod 4), tad skaitlus a un b mes varam uzrakstit forma a = 4m + 2 un

ab+1=(MAm+2)4n+2)+1=16mn+8m+8n+5=5 (mod 8)

Tacu naturala skaitla kvadrati dod tikai atlikumus 0, 1,4, dalot ar 8, tapec ab+ 1 nevar
but naturala skaitla kvadrats.

Teverosim, ka kopa S ir L%J = k naturali skaitli, kuri dalas ar 4, bet k4 1 naturali skaitli,
kuri, dod atlikumu 2, dalot ar 4. Tas nozime, ka vienam no Siem k + 1 skaitliem nebiis
attieciga skaitla pari. Lidz ar to varam secinat, ka gadijuma, kad n = 2k + 1, uzdevuma
prasito izdarit nevares, kas art bija japierada.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts - pieradita konstrukcija prieks gadijuma, kad n ir para skaitlis.
e 2 punkti - pieradits apgalvojums.

* 1 punkts - pieraditi gadijumi, kad b =1 (mod 4) un b =3 (mod 4).
* 1 punkts - pieradits gadijums, kad b = 2 (mod 4).

e 2 punkti - gala spriedums, kapec pie nepara n skaitlus nevares sadalit vajadzigajos
paros.
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14.uzdevums Doti 20 dazadi naturali skaitli, kas neparsniedz 397, apzimesim to
kopu ar A. Pieradit, ka jebkuram naturalam n var no kopas A izveléties cetrus (ne
noteikti dazadus) elementus @1, xo, x3, x4, kuriem x; # x5 un

(x1 —x9)n = 23 — x4 (mod 397).

BW 2021 Shortlist

Atrisinajums. Ieverosim, ka 397 ir pirmskaitlis. Vispirms apskatisim gadijumu, kad n ir
skaitla 397 daudzkartnis. Tada gadijuma prasito kongruenci var parrakstit sekojosi:

x3—xy =n(x; —x9) =0 (mod 397)

Teguito kongruenci var apmierinat, ja 3 = z4. Tada gadijuma skaitlu z1, x4 izvele ir patvaliga,
iznemot nosactjumu, ka tie nav vienadi. Secinam, ka Saja gadijuma uzdevuma prasito var
izdartt.

Apskatisim gadijumu, kad skaitlis n nedalas ar 397. Parrakstisim doto kongruenci sekojosi:

(r1 —x2)n =23 — x4 (mod 397)

nry + T4 = nxe +x3  (mod 397)
leverosim, ka eksiste 20-20 = 400 dazadu skaitlu paru (z;, ;) ar Ipasibu, ka abi skaitli pieder
kopai A. Tacu pie fikseta n izteiksme nx; + x; var pienemt tikai 397 vertibas pec modula
397, tas ir vertibas 0,1,2,...,396. Péc Dirihle principa tada gadijuma izriet, ka eksiste 2
dazadi skaitlu pari (z;, ;) un (zm,, z,) ar Ipasibu, ka:

nT; + r; = Ny + T, (mod 397)

Mes varam panemt, ka x; = 1,2, = T2 un x; = T4, T, = v3. Atliek pieradit, ka z; # x,
kam ir jaizpildas pec uzdevuma nosacijumiem. Pienemsim pretejo, ka xy = o, tad:

nry + x4 = nag + 3 (mod 397)
= 0=n(r; —x) =23 — x4 (mod 397)
= xz3=2x4 (mod 397)

Ta ka x3, x4 < 397, tad secinam, ka x3 = x4, tacu tada gadijuma atrastie pari (:pi,xj) un
(T, x,) ir vienadi, kas ir pretruna ar to, ka tie ir dazadi. Lidz ar to misu piepémums ir
aplams un x; # 5. Meklétie skaitli ir atrasti.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts - pieradits gadijums, kad skaitlis n ir skaitla 397 daudzkartnis.
e 4 punkti - pieradits gadijums, kad skaitlis n nedalas ar 397.

* 1 punkts - kongruence parveidota forma nz; + x4 = nas + x3 (mod 397)

* 2 punkti - spriedums par to, ka eksistes 2 dazadi skaitlu pari (z;, z;) un (2,,, ,),
kuriem ir speka ipasiba, ka nx; + z; = na,, + z, (mod 397).

* 1 punkts - pieradits, ka x1 # w».

17



15.uzdevums Katram nenegativam veselam skaitlim ¢ ar d; apzimésim skaitla 2°
pirmo ciparu. Pieradit, ka ikkatram naturalam skaitlim n eksiste cipars, kas virkne

do,dy, . .., dy1 ir sastopams mazak neka % reizes.
BW 2021 Shortlist
Atrisinajums. Acimredzami, ka apgalvojums izpildas, ja n = 1, tadel pienemsim, ka
n > 2. Ar k apzimesim reizu skaitu, cik reizes virkné dy, ds,...,d,_; paradas cipars, kurs

sastopams visretak.

Tada gadijuma ciparu 5, 6, 7, 8, 9 kopejais virkne paradiSanas reizu skaits ir vismaz 5k. Varam
ieverot, ka pec jebkura cipara 5,6, 7, 8,9 nakamais cipars ir 1, tadel 1 saja virkne paradas art
vismaz bk reizu. Vienigais iznémums varetu but, ja kads no cipariem 5,6,7,8,9 ir pedejais
virknes cipars, ta¢u to kompense tas, ka virkne sakas ar vieninieku.

Papildus tam varam ieverot, ka peéc jebkura cipara 1 nakamais bus vai nu cipars 2, vai
3. Tatad sSo ciparu kopejais paradisanas biezums arl ir vismaz 5k reizu. Iznémums ir tad, ja
pedgjais virknes cipars ir 1, tacu tada gadijuma no misu ieprieksejas rindkopas sprieduma
var secinat, ka cipars 1 virkneé paradas vismaz 5k 4 1 reizi, jo janem véra vel virknes pirmais
cipars, kas ir 1.

No siem spriedumiem varam secinat, ka vieniga vel nenosaukta cipara 4 paradiSanas reizu
skaits nevar bt lielaks par n — 15k. Ta ka cipari 8 un 9 var paradities tikai pec cipara 4, $o
ciparu kopegjais paradiSsanas reizu skaits arl nav lielaks par n — 15k. Bet abi Sie cipari kopa
paradas virkne vismaz 2k reizu, tadel n — 15k > 2k = k < %

Lai pieraditu, ka iegtita nevienadiba ir stingra, pienemsim pretejo, ka eksiste kada n vertiba,
kurai n = 17k. Tas nozime, ka visos ieprieksejos spriedumos iegiitajam nestingrajam
nevienadibam ir jabut vienadibam. Lidz ar to katrs no cipariem 5,6, 7,8,9 virkne paradas
tiesi k reizu un cipars 1 paradas tiesi 5k reizu. Ta ka d3 = dy3 = dog = 8, tad cipars
8 paradas vairak par vienu reizi virkné dgy,dy,...,d;7—1 un vairak neka divas reizes virkne
d(), dl, N ,d17,1. Tatad k > 3.

Pieradisim, ka ikviena 17 secigu virknes loceklu apaksvirkné vismaz 5 reizes paradas cipars
1. Ta ka skaitliem 2¢, 271 .. 2716 pirmais skaitlis ir tiesi 65536 reizu mazaks par pedejo
skaitli, tad pedejam skaitlim ir vismaz par 4 cipariem vairak neka pirmajam skaitlim. Ta
ka mazaka divnieka pakape, kurai ir noteikts ciparu skaits, noteikti sakas ar ciparu 1, tad
starp skaitliem 27,21 ... 2916 vismaz 4 pirmais cipars ir 1. Ja 2° pirmais cipars ir 1, tad
acimredzami ir vismaz 5 skaitli ar pirmo ciparu 1, bet, ja 2! pirmais cipars ir lielaks par 1,
tad pedejam skaitlim ir vismaz par 5 cipariem vairak par pirmo, tadel tapat starp skaitliem
ir vismaz 5 ar pirmo ciparu 1.

Atliek ieverot, ka virkné dy, dy, ..., ds.17_1 cipars 1 paradas vismaz 16 reizu, jo
23~17—1 — 250 _ (210)5 — 10245 > (103)5 — 1015’
kas nozime, ka skaitlim 23171 ir vismaz 16 ciparu. Ta ka jebkura apaksvirkne

di7i, di7it1, - - -, di7iy1)—1 cipars 1 paradas vismaz 5 reizes, tad virkne dy, dy, . .., di7x—1 cipars
1 paradas vairak neka 5k reizu, kas ir pretruna ar pienemumu un pierada, ka k < .

18



Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti - ieguts novertejums k < 1% vai kads lidzigs nestingrs novertejums.
* 1 punkts - iegtts, ka cipars 1 paradas vismaz 5k reizu.
* 1 punkts - no augsas noverte ciparu 8 un 9 biezumu.

* 1 punkts - ieglist novertejumu.

e 2 punkti - iegiits stingrs novertejums (ja uzreiz tiek iegiits stingrs novertejums, tad
summejas klat ieprieksgjie 3 punkti).

* 1 punkts - iegiist, ka jebkura apaksvirkné ar garumu 17 ir vismaz pieci cipari 1.

* 1 punkts - secina, ka nevienadibai jabut stingrai.

Dalibniekam tiek atnemts 1 punkts, ja kads no novertéjumiem nav precizs (pieméram,
nepaskaidro pirma cipara 1 nemsanu véra) vai arT uzdevuma otraja dala neuzrada skaitliskas
vertibas novertejumu stingribai.
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16.uzdevums Atrast visus naturalu skaitlu trijniekus (a, b, p), kur p ir pirmskaitlis,
ar 1pasibu, ka abi skaitli a+0b un ab+1 ir skaitla p pakapes ar naturaliem kapinatajiem
(ne obligati vienadiem)

Uzdevuma autors: Kims Georgs Pavlovs

Atrisinajums. Apskatisim gadijumu, kad p ir nepara skaitlis. Pienemsim, ka ab+ 1 = p”
un a + b = p*. Acimredzami, ka v > u. leverosim, ka:

ab+1+at+b=(a+1)b+1)=p"(p™"+1)
ab+1—a—b:(a_1>(b_1):pu(pv—u_1)

Apgalvojums: Tikai skaitli a +1,b— 1 vai arTa — 1,0+ 1 dalas ar p.

Pieradijums: Ieverosim, ka a+1 un a—1 nevar vienlaicigi dalities ar p, jo preteja gadijuma
p dalaa+1— (a—1) = 2, kas ir pretruna ar to, ka p ir nepara pirmskaitlis. Atzimeésim
art, ka @ + 1 un b 4 1 nevar vienlaicigi dalities ar p, jo tada gadijuma to summa a + b + 2
arT dalas ar p. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka a + b dalas ar p, jo a + b = p¥, tacu
tada gadijuma 2 dalas ar p, kas ir pretruna ar to, ka p ir nepara pirmskaitlis. Analogisku
spriedumu var veikt, lai secinatu, ka skaitli @ — 1 un b — 1 arT nevar dalities vienlaicigi ar p.
Secinam, ka tikai skaitli a + 1,0 — 1 vai a — 1,b + 1 var dalities ar p, kas arT bija japierada.

Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka a + 1,0 — 1 dalas ar p. Otrs gadijums ir analogisks.
Tada gadijuma v,(a + 1) = v,(b — 1) = u, kur ar v,(x) tiek apziméta augstaka pirmskaitla
p pakape, ar ko dalas z. Tada gadijuma:

a+1=p'c un b-—1=ply,

kur z, y ir nenegativi veseli skaitli, kas nedalas ar p. Ievietojot to ieprieks iegtitajas sakaribas,
ieglisim, ka:

pra(p'y+2)=p'(p" " +1) = play+2r=p" " +1

pPly(pie —2) =p"(p"" = 1) = play -2y =p"" -1
Atnemot sava starpa pedgjos 2 vienadojumus, iegusim, ka:

2 +2y=2 = v+y=1

Atcerésimies, ka a = p*x — 1 un b = p"y + 1 ir naturali skaitli. Tada gadijjuma sakariba
x 4+ y = 1 var bit apmierinata tad un tikai tad, ja x = 1,y = 0. Tas dod mums trijnieku
(a,b,p) = (p* — 1,1, p), kur w ir patvaligs naturals skaitlis.

Samainot vietam a,b (ko drikst darit, jo sakaribas ir simetriskas attieciba pret a,b), var
atrisinat otro gadijumu (kad a—1 un b+1 dalas ar p) un iegit trijnieku (a, b, p) = (1, p*—1, p),
kur u ir patvaligs naturals skaitlis.

Atliek atrisinat gadijjumu, kad p = 2. Pienemsim, ka ab+ 1 = 2", a + b = 2*. Acimredzami,
ka v > u un skaitli a, b ir nepara. Ieverosim, ka:

ab+14+a+b=(a+1)(b+1)=2"2""+1)
ab+1l—a—-b=(a—1)(b—1)=2"(2""" -1
Atzimesim, ka viens no skaitliem a + 1,a — 1 dalas ar 2, bet nedalas ar 4. Ja u = 1, tad
viegli iegut, ka a = b = 1, tapec pienemsim, ka v > 1. Tada gadijjuma viens no skaitliem
a+1 un b+ 1 nedalas ar 4, jo pretgja gadijuma skaitlis 4 dala (a +1) + (b+ 1) = 2%+ 2, kas
acimredzami ar 4 nedalas. Tas nozime, ka:
va(a+1)=wmb—-—1)=u—-1 vai ma—1)=wnb+1l)=u-1

Apskatisim otro gadijumu, pirmais ir analogisks. Tada gadijuma:

a—1=2""'2 and b+1=2""1,
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kur z,y ir nenegativi nepara skaitli. Ievietojot to ieprieks iegutajas sakaribas, iegusim, ka:

20 ly(2u 4 2) = 24(207 1) = 2Py +y=2"""+1
(v ly —2) =242V — 1) = 2Ty~ =2"""—1

Atnemot sava starpa pedéjos 2 vienadojumus, iegtsim, ka:
r+y=2

Padgja sakariba var biit apmierinata tad un tikai tad, ja z = 0,y = 2 vai © = y = 1. Sie 2
gadijumi dod mums atrisinagjumus (a, b, p) = (1,2%,2) un (a,b,p) = (2* +1,2* —1,2), kur u
ir patvaligs naturals skaitlis.

Samainot vietam a,b (ko drikst darit, jo visas sakaribas ir simetriskas attieciba pret a,b),
ieglisim atbildes prieks otra gadijuma.

Visi gadijumi ir apskatiti un uzdevums ir atrisinats.

Vertesanas kriteriji. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti - atrisinats gadijums, kad p ir nepara pirmskaitlis.
* 1 punkts - iegiits, ka (a+1)(b+1) = p*(p*"“+1) un (a—1)(b—1) = p*(p*~*—1).
* 1 punkts - pieradits, ka v,(a+1) = v,(b—1) =u vai y,(a — 1) = v, (b+ 1) = u.
* 1 punkts - risinajums talak tiek novests Iidz beigam.
e 2 punkti - atrisinats gadijums, kad p = 2.

* 1 punkts - pieradits, ka va(a+1) = p(b—1) =u—1vaivy(a—1) = 1n(b+1) =
u— 1.

* 1 punkts - risinajums talak tiek novests Iidz beigam.

Dalibniekam tiek atnemts 1 punkts, ja nav uzradita/pieminéta kada no atbildém.

21



