Baltijas Cela atlases 2023 atrisinajumi

l.uzdevums Atrast mazako realo konstanti N ar ipasibu, ka jebkuram trijsturim ABC,
kura malu garumi apzimeti ar a < b < ¢, izpildas nevienadiba

a Cc

< N.
b+c a+b

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka N = % der. Veiksim ekvivalentus parveidojumus:

a c <1
b+c¢c a+b 3

3ac < (b+c)(b+a)
3ac < b* +bc + ac + ab

b? + ba + be > 2ac

bla+b+c) > 2ac

[everosim, ka no trijstiira nevienadibas izriet, ka a +b > ¢ = a+ b+ ¢ > 2¢, tapec secinam,
ka b(a+b+c) > b-2c > a-2c=2ac. Ta ka dotajai nevienadibai ekvivalenta nevienadiba ir
patiesa, tad secinam, ka ar1 sakotneja nevienadiba ir patiesa, kas ar1 bija japierada.

Tagad pieradisim, ka, ja N < %, tad var atrast tadu trijsturi ar malu garumiem a < b < ¢,
kuram dota nevienadiba ir aplama. Aplukosim trijsturi ar malu garumiem a = 1,b = 1 + ¢,
¢ = 2 (sads trijsturis eksiste, jo izpildas trijstura nevienadiba malu garumiem). Ievérosim, ka:

a c 1 2
b+c a+b 3+¢ 2+¢

Lidz ar to varam secinat, ka

. 1 2 1 1
lim . =—-1==
e—034+€¢ 24+€¢ 3 3
No pirmaja rindkopa pieradita izriet, ka 3%6 . 2%5 < %, kas nozime, ka Sis lielums tiecas uz %

no apaksas. Tas nozime, ka neviena par % mazaka konstante nav iespejama, jo pie pietickami

mazas € vertibas dota izteiksme parsniegtu So konstanti.



2.uzdevums Pieradit, ka skaitlis "WVV3+ V2 + 'VV3 — V2 ir iracionals.

Atrisinajums. Pienemsim pretejo, ka skaitlis 10{)/ V3+V2+ 10{)/ V'3 — /2 ir racionals.
Apzimesim V3 + /2 = a, tada gadijuma

w/ w5 (V3-V2)(V3HV2) 11
ViV (V3+V2) (V3+Vv2) a

No musu pienemuma izriet, ka skaitlis a + % ir racionals.

Lemma Ja skaitlis a + l ir racionals, tad katram naturalam skaitlim n ir speka, ka skaitlis
a" + -5 ir racionals skalths
Pleradljums. Pieradisim So lemmu ar matematiskas indukcijas palidzibu. Ta ka skaitlis a + %

ir racionals, tad
1\° , 1
at—) —2=a+—
a a

ir racionals skaitlis. Lidz ar to mums ir indukcijas baze prieks n =1 un n = 2.

Pricks induktiva piepemuma pienemsim, ka skaitli a* + aik un o' + a,}_l ir racionali, kur

k > 2 ir naturals skaitlis. Tada gadijuma ieverosim, ka

k+1 k k—1

Tas nozime, ka skaitlis a**! + aklﬂ ir racionals skaitlis. Induktiva pareja pabeigta.

No pieradita izriet, ka:
1
a100+—a100 =V34+V2+V3-vV2=2V3

ir racionals skaitlis, tacu tas acimredzami ir iracionals - pretruna. Secinam, ka miuisu sakotnéjais

. — . — c 1. 100 100 . . . — — ..
pienemums ir aplams, Iidz ar to skaitlis V3+V2+ V/3 — /2 ir iracionals, kas ari bija
japierada.



3.uzdevums Ar R apzimesim realo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : R — R, kas
definetas realiem skaitliem, pienem realas vertibas un kuram visiem realiem x, y izpildas

zf(y) + flx+y) = (y+ 1 f(x) + f(y).

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalnevienadibu. Aplukosim P(0,y):

fy) = W+ 1f0) + fly) = 0= (y+1)f(0)

ST nevienadiba izpildas katram y. Panemot y =
y = —2, iegustam, ka 0 > —f(0) = f(0) >
f(0) =0,

0, iegiistam, ka 0 > f(0), Savukart, panemot
0. Lidz ar to 0 > f(0) > 0, kas nozime, ka

Aplukosim P(z,y) un P(y, x):

rf(y) + flz +y)
yf(x) + fly +x)

(AVARAVS

Saskaitisim §s divas nevienadibas kopa:
2f(x+y) 2 2f(2) +2f(y) = fle+y) = [flx)+ fy)
Pedeja sakariba ievietojot y = —x, ieglistam, ka:
f0) =02 f(z)+ f(-2) = —f(=2) = f(2).
Aplukojot P(x, —1), secinam, ka:
ef(=D+fla-1) = f(=1) = flz-1) = f(=D)(1 - x)
Aizvietojot x ar x + 1, ieglistam, ka:
fl@) =z —f(=1z
Ta ka — f(—x) > f(z), tad varam iegut, ka:
—f(=2) = f(x) 2 —f(-1)z = f(-z) < f(=D)z

No otras puses, sakariba f(z) > —f(—1)z aizvietojot x ar —zx, iegtusim, ka f(—z) > f(—1)x.
Esam ieguvusi, ka:

f(=Dz = f(=x) = f(-Dz = [f(-2) =zf(-1)

Tas nozime, ka visiem realiem skaitliem z vienlaicigi ir speka, ka f(z) = Cz, kur C ir patvaliga
reala konstante. Parbaudisim, ka visas sadas funkcijas tieSam der:

f(y) + fle+y) =+ Df(@)+ fy)
Cey+Cx+Cy>(y+1)Cx+Cy
Cry+Cx+Cy>Crxy+Cx+Cy

0>0

Secinam, ka §1 funkciju saime ir ar1 vienigie atrisinajumi.
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4.uzdevums Dots naturals skaitlis n > 2 un reali skaitli aq,as,...a, ar 1pasibu, ka
0 < a; < 1 katram naturalam 1 < < n. Pieradit, ka

l—al...an< 1
n S l4a+...4a,

Atrisinajums. Vispirms pieradisim lemmu.

Lemma: Dots naturals skaitlis n > 2 un reali skaitli 0 < x; < 1 katram naturalam skaitlim
1 <17 < n. Izpildas nevienadiba 1 + x9... +x, < n—14x125...7,.
Pieradijums. Pieradisim prasito ar indukciju pa n. Bazes gadijuma, kad n = 2, mums ir
japierada, ka:

1+ as <1l4+x09 = (17 —1)(22—1) >0
Pedeja nevienadiba ir acimredzami patiesa, jo 0 < x1,29 < 1. Pienemsim, ka naturalam
skaitlim k£ > 2 ir speka, ka:

izt . tap<(k—1)4+z129... 7%
Mums ir japierada, ka:
$1+$2+...+.Tk+1 Sk—i—a:lzvg...ka

No induktiva pienemuma un bazes izriet, ka:

T+ To+ ...+ T+ Tppr <
<(k—=1)4+ 9. .28 + Tpp1 <
S (/{3—1)+1+$1...$k+1 :1+I1$2...$k+1
Pedeja soli tika izmantota indukcijas baze skaitliem x5 ... 2, un xp,q, kur abi acimredzami

ir intervala [0; 1], tadel bazi drikst pielietot. Induktiva pareja ir izdarita, lidz ar to lemma ir
pieradita.

Parrakstisim ekvivalenti pieradamo nevienadibu:

1—a1...an< 1
n “1+a1+...4a,
(1—ay...ap)(l+a1+as+...+a,) <n

No lemmas izriet, ka:
(l—ay...an)(l+a1+...4+a,) <(1—ay...a,)(n+a;...a,)
Lidz ar to mums atliek pieradit, ka:

(1—ay...ap)(n+ay...a,) <n

n—(ar...a,)* —(n—1)(ar...a,) <n
(ar...an)(n—1+ay...a,) >0

Pedeja nevienadiba ir acimredzami patiesa.



5.uzdevums Dots nepara naturals skaitlis N > 3. Badmintona turnira piedalas N
speletaji. Pirms turnira sakuma lidzjuteji sastada speletajus rinda secigi péc ta, cik viniem
labi skiet speletaji, sakot ar vislabako un beidzot ar visvajako (spelétaju ar vienadiem
vertejumiem nav). Turnira laika katrs speletajs izspele vienu speli pret ikkatru citu
speletaju, un katra spele viens no speletajiem uzvar. Sauksim speli par parsteidzosu,
ja taja uzvar speletajs, kurs Iidzjuteju vertejuma bija novertets sliktak par savu pre-
tinieku. Péc turnira beigam speletaji tiek sastaditi rinda pec guto uzvaru skaita, sakot ar
speletaju, kurs uzvareja visvairak speles. Gadijuma, ja vairakiem speletajiem ir vienads
uzvaru skaits, vini sava starpa tiek sakartoti pec Iidzjuteju vertéjuma, sakot ar vislabak
noverteto.

Izradijas, ka pec turnira ieguta speletaju rinda sakrit ar pirms turnira izveidoto rindu.
Kads ir lielakais parsteidzosu spelu skaits, kas vareja notikt turnira?

Atrisinajums. Atbilde ir Y=REN=D gpgleg,

Sakotneji pieradisim, ka lielaks parsteidzosu spelu skaits nevar notikt. Apzimesim N = 2k + 1,
kur k£ ir naturals, ka ar1 speletajus ar aq,as,...,ay, kur a; apzime vislabako speletaju rinda
pirms turnira, ay — otro labako speletaju rinda pirms turnira utt. Ar W; apzimesim a; turnira
glito uzvaru skaitu.

Novertesim to spelu skaitu, kas nebija parsteidzosSas. Ieverosim, ka visas uzvaras, ko guva
ay, ir speles, kas nav parsteidzosas. Tatad ir vismaz W; neparsteidzosu spelu. Savas speles
as varéja uzvaret tikai viena parsteidzosa spele, kas butu pret a,, tadel ir vel vismaz Wy — 1
neparsteidzosu spelu. Sadu secingjumu var pielietot speletajiem lidz pat ap, kurs uzvaréja
vismaz Wy — (k — 1) neparsteidzosas speles. Tadel turnira notika vismaz

(k—1)k

Wi+ We—1)+...+ W= (k—=1)= W1 +Wat+ ...+ W) — 5

neparsteidzosu spelu.
Kopuma turnira giito uzvaru skaits sakrit ar spelu skaitu, t.i.,

ka labakie k speletaji guva vismaz —2,;11

ﬁ no uzvaram, kamer sliktakie k 4+ 1 speletaji kopa gutu

vairak neka 2’2% no visam uzvaram, tatad axy; ka labakais no slikto grupas gtitu vairak neka

no uzvaram. Tas nozimetu Wy < Wiy, kas ir pretruna. Secinam, ka labako k speletaju

NITZL = k(2k+1). Teverosim,

no visam uzvaram. Preteja gadijuma a; ka sliktakais

no labo grupas giitu mazak neka

1
2k+1
kopejais uzvaru skaits ir vismaz
k
Wi +Wot . W >k(2k+1) ——— =k
P e 2 T

Tatad turnira notika vismaz k? — @ = @ neparsteidzosu spelu. Lidz ar to parsteidzosu
spelu skaits nevar parsniegt

k(k+1)  k@k+1) UL O (v 3N —1)

E(2k+1) — = = = :

(2k+1) 2 2 2 8

Atliek pieradit, ka sadu parsteidzosu spelu skaitu var sasniegt. Skaidrs, ka visam ieprieksejam
nevienadibam jabut vienadibam, kas dod konstrukciju: a; uzvar speles pret a;_1,a;_o, ..., a;_,

kur ag = ayn, a_1 = ay_; utt. Visiem speletajiem tad ir vienads uzvaru skaits, tapec tie
bus nostaditi sakotneja seciba. Tada gadijuma k + 1 sliktakie speletaji kopuma dos k(k + 1)
parsteidzosas uzvaras, kamer labakie k speletaji dos kopuma 0+ 14 ...+ (k—1) = @
parsteidzosas uzvaras. Viegli parbaudit, ka Sie skaitli summa dod uzdevuma atbildi.



6.uzdevums Alfreds un Petrs spele speli. Viniem ir kapnes ar 56 pakapieniem.
Alfreds slepeni izvelas vienu no pakapieniem, un tad Petra uzdevums ir uzminet izveleto
pakapienu noteikta veida — vins sak speli kapnu apaksa un tad kapj augSup pa kapnem,
lidz apstajas uz sevis izveleta pakapiena. Ja $is pakapiens ir Alfreda izveletais, tad Petrs
uzvar. Preteja gadijuma Alfreds pasaka, vai vina izveletais pakapiens ir augstak vai
zemak. Tad Petrs atkal kapj (uz augsu vai leju) uz sevis izveletu pakapienu — ja tas ir
Alfreda izveletais, tad Petrs uzvar, ja ne, tad Alfreds pasaka, vai vina izveletais pakapiens
ir augstak vai zemak, un spele sadi turpinas.

Petrs speles laika drikst apstaties uz ne vairak ka 6 pakapieniem, ka art vins drikst mainit
savu kapSanas virzienu ne vairak ka 3 reizes. Uz kuriem pakapieniem (ja tadi ir) Petrs
drikst apstaties sava pirmaja gajiena, lai garantetu, ka, pareizi spelejot, vins uzvares (t.1.,
speles laika nostasies uz Alfreda izveleta pakapiena)?

Atrisinajums. Petram sava pirmaja gajiena janostajas uz 26. pakapiena no lejas.

Visparinasim speli — ar a apzimesim, cik reizes Petrs drikst apstaties uz pakapieniem, un ar b
apzimeésim atlauto kapsanas virziena mainu skaitu. Tad f(a,b) apzimes maksimalo pakapienu
skaitu, pie kuriem Petrs var garanteti uzvaret ar attiecigam mainigo vertibam. Ieverosim, ka
f(a,0) = a, jo Petram jaapstajas uz katra pakapiena, sakot ar apaksejo, jo virzienu nedrikst
maintt, tadel nevar izlaist kadu pakapienu. Ka art ieverosim, ka f(1,b) = 1, jo ir tikai viena
iespejama apstasanas, ar kuru noteikti jauzvar. Pieradisim, ka

fla,b) = f(a—1,b)+ f(a—1,b—1) + 1,

kur @ > 1 un b > 0. Ja Petrs kapj augSup, apstajas uz pakapiena un uzzina, ka Alfreda
izveletais pakapiens ir augstak, vins var garanteti uzvaret tikai tad, ja pakapienu skaits augstak
neparsniedz f(a — 1,b). Analogiski, ja Petrs kapj augsup, apstajas uz pakapiena un uzzina, ka
Alfreda izveletais pakapiens ir zemak, vins var garanteti uzvaret tikai tad, ja pakapienu skaits
zemak neparsniedz f(a — 1,b— 1), jo vinam biis jamaina kapsanas virziens. No ta var secinat,
ka, lai Petrs noteikti uzvaretu, pakapienu kopejais skaits nevar parsniegt abu aplikoto gadijumu
summu plus vienu pakapienu, uz kura Petrs sakotnéji apstajas (tas arl var but uzminamais),
jeb f(a—1,b)+ f(a—1,b— 1)+ 1. Analogiskus secinajumus var veikt arl gadijumam, ja Petrs
kapj uz leju.

Tas nozime, ka ieguta formula f(a,b) = f(a — 1,b) + f(a — 1,b — 1) + 1 ir patiesa. Kopa
ar iegutajam sakartbam f(a,0) = a un f(1,b) = 1 varam rekursivi izrekinat lielakas funkcijas
vertibas. Sastadam tabulu:

lol1]2]3
L[]t 11
2 2]3[3]3
313[6 7|7
4 [10]14[15
5 25 | 30

Kad Petrs pirmo reizi apstajas uz pakapiena, vinam ir uzvaroSa strategija, ja augstak nav
vairak par f(5,3) = 30 pakapieniem, bet zemak nav vairak par f(5,2) = 25 pakapieniem. Ta
ka kapnem kopuma ir 56 pakapieni, tas var izpildities tikai tada gadijuma, ja sava pirmaja
gajiena Petrs apstajas uz 26. pakapiena no apaksas.



7.uzdevums Dots regulars n-sturis, kas sadalits n — 2 trijsturos ar n — 3 diagonalem,
kas m-stura iekSiene sava starpa nekrustojas. Sadalijumu sauc par divkrasu, ja taja
izkrasots katrs no trijsturiem balts vai melns ta, ka jebkuri divi trijstiiri, kam ir kopiga
mala, ir dazadas krasas. Sauksim naturalu skaitli n > 4 par labi dalamu, ja regularam
n-sturim eksiste divkrasu sadalijums trijstiiros, kam izpildas 1ipasiba — no katras n-stira
virsotnes iziet vairak melnu trijsturu neka baltu. Noteikt visus labi dalamus skaitlus.

Piezime.  Trijsturis iziet no n-stiira virsotnes, ja viena no trijstira virsotném ir
aplukota n-stura virsotne.

Atrisinajums. Labi dalami ir visi naturali n > 6, kas dalas ar 3.

Sakotneji pieradisim, ka citas n vertibas nav iespejamas. Ar T' apzimesim starpibu starp melno
un balto trijsturu skaitu n-sturl. Novertesim So lielumu divos veidos:

e saskaitisim melno trijstiru malas un atnemsim balto trijsttiru malas. No nosacijumiem
zinams, ka ikviena diagonale n-sttir1 ir mala vienam melnam un vienam baltam trijsturim,
jo katri divi blakusesosi trijsturi ir dazadas krasas. Tatad diagonales So starpibu nei-
etekme. Vienigas trijstiru malas, kas nav ieskaititas, ir n-stiira malas. Katra n-stira
mala ir viena mala vienam trijstirim, lidz ar to melno trijstiru malas var bt maksimali
par n vairak neka balto trijstiiru. Ta ka malu skaits ir 3 reizes lielaks par trijstiiru skaitu,
tad T < %

e saskaitisim melno trijstiiru virsotnes un atnemsim balto trijsturu virsotnes. Visas tri-
jsturu virsotnes ir n-stiira virsotnes, kuram zinams, ka ikviena n-stiira virsotne ir virsotne
vairak melnos trijstiiros neka baltos. Velamo starpibu mes varam iegit, saskaitot katras
virsotnes piedalisanas reizes melnos trijsttiros un atnemot piedaliSanas reizes baltos, pec
tam sasummejot pa visam n-stiira virsotnem. Ta ka katrai virsotnei §1 lokala starpiba ir
vismaz 1, tad kopejais iegtitais lielums starpibai bus vismaz n. Ta ka virsotnu skaits ir 3
reizes lielaks par trijsturu skaitu, tad 7' > .

Varam secinat, ka 3 <7 < 2 = T = 3. Ta ka trijsturu skaita starpiba ir vesels skaitlis, tad
arT 3 jabut veselam. Tas iesp&jams tikai tad, ja 3 | n. Tatad citi naturali n nav labi dalami.

Pieradisim, ka jebkurs n > 4, kas dalas ar 3, ir labi dalams. Apzimesim n = 3m un sanumuresim
n-stura virsotnes V1, V5, ..., V3,,. Konstruesim derigu n-stura piemeru katram naturalam m > 2
ar indukcijas palidzibu. Bazes gadijums, kad n = 6, ir vienkarss — savieno diagonales Vi V3,
V3Vs un V5V un izkraso trijsturi Vi V5Vs baltu, parejos trijsturus ViVoVs, VsV, Vs un ViVl
izkrasojot melnus. Viegli parliecinaties, ka sads regulara sesstiira sadalijums un krasojums ap-
mierina visus uzdevuma nosacijumus.

Induktivaja pareja pienemsim, ka eksisté labs sadalijums pie n = 3m un paradisim, ka to
iegut pie n = 3(m+1). Aplukojam regularu 3(m + 1)-sturi. Novelkam diagonali V; V3, un dala
ar virsotnem Vi, Vo, ..., V3,1, V3, savienojam un izkrasojam visus trijstirus tapat ka regulara
3m-sturl. Skaidrs, ka visam virsotnem, iznemot V) un Vj,, prasitais joprojam izpildisies un
krasojums bts derigs. Talak savienojam diagonales Vi V5,10 un V3, V3,10 un izkrasojam tri-
jsturus — Vi Vi, Vi ao baltu, ViV, 3Vsmae un Vs, Va1 Va0 melnus. leverosim, ka art visam
Sim nosauktajam virsotnem izpildisies nepiecieSamais nosacijums par izejoSo trijstiiru krasam
(Vi un V3, izejoso trijsturu krasu starpiba netika ietekmeéta, un ta jau pienémuma izpildija
nosactjumu).



Atliek tikai parbaudit, ka jaunajam diagonalem izpildas krasojuma ipasiba. ViVj3,,.0 un
Vam Vamao ta acimredzami izpildas. leverosim, ka parejas laika visi jaunaplukotie trijstiri,
kas satur n-stiira malas, tika nokrasoti melni. ST ipasiba izpildas arT bazes gadijumam. Tas
nozime, ka ST 1pasiba piemit arl visiem iegiitajiem dalijumiem, tadel 3m-stirmt mala Vi V3, ir
dala no melna trijstura. 3(m + 1)-stur1 §1 mala kluva par diagonali un no otras puses tai tika
nokrasots trijsturis balts, tadel ar1 tai izpildas krasojuma ipasiba. Tatad iegutaja konstrukcija
visi uzdevuma nosacijumi izpildas, kas pierada, ka visi n > 4, kas dalas ar 3, ir labi dalami.



8.uzdevums Polarijas valsti 7 policisti ker zagli, kas parvietojas starp pilsetam. Di-
vas pilsetas tiek sauktas par kaiminiem, ja tas savieno tiesa divvirzienu dzelzcela Iiija.
Gan policisti, gan zaglis parvietojas starp pilsetam, izmantojot dzelzcela linijas. Katru
dienu vispirms policisti vienlaicigi veic vienu savu gajienu, un pec tam zaglis veic vienu
savu gajienu. Policists sava gajiena var izveleties palikt pilseta, kura vins Sobrid atro-
das, vai aizbraukt uz kadu no kaiminu pilsetam. Kad policisti ir veikusi savu gajienu,
zaglis var sava gajiena aizbraukt uz kadu no kaiminu pilsetam, ja taja tobrid neatrodas
neviens policists, vai arl palikt sava pasreizeja pilseta, ja taja neatrodas neviens policists
(jaievero, ka policista iebrauksana pilseta, kura tobrid atrodas zaglis, vel nenozime, ka
zaglis ir nokerts un process apstajas). Gan policisti, gan zaglis visu laiku zina visu cilveku
atrasanas vietu, ka arT policisti sava starpa sadarbojas. Zaglis ir ielenkts, ja vins sava
gajiena nevar aizbraukt uz nevienu no kaiminu pilsetam.

Vai ir iespejams, ka Polarija eksiste tads pilsetu un dzelzcela liiju izkartojums, ka

e ikvienai pilsetai ir tiesi 7 kaimini;
e nav iespejams aizbraukt no pilsetas un taja atgriezties, izmantojot mazak neka 7

dazadas dzelzcela linijas, iznemot gadijumus, kad braucejs nolemj braukt preteja
virziena pa kadu no aizbrauksanai izmantotajam dzelzcela linijam;

e neatkarigi no ta, kura pilseta ir zaglis un no kuram pilsetam policisti uzsak kersanu,
policisti vienmer var panakt, ka pec galiga dienu skaita zaglis tiek ielenkts?

Atrisinajums. Atbilde ir ne.

Parrakstisim uzdevumu grafu valoda, kur pilsetas ir grafa virsotnes un celi starp virsotnem ir
skautnes. Ieverosim, ka 1.nosacijums nozime, ka ikvienas virsotnes pakape ir 7, bet 2.nosacijums
nozime, ka 1saka cikla garums grafa nav mazaks ka 7. Pieradisim, ka zaglim eksiste gajienu
stratégija, lai pec nakama policistu gajiena vins nebutu ielenkts. To veidos divas dalas: 1)
izveleties labu virsotni sakuma; 2) izveleties labu gajienu katru reizi.

Sakuma aprakstisim otro dalu jeb ka izveleties labu gajienu. Pienemsim, ka zaglis atrodas
virsotneé R, un ar {1, xs,..., 7} apzimésim R kaiminus. Katram 1 < i < 7 ar S; apzimésim
tas 6 virsotnes, kas ir parejie z; kaimini bez R. Ar T; apzimésim tas virsotnes, kas ir S;
kaimini, neieskaitot z;. Ta ka grafa 1saka cikla garums ir vismaz 7, tad varam iegut katriem
i,7€{1,2,...,7}

1. z; € S; UT; (preteja gadijuma caur R ietu cikls ar garumu 3 vai 4);
2. 5;NS; =0 (preteja gadijuma caur R ietu cikls ar garumu 4);
3. SiNT; =0 (preteja gadijuma caur R ietu cikls ar garumu 5);
4. T; NT; = O (preteja gadijuma caur R ietu cikls ar garumu 6).

Kopuma var secinat, ka S; N T; nesatur nevienu virsotni no {x;} N S; N Ty, ja i # j.

Aplikosim tris gadijumus. Pirmais, pienemsim, ka ir kads R kaimins, piemeram, z;, kuram
neviena no kaiminiem (kopa S; U{R}), ka ari pasa z; neatrodas policists. Saja gadijuma zaglis
paliek uz vietas R (ieverosim, ka R $aja bridi nav policistu). Nakamaja gajiena neviens policists
nevar nonakt x, tadel zaglis nebus ielenkts.



Otrais, pienemsim, ka ikvienam 1 < ¢ < 7 kopa S; U {x;} atrodas policisti, bet R nav policistu.
Taka S;U{xz;} un S;U{x;} nav kopigu virsotyu, ja i # j, tad katra kopa S; U{z;} ir tiesi viens
policists. Varam ari ieverot, ka neviena no kopam 7; tad nesatur policistus. Ta ka zaglis Sobrid
nav ielenkts, tad viena no R kaiminiem nav policista, pienemsim, ka tas ir x;. Tas nozime,
ka virsotne s € S; atrodas policists. Ta ka x; ir vel 5 kaimini bez s un R, aplukojam vienu
no tiem, apzimejot s’. Ta ka s’ kaimini ir z; un dala no 77 (neviens kaimins nav no S, jo
tad butu cikls ar garumu 3 caur 1), neviena no tiem nav policista. Tadel zaglis sava gajiena
var pariet uz z;, un iegtitais nozime, ka nakamaja gajiena neviens policists nevares aiziet uz s,
tapeéc zaglis nebis ielenkts.

Tresais, pienemsim, ka policists parvietojas uz R. Ta ka zaglis Sobrid nav ielenkts, vismaz
viena no R kaiminiem, pieméram, x;, nav policistu. Zaglis nevar pariet uz x; tikai tad, ja vins
tiks ielenkts nakamaja policistu gajiena. Ta ka neviens R kaimins nepieder S; (citadi butu cikls
ar garumu 3), tad zagli var ielenkt z; tikai tad, ja parejie 6 policisti vares pariet uz Sy, t.i., tie
visi atrodas S; NT;. Ta¢u tada gadijuma {z} N Sy N Ty nesatur nevienu policistu, tapec saja
gadijuma zaglis var doties uz xo un netikt ielenkts. Lidz ar to zaglis var no situacijas iet uz x;
vai x5 un netikt ielenkts nakamaja gajiena.

Esam pieradijusi, ka zaglis var vienmeér veikt labu gajienu, ja vinS nav bijis ielenkts pirms
tam. Atliek pieradit, ka zaglis var izveleties labu virsotni sakuma, lai netiktu ielenkts pec
pirma policistu gajiena. Pienemsim, ka tada virsotne neeksiste. Tada gadijuma katrs policists
atrodas ne talak ka 2 skautnu attaluma no katras virsotnes, kura nav policista (citadi nebutu
iespejams kadam policistam nonakt kaiminu virsotne pirmaja gajiena, tadel zaglis nebutu ie-
lenkts). Skaidrs, ka eksisté virsotne R, kurai ir kads kaimins, kura nav policista — pretéja
gadijuma grafa butu cikls ar garumu 3 vai 4.

Zaglis speli uzsak virsotne R, kura nav ielenkta jau speles sakuma. Ar C' apzimesim virsotni,
kura ir policists un kura nav R kaimins. Ar z apzimeésim C un R kopigo kaiminu. Ta ka 1saka
cikla garums ir vismaz 7, tad x ir vienigais kopigais kaimins C' un R. No pienémuma policisti
vares ielenkt R sava pirmaja gajiena, tapec eksisté virsotne C’ # C, kura ir policists. Papildus
tam virsotne z nevar atrasties policists, jo policisti no C' un x nevar sasniegt citus R kaiminus
pirmaja gajiena (preteja gadijuma grafa butu cikls ar garumu 3 vai 4). No pienemuma izriet,
ka C’ jabut kaiminam x vai attaluma 2 no z (jo zaglis vareja uzsakt speli ar1 tur), ka art jabut
kaiminam R vai attaluma 2 no R. Ta ka x un R ir kaimini, tas nozime, ka grafa eksiste cikls,
kurs nav garaks par 5, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad misu pienémums ir
aplams, un laba virsotne, ko zaglim izveleties sakuma, eksiste.
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9.uzdevums Dots saurlenku trijsturis ABC, kura novilkts augstums AD (punkts D
atrodas uz malas BC). Ar H apzimets ABC' augstumu krustpunkts, pie tam zinams, ka
AH = HD. Ar ¢ apzimeésim taisni, kura iet caur punktu H un pieskaras trijstura BHC'
apvilktajai rinka Imijai. Punkti S un T ir taisnes ¢ krustpunkti attiecigi ar malam AB
un AC'. Nogrieznu BH un C'H viduspunktus apzimesim attiecigi ar punktiem M un N.
Pieradit, ka taisnes SM un T'N ir paral€las.

l.atrisinajums Ar X un Y apzimesim attiecigi nogrieznu AB un AC viduspunktus. leverosim,
ka XM ir viduslnija trijstart ABH, tapec XM || AD, savukart X H ir viduslinija trijsturt
ABD, tapec XH || BC. Taka AD L BC, tad XM 1 BC, bet XH || BC, tapec XH L XM
jeb ZMX H = 90°.

leverosim, ka ZSHB = ZHCB ka pieskares lenkis. Atzimesim, ka /HCB = /BAH =
90° — ZABC, jo punkts H ir trijstira ABC augstumu krustpunkts. Piedevam XM || AD,
tapec /BAH = /BXM. Secinam, /BXM = /SHB, kas nozime, ka ap cetrsturi XSMH
var apvilkt rinka lmiju. Tada gadijuma ZMXH = ZMSH = 90°.

Analogiski varam pieradit, ka ZNTH = 90°. Tas nozime, ka SM || T'N, kas ar1 bija japierada.

A
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2.atrisinajums Lidzigi ka 1.risinajuma ar X un Y apzimesim attiecigi nogrieznu AB un AC
viduspunktus un ieverosim, ka XH 1 AD un X, H,Y visi atrodas uz AABC' viduslnijas.
Papildus tam zinams, ka Z/SHB = ZHCB ka pieskares lenkis, bet /ZHCB = /BAH =
90° — LABC, jo punkts H ir trijstuira ABC augstumu krustpunkts.

Varam secinat, ka ABAH ~ ABHS péc pazimes ll, jo /ZSHB = /HCB = /ZBAH un
/HBA ir kopigs lenkis. Ieverosim, ka SM ir mediana trijsttirt BHS, un HX ir mediana
trijsturt BAH. Ta ka lidzigos trijsturos lenki pie attiecigajiem elementiem ir vienadi, tad
LMSH = ZAHX ka lenki pie attiecigajam medianam. Ieprieks ieguvam, ka XH 1 AD,
tatad ZAHX =90° = ZMSH.

Analogiski var pieradit, ka ZNTH = 90°. Tas nozime, ka gan taisne SM, gan taisne T'N
ir perpendikulara taisnei ST, tatad tas ir paralelas.

A
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10.uzdevums Dots dazadmalu trijsturis ABC. Punkti A;, By, C; ir viduspunkti at-
tiecigi ABC' apvilktas rinka linijas lokiem BC,CA, AB, kas nesatur attiecigi punktus
A, B,C. Punkti Ay, By, (5 ir izveleti ta, ka cetrsturi AB,A;C1, BA1ByCh un CACyB,
ir paralelogrami. Pieradit, ka trijsturiem AsByCy un ABC sakrit apvilkto rinka liniju
centri.

l.atrisinajums Sakotneji pieradisim lemmu.

Lemma. Trijstiira virsotni simetriski attelojot par tai blakus esoso apvilktas rinka linijas
loku viduspunktus savienojoso nogriezni, iegiist trijstiira ievilktas rinka linijas centru.
Pieradijums. Izmantojot ST uzdevuma apzimejumus, aplukosim virsotni A, tai blakus esoso
loku viduspunktus B; un (4, ka arT ar I apzimesim trijstura ABC ievilktas rinka linijas cen-
tru. Ieverosim, ka punktu trijnieki B, I, B; un C, I, katrs ir kolinears, jo trijstura bisektrise
iet caur preteja loka viduspunktu. Tatad ZB:C1A = ZBCiI = %AABC un LC1B1A =
LCBI = %ZACB, jo By un Cf ir loku viduspunkti. Tas nozime, ka AAB,C; = AIB;C}
péc pazimes Iml, jo B;CY ir So trijsturu kopiga mala. No ta acimredzami var secinat, ka A
simetriskais punkts attieciba pret B;C} ir I, kas pierada lemmu.

Ta ka punkts [ ir virsotnes A simetriskais attelojums par nogriezni B;C;, bet AB{A;C; ir
paralelograms, tatad As ir virsotnes A simetriskais attelojums pari nogriezna B;C} viduspunk-
tam, viegli var ieverot, ka punkti I un A, ir simetriski pret nogriezna B;C; vidusperpendikulu.

Formali to var pieradit loti dazados veidos, piemeram, Sadi. No ieprieks ieguita zinams, ka
ICl = AC’1 un 4[0131 = AAC’lBl, jO AABlgl = AIBlCl Ta ka ABlAQC’1 ir paralelo-
grams, tad AsB; = ACY, un LA,BC, = ZAC1By. Tas nozime, ka IC, = AC; = Ay;B; un
/1C\By = LZACY By = ZA3B1C4, no ka acimredzami, ka punktu I un A, attalums Iidz B,C;
ir vienads un IC;B; A, ir vienadsanu trapece. Bet vienadsanu trapece labi zinams, ka ta ir
simetriska pret pamatu vidusperpendikulu.

Tatad I un A, ir simetriski pret nogriezna B;C} vidusperpendikulu. Ieverosim, ka B;C} ir
horda trijsturim ABC apvilktaja rinka linija, lidz ar to St nogriezna vidusperpendikuls iet caur
ABC apvilktas rinka Iiijas centru, ko apzimesim ar O. Tacu $is vidusperpendikuls ir arT no-
griezna I Ay vidusperpendikuls iegutas simetrijas del. Ta ka O uz ta atrodas, tad OI = OAs,.

Lidzigus secinajumus varam veikt arl virsotnem B un C. To simetriskie attelojumi par loku
viduspunktus savienojosajiem nogriezniem péec lemmas arl biis punkts 7, tadel iegusim, ka
Ol = OA; = OBy, = OCj,. Tas nozime, ka As, By, Cy atrodas uz rinka linijas ar centru O un
radiusu O, kas pierada prasito.
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2.atrisinajums Izmantosim kompleksos skaitlus attieciba pret trijstura ABC' apvilkto rinka
Iiniju, kura biis vienibas rinka Imija. Pienemsim, ka A = a?, B = b, C' = ¢?, tada gadijuma
Ay = —bc, By = —ca un C7 = —ab. Ja O ir ABC apvilktas rinka linijas centrs, tad O = 0.

Izrekinasim punktu As, By, Cy koordinatas. Ta ka AB;A;Cy ir paralelograms, tad secinam,

ka:

A+ Ay, =B, +C4
a’>+ Ay = —ac — ab
Ay =—ala+b+c)

Analogiski varam iegtt, ka By = —b(a+b+c¢) un Cy = —c(a + b+ c). Izrekinasim |OA,|%. Tas
ir vienads ar:

043" = (0 — 4:)(0 — 4,) =
=0+ala+b+¢)(0+ala+b+c)) =

:(a(a+b+c))(é- <%+%+%>) =

1 1 1
= b S
(a+ +c)(a+b+ )

C

Analogiski varam iegut, ka:

1 1 1
|OBs|* = |0Cy> = (a+b+c) (— + -+ _)
a b ¢

Tas nozime, ka OA; = OBy, = OC5 kas nozime, ka punkts O ir trijstura A, B,Cs apvilktas
rinka Iijas centrs.
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11.uzdevums Dazadmalu trijstura ABC' apvilktas rinka linijas centrs ir punkts O.
Malu AB un AC' vidusperpendikuli krusto augstumu, kas vilkts no virsotnes A pret
malu BC', attiecigi punktos P un ). Punkts S ir trijstura OPQ apvilktas rinka linijas
centrs, savukart punkts M ir malas BC' viduspunkts. Pieradit, ka ZBAS = ZCAM.

l.atrisinajums Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka AB < AC'. leverosim, ka ZBAP =
90° — LZABC'. Ta ka punkts O ir apvilktas rinka linijas centrs, tad AO = OC un LAOC =
2/ABC, no ka izriet, ka ZOAC =90° — ZABC'. Lidz ar to ZBAP = ZC AQ. leverosim, ka:

LBAS = ZBAP + /ZPAS un ZCAM = /ZCAO+ LOAM

Tas nozime, ka mums ir pietiekami pieradit, ka ZOAM = Z/PAS.

Pienemsim, ka trijsturim ABC apvilktas rinka Iijas pieskare punkta A krusto nogriezni BC'
punkta 7. Tada gadijuma ZOAT = ZOMT = 90°, kas nozime, ka ap cetrsturi ATMO var
apvilkt rinka lmiju. Lidz ar to ZOAM = ZOTM, tapec mums ir pietiekami pieradit, ka
ZOTM = ZPAS.

Ar X un Y apzimesim nogrieznu AB un AC' viduspunktus, tada gadijjuma ZAXO = 90° =
ZAYO = 90°. leverosim, ka ZBAP = 90° — ZABC, kas nozime, ka /XPA = ZOPQ =
ZABC. Atzimesim, ka ZQAC = 90° — LZACB, tapec ZOQP = ZACB. Tas nozime, ka
ANOPQ ~ AABC pec diviem vienadiem lenkiem.

Ieverosim, ka /XOA = %AAOB = LZACB = ZOQP, kas nozime, ka OA ir trijstura OPQ
apvilktas rinka linijas pieskare punkta O. Tacu tada gadijuma LPAS = ZOT M ka lenki starp
atbilstosajiem elementiem lidzigos trijsturos ABC un OP(Q). Prasitais ir pieradits.
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2.atrisinajums Lidzigi ka l.atrisinajuma ar X un Y apzimesim attiecigi malu AB un AC
viduspunktus. Papildus ieviesisim nogriezna Q)P viduspunktu N. No jau 1l.risinajuma iegiita
zinams, ka /ZBAP = ZC'AO = 90° — LZABC'. Zinams ar1, ka /XPA = Z0OPQ = LABC =
90° — ZBAD un Z0OQP = ZACB = 90° — ZQAC, tadel AOPQ ~ NABC pec pazimes .

Lidzigos trijsturos lenki pie atbilstosajiem elementiem ir vienadi, tadel ZQON = ZCAM un
ZQ0OS = ZCAO ka lenki pie atbilstosajam medianam un radiusiem trijsturos OPQ un ABC.
Atceresimies, ka /BAP = ZCAO = ZQ0S. Izsakot lenkus

LOAM = ZQON = ZQOS + ZSON un «ZBAS =/BAP+ ZPAS,
redzams, ka atliek pieradit ZSON = ZPAS, lai izpilditos prasita vienadiba.

Pieradisim, ka cetrsturim AOSN var apvilkt rinka liiju. Trijsturt OPQ malas QP vidus-
perpendikuls ir SV no punktu definicijas, tadel ZSNP = ZSNA = 90°. No AOPQ ~ ANABC
varam iegut, ka ZXAO = ZBAO = ZPOS ka lenki pie atbilstosajiem radiusiem. leverojam,
ka

/ZAOS = ZPOS + ZAOX = /X AO + ZAOX = 90°.

Tatad ZSNA + ZAOS = 90° + 90° = 180°, kas nozime, ka A, O, S, N atrodas uz vienas rinka
Iimijas. Bet Saja rinka Iinija ZPAS = ZNAS = ZSON Xka ievilkti lenki, kas balstas uz vienu
loku, tatad esam ieguvusi velamo un prasitais ir pieradits.

-
- -
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12.uzdevums Trijstura ABC malas BC' viduspunkts ir punkts M. Lenka BAC iekseja
bisektrise krusto malu BC punkta K un trijstura ABC apvilkto rinka lmiju punkta
L # A. Ar ) apzimesim rinka liniju, kuras diametrs ir BC. Pieradit, ka, ja lenka BAC
areja bisektrise pieskaras (2, tad trijsturim K M L apvilkta rinka linija arT pieskaras Q.

Atrisinajums. Pienemsim, ka lenka BAC' areja bisektrise pieskaras rinka lmijai 2 punkta
X. Ar punktu T apzimesim taisnu XA un BC' krustpunktu. Atcerésimies, ka blakuslenku
bisektrises ir perpendikularas, tapec /ZKAX = 90°. Ta ka ZKAX = 90° = ZTAK un
/BAK = ZCAK, tad secinam, ka (T, K;B,C) = —1. Ta ka punkts M ir nogriezna BC
viduspunkts, no projektivas geometrijas faktiem izriet, ka:

TB-TC=TK- -TM
Ta ka T'X ir Q) pieskare, tad secinam, ka:
TB-TC =TX?

Esam ieguvusi, ka TX? = TK - TM, kas nozime, ka T A ir trijstira X KM apvilktas rinka
linijas pieskare punkta X. Lidz ar to LT XK = ZT'MX. leverosim, ka M X 1 XT ka radiuss
pret pieskari rinka lmija  (punkts M ir © centrs), tapec LT XM = 90°. Tada gadijuma:

LTKX =180° — ZXTM — /TXK =180° — LXTM — L/TMX = ZTXM = 90°

Secinam, ka XK 1 BC'. Piepemsim, ka X K krusto {2 punkta Z. leverosim, ka XK || ML, jo
abas taisnes ir perpendikularas BC' un KL || X M, jo abas taisnes ir perpendikularas AX. Tas
nozime, ka cetrsturis X K LM ir paralelograms, Iidz ar to varam iegut, ka:

LKXM =/KLM = /ZKZM,

kur tika izmantots, ka M X = M Z ka radiusi ). Secinam, ka ap cetrsturi KM LZ var apvilkt
rinka liiju. Piedeva Sim cetrsturim ZZKM = ZKML = 90°, kas nozime, ka tas ir taisnstiris.
No ta varam secinat, ka ap cetrsturi K M LZ apvilktas rinka Iinijas centrs ir taisSnu KL un ZM
krustpunkts. Tada gadijuma M, Z un §is centrs atrodas uz vienas taisnes, kas nozime, ka )
un trijsturim K M L apvilktajai rinka Iinijai ir kopiga pieskare punkta Z (perpendikulara M 7),
tadel sis rinka Imijas Saja punkta pieskaras, kas ar1 bija japierada.

‘—.——-~
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13.uzdevums Ar P(x) apzimeésim skaitla x lielako pirmreizinataju. Pieradit, ka eksisté
naturals skaitlis n > 22923 ar 1pasibu, ka visi skaitli P(n — 1), P(n), P(n + 1) ir mazaki

neka \/n.

Atrisinajums. Ieverosim, ka, ja n = xy, tad P(n) = max(P(x), P(y)). Aplukosim n = 4a*.
Acimredzami, ka P(4a*) < 2a?.

4a* —1 = (2a* — 1)(2a* + 1)
4a* +1=4da* +1+4a® — 4a* = (2a* + 1)* — (2a)? = (2a®> + 1 — 2a)(2a* + 1 + 2a)

Acimredzami, ka skaitla 2a® — 1 lielakais pirmreizinatajs ir mazaks par 2a. Ja a = 1 (mod 3),
tad 2a*+1 = 2+1 = 0 (mod 3), kas nozimg, ka 3 | 2a>+1. Tada gadijuma skaitla 2a?+1 lielakais
pirmreizinatajs ir ne lielaks par % Tacu pietiekami lieliem a ir speka, ka QQQTH < 2a?, kas
nozime, ka skaitla 4a* — 1 lielakais pirmreizinatajs ir mazaks par 2a?.

Acimredzami, ka 2a? + 1 — 2a < 2a?, lidz ar to & skaitla pirmreizinatajs ir mazaks par 2a?. Ja
a=1 (mod 5), tad 2a*+2a+1=2+2+1=0 (mod 5), kas nozime, ka 5 | 2a*> +2a+ 1. Tada
gadijuma skaitla 2a? 4 2a+ 1 lielakais pirmreizinatajs ir ne lielaks par 2“2+52“+1. Tacu pietiekami
2a2+2a+1

5

lieliem a ir speka, ka < 2a?, kas nozime, ka skaitla 4a* + 1 lielakais pirmreizinatajs ir

mazaks par 2a?.
Lidz ar to pietiekami lieliem a, kuriem izpildas ¢ = 1 (mod 3) un a = 1 (mod 5), izpildas

uzdevuma prasitais. Tatad mes varam panemt n = 4a*, kur a = 1 (mod 15) un a > 22°%, kas
apmierinas uzdevuma nosacijumus.
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14.uzdevums Doti naturali skaitli a,b ar ipasibu, ka a > b. Zinams, ka LKD(a — b,
ab+ 1) = LKD(a + b,ab — 1) = 1. Pieradit, ka skaitlis (a — b)? + (ab + 1)? nav vesela
skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Ieverosim, ka
(a—0)*+ (ab+ 1) =a** +a* +0* +1 = (a* +1)(B* + 1)

Pieradisim, ka skaitlu a® + 1 un b + 1 lielakais kopigais dalitajs ir 1. Pienemsim, ka tas ta nav,
tad eksiste kaut kads pirmskaitlis p ar 1pasibu, ka p | a®> + 1 un p | b* + 1. ITeverosim, ka tada
gadijuma:

pla®+1—(b*+1)=(a—1b)(a+Db)
Jap|a—0b,tad a=b (mod p), kas nozime, ka 0 = a®> + 1 =ab+ 1 (mod p). Lidz ar to esam
ieguvusi, ka p | @ — b un p | ab + 1, kas nozime, ka skaitlu @ — b un ab + 1 lielakais kopigais
dalitajs nav 1 - pretruna.

Jap|a+b tad a = —b (mod p), kas nozime 0 = a®> + 1 = —ab+ 1 (mod p). Lidz ar to
esam ieguvusi, ka p | a+bun p | ab— 1, kas nozime, ka skaitlu a + b un ab — 1 lielakais kopigais
dalitajs nav 1 - pretruna.

Secinam, ka skaitlu a®+1 un b*+1 lielakais kopigais dalitajs ir 1. Pienemsim, ka (a*+1)(b*+1)
ir vesela skaitla kvadrats. Ta ka skaitli a®> + 1 un b? 4 1 ir savstarpéji pirmskaitli un a,b > 1,
tad gan a?+1, gan b?+ 1 ir jabiit naturala skaitla kvadratam. Tacu neeksisté 2 naturalu skaitlu
kvadrati, kas viens no otras atskirtos par 1, tadel abi minétie skaitli nevar biit naturalu skaitlu
kvadrati. Tas nozime, ka musu piepemums ir aplams, tapec (a — b)* + (ab + 1)* nav vesela
skaitla kvadrats.
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15.uzdevums Atrast visus naturalu skaitlus parus (a, p), kur p ir pirmskaitlis un kam
izpildas 1pagiba — visiem naturaliem skaitliem m un n, dalot skaitli a®>” ar p™, iegust
tadu pasu nenulles atlikumu, ka dalot skaitli a®" ar p™.

Atrisinajums. Pienemsim, ka a?, dalot ar p, un a*, dalot ar p?, dod atlikumu r. Varam
rakstit, ka a? = pr + r un a* = p?y + r, kur = un y ir naturali skaitli. Ieverosim, ka:

(pz+7)* =a*=p*y+r
p*r? + 2pro +r? = pPy +r
r*=r (mod p)

Tas nozime, ka r(r—1) =0 (mod p). leverosim, ka r = 0 (mod p) nav iespejams no uzdevuma
nosacijumiem, tapéc secinam, ka r =1 (mod p). Lidz ar to tada gadijuma esam ieguvusi, ka

" =1 (modp™) = p™|a*" —1
katram naturalam skaitlim m.
Aplukosim gadijumu, kad p ir nepara skaitlis. Ieverosim, ka no LTE lemmas izriet, ka:
w(a® = 1) = (@7 = 1) = vya® = 1)+ 1,27 1) = vy(a® — 1)
No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka v,(a®" —1) = v,(a? — 1) > m. Tas nozime, ka p™ | a®> — 1

katram naturalam skaitlm m. Ta¢u més varam izveleties tadu m, ka p™ > |a* — 1|, kas nozime,
ka tada gadijuma dalamiba var izpildities tad un tikai tad, ja a> —1 =0 = a = 1.

Aplukosim gadijumu, kad p ir para skaitlis jeb 2. Acimredzami, ka skaitlis a ir nepara. Tada
gadijuma no LTE lemmas izriet, ka:

v(@® — 1) =wmla—1)+ 12" +wma+1)—1>1+m+1—-1=m+1
Pédeja rindina mes izmantojam to, ka vs(a+1) > 1 un vp(a—1) > 1. Tas nozime, ka jebkuram

nepara naturalam skaitlim a ir speka, ka a®”, dalot ar 2™, dod atlikumu 1 jebkuram naturalam
skaitlim m.

Lidz ar to uzdevuma nosacijumus apmierina $adi pari — (1, p), kur p ir nepara pirmskaitlis, un
(a,2), kur a ir nepara skaitlis.
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16.uzdevums Dots pirmskaitlis p, kas lielaks par 2. Maris ikvienam iespejamam skaitlu
komplektam (oy, 09, ...,0,), kur o ir 1 vai —1 katram 1 < k < p, aprékina skaitla

l-o1+2-00+...+p-0p

atlikumu, to dalot ar p. Ar N, apzimesim komplektu skaitu, kuriem iegtitais skaitlis dod
atlikumu 7, kur 0 < j < p — 1. Pieradit, ka starp skaitliem Ny, Ny,..., Np_; ir ne vairak
ka 2 atskirigas vertibas.

1) _
p(p;-):()(

Atrisinajums. Ieverosim, ja komplekts ir (1,1,...,1), tad iegust skaitli mod p)

(p ir nepara), bet, ja komplekts ir (—1,—1,...,—1), tad iegust skaitli —@ =0 (mod p).

Aplukosim patvaligu komplektu (o1, 09, . . ., 0;,), kurs nav viens no augstakminetajiem. Sauksim
par st komplekta saistitajiem komplektiem tos komplektus, ko iegiist, So komplektu rotejot, t.i.,
(09,03,...,0p,01), (03,04, ...,01,02) utt. leverosim, ka rotaciju rezultata tiek iegtti p dazadi
komplekti. Ja ta nebutu, tad gan pec £ < p, gan p rotacijam butu ieguts tas pats kom-
plekts. Ta ka LKD(k,p) = 1, tad mazakais rotacijas periods varetu but tikai 1 (tam jadala abi
skaitli), kas acimredzami nozimetu, ka skaitliem komplekta visiem butu jabut vienadiem, tacu
Sos gadijumus mes aplitkojam atseviski. Tatad ikviens no aplikotajiem komplektiem ietilpst
grupa no p dazadiem saistitiem komplektiem, ka art acimredzami, ka Stm grupam nav kopigu
elementu.

Pieradisim, ka vienas saistitas grupas komplekti dod visus atlikumus pa vienai reizei. Pienemsim,
ka patvaligs komplekts (o1,09,...,0,) dod skaitli 1 -0, +2- 02+ ...+ p - 0, ar atlikumu R
(mod p). Tada gadijuma komplekts (041, 0i12,...,0;), kur 0 < i < p — 1, dod skaitli

1014_1—}-2024_24-—l—pazE(l—}-l—l)O’H_l—i—(Z—l—Q—Z)UH_g—i——i—(l—i—p—z)JZE
E((2+1)01+1+(2+2)0H_2+—|—ZO'Z)—Z(O'H_1+O'H_2+—|—O’1)E
=(1-01+2-00+...4p-0y) —i-(61+02+...+0,) =R—1i-S (mod p),

kur S =01+ 02+ ...+ 0, #Z0 (mod p), jo ir nepara skaits saskaitamo, tatad vai nu —1, vai 1
bis vairak reizu, un visi p saskaitamie nav vienadi.

Aplukosim, kadus atlikumus dod R — i - S, kad 7 mainas no 0 Iidz p — 1. Pienemsim, ka ir 2
dazadas ¢ vertibas, attiecigi j un k, kuram ir vienadi §is izteiksmes atlikumi. Tada gadijuma

R—j-S=R—-k-S = (k—j)-S=0 (mod p).
Ta ka S # 0 (mod p), tad vienigais variants ir £ = j (mod p). Ta ka §ie skaitli ir robezas no

0 Iidz p — 1, tiem jabut vienadiem — pretruna. Tatad, ¢ mainotiesno O lidzp—1, art R—1i- .S
iziet cauri visiem atlikumiem.

Tas nozime, ka saistitas grupas komplekti dod katru atlikumu vienu reizi. Ta ka visi kom-

plekti, iznemot (1,1,...,1) un (—1,—1,...,—1), sadalas saistitas grupas pa p komplektiem,
tad katrs atlikums tiks iegtits tik reizu, cik ir grupu. Vienigais iznémums ir atlikums 0, kurs
tiks ieguts 2 papildus reizes, tacu N; = Ny = ... = N,_;, kas pierada prasito.
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1 Vertesanas kriteriji
Vertesanas kriteriji 1.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti — pieradits, ka N = % der.

x 1 punkts — uzdevums reducets uz nevienadibas b? + ba + bc > 2ac pieradisanu.

* 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam
e 2 punkti — pieradits, ka neviena mazaka konstante par % neder.

e 1 punkts — veiksmigi veikti abi iepriekseji soli.

Vertesanas kriteriji 2.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — par uzminetu atbildi, kurai tiek veikta parbaude.
e 1 punkts — pieradits, ka f(0) = 0.
e 1 punkts — pieradits, ka —f(—z) > f(z).
e 1 punkts — pieradits, ka f(z) > —f(—1)x.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 3.uzdevumam. Punktu sadalijjums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — pieradits, ka 'V V3 + V2 = W
3+

e 3 punkti — pieradita lemma.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 4.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti — pieradita lemma.

* 1 punkts — pieradita indukcijas baze.

* 2 punkti — veikta induktiva pareja.

e 2 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 5.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 2 punkti - iegtita atbilde un vismaz daleji pamatots, ka optimala ir situacija, kad visiem
speletajiem ir vienads uzvaru skaits.

e 2 punkti —ieguts un formali pamatots pareizs novertejums neparsteidzosu spelu skaitam
vai ekvivalents novertejums, kas lauj iegut pareizu atbildes novertejumu (summe klat
ieprieksejiem 2 punktiem).

e 1 punkts — uzradita konstrukcija un sniegta pareiza atbilde.
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Vertesanas kriteriji 6.uzdevumam Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti — iegiita rekurenta sakariba.

* 1 punkts — sakariba redzama darba, bet nav pamatota.

* 2 punkti — sakariba pamatota.
e 2 punkti — veikti talakie secinajumi un iegiita pareiza atbilde.

e alternativi 5 punkti — ja ir ar roku izrekinati visi iespejamie gadijumi. Maksimalais
punktu skaits tiek pieskirts, ja patiesam viss ir aplikots. Ja ir kads gadijums, kas nav
pareizi noteikts, par visu risinajumu 0 punkti, iznemot gadijumus, kad papildus ir veikti
noverojumi no piedavata risinajuma.

Vertesanas kriteriji 7.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 3 punkti - iegiits, ka n jadalas ar 3.

* 1 punkts — ja veikti novertéjumi malu skaitam vai virsotnu skaitam pa trijstiiru
krasam.

e 2 punkti — sniegta un pamatota deriga konstrukcija.

* 1 punkts — sniegta konstrukcija.

* 1 punkts — skaidri pamatots vai kada cita acimredzama veida uzradits, ka sniegta
konstrukcija apmierina visus nosacijumus.
Vertesanas kriteriji 8.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 3 punkti — uzradita strategija, ka zaglis var garantet sev labu gajienu katru reizi.

* 1 punkts — ja ir iegits, ka grafa virsotnes kaiminu struktiira sadalas 7 nesaistitas
dalas

* tiek nonemts 1 punkts, ja strategija iztritkst kads principiali atskirigs gadijums no
parejiem.

e 2 punkti — pamatots, ka zaglis vienmer var atrast labu sakotnejo virsotni.

Vertesanas kriteriji 9.uzdevuma 1. atrisinajumam. Punktu sadalijjums uzdevuma ir
sads:

e 1 punkts — defineti punkti X un Y.

e 3 punkti — pieradits, ka ap ¢etrsturiem XHMS un HTY N var apvilkt rinka Iiijas.

e 1 punkts — risinajums tiek talak novests lidz galam.
Vertesanas kriteriji 9.uzdevuma 2. atrisinajumam. Punktu sadalijjums uzdevuma ir
sads:

e 1 punkts — defineti punkti X un Y.

e 2 punkti — pieradits, ka ABAH ~ ABHS.

e 2 punkti —izdarits secinajums par lenkiem pie attiecigajiem elementiem lidzigos trijstiiros
un veiksmigi noslegts risinajums.
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Vertesanas kriteriji 10.uzdevuma 1.atrisinajumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir
sads:

e 3 punkti — ieviests punkts I un pieradita lemma.
* 1 punkts — ja tikai ieviests punkts I vai ar1 A simetriskais punkts par B;C}.
e 1 punkts — secinats, ka I un A, ir simetriski pret B;C; vidusperpendikulu.

e 1 punkts — izdarits gala secinajums par nogrieznu vienadibu.

Vertesanas kriteriji 10.uzdevuma 2. atrisinajumam. Par pilniba pareizu atrisinajumu,
izmantojot analitiskas geometrijas metodes, tiek pieskirti 5 punkti. Punkti par lidz galam
neatrisinatu uzdevumu, pielietojot §is metodes, netiek pieskirti, iznemot tos gadijumus, kad
skolens ir interpretejis iegiitos algebriskos rezultatus geometriski.

Vertesanas kriteriji 11.uzdevuma 1l.atrisinajumam. Punktu sadalijjums uzdevuma ir
sads:

e 1 punkts — pieradits, ka AOPQ ~ NABC
e 1 punkts — uzdevums reducets uz lenku vienadibas ZOAM = ZPAS pieradisanu

e 1 punkts — definets punkts 7" un pieradits, ka ap ¢etrsturi AOMT var apvilkt rinka
Iiniju.

e 2 punkti — risinajums talak tiek novests Iidz galam.

Vertesanas kriteriji 11.uzdevuma 2.atrisinajumam. Punktu sadalijjums uzdevuma ir
sads:

e 1 punkts — pieradits, ka AOPQ ~ NABC

e 1 punkts — definets punkts N un uzdevums reducets uz lenku vienadibas ZSON =
/ZPAS pieradisanu

e 2 punkti — pieradits, ka ap cetrsturi AOSN var apvilkt rinka Imiju.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 12.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti — pieradits, ka XK 1 BC

e 2 punkti — risinajums talak tiek novests Iidz galam.

Vertesanas kriteriji 13.uzdevumam. Punktu sadalijjums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — izvelets derigs n, kuram izpildas uzdevuma nosacijumi (vai nu visparigs,
piemeram, n = 4a*, kur ¢ = 1 (mod 15), vai konkrets, piemeram, n = 2203)

e 1 punkts — pamatots, ka P(n — 1) < y/n un P(n) <./n

e 3 punkti — pamatots, ka P(n + 1) < \/n.
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Vertesanas kriteriji 14.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — pieradits, ka (a — b)* + (ab+1)? = (a* + 1)(b* + 1).
e 3 punkti — pieradits, ka skaitlu a? + 1 un b* + 1 lielakais kopigais dalitajs ir skaitlis 1.

* 1 punkts — pienemts pretejais un tiek pieradits, ka p | (¢ — b)(a + b) kaut kadam
pirmskaitlim p.

* 2 punkti — pieradijums talak tiek novests lidz galam.

e 1 punkts — secinats, ka tada gadijuma skaitlis (a* + 1)(b* 4 1) nevar biit vesela skaitla
kvadrats.

Vertesanas kriteriji 15.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 2 punkti — pieradits, ka p™ | a*" — 1 katram naturalam skaitlim m vai pieradits, ka
r =1, kur r ir kopigais atlikums.

e 2 punkti — atrisinats gadijums, kad p ir nepara pirmskaitlis.

* 1 punkts — pieradits, ka p™ | a*> — 1 katram naturalam skaitlim m.

* 1 punkts — secinats, ka tas ta nevar biit, ja panem pietiekami lielu skaitli m.

e 1 punkts — pieradits, ka p = 2 gadijuma visi nepara skaitli a der.

Vertesanas kriteriji 16.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 3 punkti — pamatota strategija, ka dalit komplektus grupas pa p ar dazadiem atlikumiem
(vai nu rotacijas ideja, vai kads cits veids).

* tiek nonemts 1 punkts, ja nav pamatots, ka nebus parklasanas starp komplektiem
vai grupam (ja to prasa risinajums).

* tiek nonemts 1 punkts, ja nav pamatots, ka tiks ieguti dazadi atlikumi no kom-
plektiem (ja to prasa risinajums).

e 1 punkts—nemtsvera, ka (1,1,...,1)un (=1, —1,..., —1) ir ipasi gadijumi (ja risinajums
neprasa to aplukot, tad 8is punkts tiek skaitits klat ieprieksejiem).

e 1 punkts — izdariti noslédzoSie secinajumi.
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