Atlases sacensibas uz IMO 2022, 1.diena

l.uzdevums Taisnlenka trijstirt AABC, kura ZC = 90°, augstums C'H krusto ta bisek-
trises AM un BN punktos P un (). Pieradit, ka taisne, kas iet caur nogrieznu QN un PM
viduspunktiem, ir paralela taisnei AB.

Atrisinajums Pienemsim, ka ZCAB = 2a un ZCBA = 23. Tada gadijuma 90° =
LOAB+ ZCOBA =2a+28 = a+ [ =45°.

Talakais risinajums balstas uz sadu noverojumu - ACNQ un ACMP ir vienadsanu tri-
jsturi. Patiesam, ieverosim, ka ZCAB = ZNCQ = 90° — 2a. Apskatoties uz trijstura
ZNC'B ieksejo lenku summu, iegiisim, ka:

LZONQ =180° — LACB — ZCBN =90° — =45+ «

Tas nozime, ka ZCQN = ZCNQ = 45° + «, lidz ar to ACNQ ir vienadsanu. Analogiski
pierada, ka trijsturis ACM P ir vienadsanu.

Ar X un Y apzimesim attiecigi nogrieznu QN un PM viduspunktus, bet ar I taisnu AM un
BN krustpunktu. Ta ka trijsturi ACNQ un AC'M P ir vienadsanu, tad ZCXI = ZCY I =
90°, kas nozime, ka punkti C, X, I, Y atrodas uz vienas rinka liijas ar diametru C'I.

leverosim, ka ZNCQ = 90° — 2a, tapec ZNCX = 0.5(LNCQ) = 45° — a. No otras
puses, ta ka punkts ir I ir bisektriSsu krustpunkts, tad CI ar1 ir lenka ZACB bisektrise,
tapec ZBCT = 45°. Lidz ar to:

LXCI =/BCI—ZNCX =45°— (45° — ) = «
Nemot vera to, ka punkti C, X, I,Y atrodas uz vienas rinka linijas:

LXY] =/XCl=a=/LYAB

Tas nozime, ka taisnes AB un XY ir paralélas. Prasitais ir pieradits.

1.att.



2.uzdevums Zalaja jura ir 20 ostas, "Zalas juras Imiju” 18 kugi veic regularus marsrutus
starp Sim ostam. Katra kuga marsruts ir noslegts (aplveida) un sava marsruta tas pietur
tiesi 5 ostas. Katra osta pietur vismaz 3 kugi, starp katram divam ostam tiesa satiksme (bez
apstasanas citas ostas) kurse ne vairak par vienu kugi (abos virzienos kopa).

Pieradit, ka ar ”Zalas juras Imiju” kugiem var aizbraukt no jebkuras zalas ostas uz
jebkuru citu.

Atrisinajums (Milana Komisarova, Ilmars Stolcers) Ieviesisim uzdevuma grafu, apzimejot
ostas ar grafa virsotnem un kugu marSrutus (celus) starp pilsetam ar grafa skautnem.
Acimredzami, ka prasitais nav iespejams tikai tada gadijuma, ja grafa eksiste divas vai vairak
nesaistitas komponentes.

Pienemsim, ka prasitais nav iespejams un grafa eksiste divas nesaistitas komponentes. Vispirms
veiksim dazus vienkarsus noverojumus. Pirmkart, ir skaidrs, ka ikviena noslegta kompo-
nente ir jabut vismaz 5 ostam, lai varetu tikt izpilditi kugu marsruti. Otrkart, var ieverot,
ka ikviena kuga marsruts ir cikls un katru marsruta posmu brauc tikai Sis viens kugis,
tade] katras virsotnes pakape (ar So virsotni saistito Skautnu skaits) ir para skaitlis (ka-
tram kugim viens iebrauksanas un viens izbrauksanas cels). Talak veiksim katra gadijuma
analizi atkariba no nesaistito komponensu virsotnu skaita:

e 5-15. Komponente ar izmeru 5 ir maksimali iespejami % = 10 dazadi celi, tacu taja
butu jabut vismaz 3 kugiem ar katram 5 celiem, kas kopa ir vismaz 15 - pretruna.

e 6-14. Komponente ar izméru 6 ir maksimali iespejami % = 12 dazadi celi (virsotnes

pakape para skaitlis), tac¢u tur butu jabut vismaz 3 kugiem ar vismaz 15 dazadiem
celiem - pretruna.

e 7-13. Komponenteé ar izméru 7 ir maksimali iespejams 2—6 = 21 cels. Tatad saja kom-
ponente var buit maksimali 4 kugi. 4 kugu gadijuma tie izmantotu tiesi 20 celus, lidz ar
to vienam celam butu japaliek neizmantotam (Skautne neeksistetu). Bet tada gadijuma
butu divas virsotnes, kuram butu nepara pakape 5, kas nevar but. Tatad 4 kugi nav
iespejami; maksimalais kugu skaits butu 3. Bet 3 kugi (vai mazak) acimredzami nevar
piestat 7 ostas ta, lai katra osta butu piestajusi vismaz 3 kugi - pretruna.

e 8-12. Komponente ar izmeru 8 ir maksimali iespejami % = 24 celi, bet komponente
ar izmeru 12 attiecigi % = 60 celi. Kopskaita tie ir 84 celi, bet visiem 18 kugiem ir
nepieciesami 90 celi - pretruna.

e 9-11. Komponente ar izmeru 9 ir maksimali iespejami % = 36 celi, kas atbilst mak-
simali 7 kugiem. Tacu 7 kugu gadijuma biuitu tiesi 35 celi un attiecigi divam virsotnem
biitu nepara pakape 7, kas nevar buit. Tatad maksimali Saja komponente var biit 6 kugi.
Tad otra komponente ir jabtt vismaz 12 kugiem. Taja maksimalais celu daudzums ir

% = 55, bet 12 kugiem butu nepieciesami 60 celi - pretruna.

e 10-10. Viena komponente maksimalais celu daudzums ir % = 40, tatad kopa abas

komponentes ir ne vairak ka 80 celu. Bet 18 kugiem nepieciesami 90 celi - pretruna.

Ta ka aplukoti visi iespejamie gadijumi, kad grafa ir divas nesaistitas komponentes, un
gadijumi, kad ir vairak ka divas nesaistitas komponentes, viegli ir visparinami uz kadu no
ieprieks aplukotajiem gadijumiem, tad no iegutajam pretrunam var secinat, ka pienemums
ir nepareizs un uzdevuma pieradamais izpildas.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : R — R, kas definetas realiem skaitliem, pienem
realas vertibas un kuram visiem z,y € R izpildas

af(z+ay) =af(x) + f(2°) f(y).

Atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Ar P(z;y) apzimeésim dota funkcionalvienadojuma
sakaribu. leverosim, ka P(0;0) mums dod:

0-f(0+0-0)=0-f(0)+ f(0)f(0) = f(0)>=0 = f(0)=0
No otras puses, P(1; —1) sniedz mums sadu informaciju:
L fA=1)=fM)+fMf(=1) = f=DfA) =—-f(1) = f(1) =0 vai f(-1)=-1
Apskatisim gadijumu, kad f(1) = 0. Tada gadijuma P(1;y) pasaka mums, ka:
fly+1) =f)+fMfly) = fly+1)=0

Tas nozime, ka f(z) = 0 katram realam skaitlim x.

Tagad pieversamies gadijumam, kad f(—1) = —1. No P(x; —1) izriet, ka:

vflz—2)=af(z) - f(a%) = f@@*)=af(z) (¥

Pedeja sakariba z aizvietoSana ar —x lauj mums pateikt, ka:

—zf(—x) = f(2*) =af(x) = —f(z)=f(-x), ja z#0
St iemesla de] —f(1) = f(—1) = f(1) = 1. Apskatot P(1;y), mes iegiistam, ka:

fy+ ) =fly)+1 = fly—1)=fly) -1

Grutaka uzdevuma dala ir iedomaties aplukot P(x;x — 1) un izmantot (*):

a:f(a:—i—x(m—l)): f@)+ f(@*) f(z -
=zf(z) + f(2*) - (f(z
) =xf(z) +af(z)’ -

vf(x)- (f(x) =

Tas nozime, ka ikkatram realam skaitlim = # 0 izpildas sakariba f(z) = z vai f(z) = 0.
Pienemsim, ka eksiste 2 tadi skaitli a,b # 0, ka f(a) = a un f(b) = 0. Apskatot P(a;b),
iegtisim, ka:

)
)—1)
xf(x)
x)=0

af(a+ab) = af(a) + f(a®)f(b)
af(a+ ab) = a?
fla+ab) =a

No ieprieks iegutiem rezultatiem izriet, ka f(a + ab) = 0 vai f(a + ab) = a + ab. Apskatisim
katru gadijumu atseviski:

e Ja f(a+ab) =0, tad a = 0, kas ir acimredzama pretruna.

e Ja f(a+ ab) = a+ ab, tad a = a + ab, no kurienes seko, ka ab = 0. Ta ir pretruna, jo
a,b# 0.

Visi iespéjamie gadijumi ir apskatiti. Tas nozime, ka vienigas iespejamas funkcijasir f(z) = x
katram realam skaitlim z un f(x) = 0 katram realam skaitlim z. Viegli parliecinaties, ka
abas §1s funkcijas patiesam apmierina doto sakaribu.



4.uzdevums Dots naturals skaitlis k. Divi speletaji spele sekojusu speli. Vispirms otrais
speletajs uz tafeles uzraksta kadu naturalu skaitli. Pec tam katra gajiena pirmais speletajs
nosauc kadu veselu skaitli x, bet otrais speléetajs nodzes taja bridi uz tafeles uzrakstito skaitli,
apzimesim to ar a, un ta vieta uzraksta vai nu a — x vai a + x (pec savas izveles). Pirmais
speletajs uzvar, ja kada bridi uz tafeles ir uzrakstita kada skaitla k pakape (der art k° = 1).
Kuram k vertibam pirmais speletajs var vienmer uzvaret neatkarigi no ta, ka spele otrais
speletajs?

Atrisinajums (Ilmars Stolcers) Pirmais speléetajs var uzvarét visiem k = 2" + 1, kur n
ir naturals vai n = 0.

Sakotneji pieradisim, ka visam paréjam k vertibam pirmais speletajs nevar uzvaret. Ja
k =1, tad otrais speletajs var acimredzami uzvaret, lidz ar to aplukojam gadijumus £ > 1.
Ta ka ikviena skaitla k pakape (ieskaitot k°) dod atlikumu 1, dalot ar k — 1, tad pietiek
pieradit, ka otrais vienmer var panakt a # 1 (mod k —1). Taka k # 2"+ 1, tad k — 1
eksiste nepara pirmreizinatajs q. Augstak minetajai kongruencei butu jaizpildas art katram
k — 1 dalitajam, tatad atliek atrast veidu, lai @ Z 1 (mod q).

Ka sakotnejo skaitli otrais speletajs var izveleties 2, kas acimredzami apmierina vajadzigo.
Pieradisim, ka ikviena nakamaja gajiena viena no izteiksmem a—z un a+x nebus 1 (mod ¢).
Ja tas neizpilditos, tada gadijuma butu (a —z) + (e +2) =2 (mod ¢) = a =1 (mod q).
Tacu ta ir pretruna, jo, sakot ar pirmo gajienu, a Z 1 (mod ¢). Vajadzigais pieradits.

Talak paradisim veidu, ka pirmais speletajs var uzvaret gadijjuma k£ = 2" + 1, kur n -
naturals vai n = 0. Uzrakstisim skaitli @ baze k, t.i., forma

a=c k' +c kT ek + e,

kur 0 <¢; <k —1visiem 0 <17 <¢.

Sakotn€jais pirma speletaja merkis ir panakt, lai pec kada laika skaitla a pieraksta baze k
buitu tikai viens cipars, t.i., tikai viens koeficients c¢;, kurs nav nulle. To var sasniegt ar Sadu
algoritmu: ja a ir uzrakstits augstak minetaja forma (kur ¢; ir koeficients pie lielakas skaitlt
a ietilpstosas k pakapes), tad pirmais speletajs var nosaukt skaitli

r=(k—-1—c ) K +(k—1—-c o) K2+ +(k—1—c) -k+ (k—cp).

e Ja otrais speletajs izvelesies skaitli a + x, tad tada gadijuma So skaitlu summa bis
a+z=(c;+1)-k, kas garantéeti ir skaitlis ar vienu nenulles koeficientu. Sada summa
veidosies, jo 0-taja pozicija skaitlu summa ir k, kas veidos parnesi uz nakamo poziciju,
ta veidojot parnesi lidz pat k-tajai pozicijai.

e Ja otrais speletajs izvelesies skaitli a — x, tad viegli redzet, ka a > z un a > a — =,
lidz ar to tiks ieguts jauns a, kurs ir pozitivs un mazaks par ieprieksejo (papildus tam
x >k —co > 1). Tadel, ja netiek veikta pirma izvele, kada bridi a klus mazaks par k
un atkal tiks sasniegts velamais.

Lidz ar to pirmais speletajs var sasniegt gadijumu, kad tikai viens koeficients c; skaitla a
pieraksta baze k nav nulle. Ja k = 2° +1 = 2, tad vienigais nenulles koeficients var biit tikai
1, kas dod velamo, tade] talak aplukosim k& > 2. Paradisim, ka tada gadijuma, ja c; # 1,
pirmais speletajs var panakt, lai ¢; = 1 vai ¢j41 = 1 un attiecigi parejie koeficienti ir nulle,
kas biuitu k pakape. Lai to pieraditu, izmantosim matematisko indukciju, ar ko pieradisim,
ka ar atlautajam operacijam no jebkura naturala skaitla intervala [1;2" + 1] ir iesp&jams
nonakt intervala galapunkta.

Indukcijas baze: Ja n = 1, tad tas acimredzami ir sasniedzams, jo skaitlim a = 2 var
izveleties x = 1.

Induktivais pienpemums: Pienemsim, ka velamo varam sasniegt pie kada naturala n.

Induktiva pareja: Pieradisim, ka tada gadijuma prastto var sasniegt ar1 pie n+1. Aplukosim
divus gadijumus atkariba no intervala esosa skaitla a vertibas:
e Jaa < 2"+ 1, tad pielietojam induktivo pienemumu skaitlu intervalam [1;2" + 1]. Ta

rezultata skaitlis a klus par 1 vai 2" + 1.

4



e Jaa > 2"+1, tad pielietojam induktivo pienemumu skaitlu intervalam [2"+1; 2" 1],
no katra skaitla sakotneji atnemot 2", veicot nepieciesamas darbibas un tad beigas
katram skaitlim pieskaitot 2". So darbibu rezultata a klis par 2" + 1 vai 27+ 4 1.

Jaa=1vaia=2""+1, tad induktiva pareja ir veikta. Ja a = 2" +1, tad pirmais speletajs
var izveleties x = 2", kas acimredzami sasniegs velamo.

Ta ka analogiskus parveidojumus mes varam veikt prieks aktuala skaitla a = ¢;-k?, piereizinot
katra gajiena veicamajas darbibas skaitlus ar &7, lai panaktu, ka

cg=1 vai ¢;=2"4+1=k = ¢j;1=1 un ¢ =0,

tad secinam, ka pirmais speletajs pec induktivi izveidota algoritma var panakt, lai a kada
bridi butu skaitla k pakape, ja k = 2" + 1.



Atlases sacensibas uz IMO 2022, 2.diena

5.uzdevums Atrast visus naturalu skaitlu parus (z;y), kuriem 2zy dalas ar z +y + 1 un
2?2 +y? —1ldalasar oz +y— 1.

Atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Ieverosim, ka:

r+y=1 (mod (z+y—1))

(z+y)*=1 (mod (z+y—1))

4y’ 422y =1 (mod (z+y—1))
2P —1+22y=0 (mod (z+y—1))

Citiem vardiem sakot, z? + y*> — 1 + 2zy dalas ar x +y — 1. Ta ka 2? + y*> — 1 dalas ar
r+y—1, tad 2xy dalas ar x +y — 1.

Varam spriest, ka 2zy dalas gan ar z+y—1, gan ar x+y+1. Takaged(z+y+1;2+y—1) =
ged(x 4+ y — 1;2), apskatisim 2 gadijumus:

o Jaged(z+y+1;24+y—1) =1, tad 2zy dalas ar (r+y+1)(z+y—1). Tada gadijuma:

vy > (e +y—1)(z+y+1)
20y > (v +y)* -1
12x2+y2

Pedeja nevienadiba ir acimredzami nepatiesa, ta ka skaitli x, y ir naturali.
o Jaged(z+y—1;2+y+1) =2, tad 4oy dalas ar (x+y+1)(z+y—1). Tada gadijuma:

oy > (x+y+1D(z+y—1)
Aoy > (z+y)? -1
1> (z—y)

Ta ka skaitli x, y ir naturali, tad x —y = 1 vai z —y = —1, vai x = y. Pedeja gadijuma
sakotneja dalamiba klust par 222 dalas ar 2z + 1. Tada gadijuma z(2z + 1) — 2z? dalas
ar 2x + 1, Iidz ar to x dalas ar 2x 4+ 1. Tas acimredzami nevar but, jo 2z + 1 > .

Tas nozime, ka vienigie iespejamie skaitlu pari ir (z;y) = (k;k + 1) un (z;y) = (K + 1; k),
kur k ir patvaligs naturals skaitlis. Atliek parliecinaties, ka tie patiesam der:

o Ja(x;y) = (k;k+1), tad 22y = 2k(k+1) jadalas ar e +y+1=k+k+1+1 =2(k+1),
kas acimredzami izpildas, ka art 2% + y? — 1 = k? + (k + 1) — 1 = 2k(k + 1) dalas ar
r4+y—1=k+k+1—1=2k, kas acimredzami izpildas.

e Ja(x;y) = (k+1;k), tad 22y = 2k(k+1) jadalas ar e +y+1=k+k+1+1 =2(k+1),
kas acimredzami izpildas, ka ar1 2® + 4> — 1 = k* + (k + 1)> — 1 = 2k(k + 1) dalas ar
r+y—1=k+k+1-1=2k.

Uzdevums ir atrisinats.



6.uzdevums Dota trapece ABC'D, kurai BC' || AD. Trijstura AABD augstumi krustojas
punkta H, punkts M ir malas AD viduspunkts. Zinams, ka HC' | BM. Uz malas AB atlikts
tads punkts X, ka BH = HX. Taisne C'X krusto nogriezni BD punkta Y. Pieradit, ka
punkti A, X, Y, D atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs, Ilmars Stolcers) leverosim, ka ZHDA =
90° — /BAC = ZABH. Taka HB = HX, tad /ZHBX = ZHXB = 90° — ZBAC.
Citiem vardiem sakot, /ZHXB = ZHDA, kas nozime, ka ap ¢etrsturi X HDA var apvilkt
rinka Imiju.

Definesim punktu Y’ ka ©(AXHD) krustpunktu ar BD. Ja mes pieraditu, ka punkti
X,Y' C atrodas uz vienas taisnes, tad uzdevums butu atrisinats. Definésim punktu 7" ka
taisSnu HC' un BM krustpunktu. Tada gadijuma ZBTH = 90°.

Apgalvojums: Punkts 7' € ©(AXHY'D).

Pieradijums: Punkta B simetrisko attelojumu pari punktam M apzimesim ar punktu
B'. Tada gadijuma ABDB'’ ir paralelograms. leverosim, ka ZAHD = 180° — ZABD
(labi zinams fakts) un ZAB'D = ZABD. Siiemesla del B’ € ©(BXHY'D). No otras
puses, /BAB' = 180° — ZABD (no paralelograma) un Z/BAH = 90° — ZABD, tapéc
/LHAB = /BAB' — /BAH = 90° = /ZBTH. Tas savukart lauj mums pateikt to, ka
T € ©(AHTB'). Prasttais ir pieradits.

leverosim, ka Z/CBD = /BDA = /BXY’, tapec BC ir ®(BXY") pieskare. No otras
puses, BC ir art ©(BHT) pieskare, jo §is rinka lmijas diametrs ir BH un BH 1 BC. No
radikalo asu teoremas rigka Imijam ©(AXHTY'), ©(BXY') un ©(BHT) izriet, ka taisnes
BC, HT un XY’ krustojas viena punkta, tapec punkti X, Y’ C atrodas uz vienas taisnes.
Tatad Y = Y’ un uzdevums ir atrisinats.

2.att.

Piezimes: Lasitajs var iepazities ar radikalo asu jedzienu un ar to saistitam teoremam saja
majaslapa.


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Radical_axis
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Radical_axis

7.uzdevums Muzikas skola ir 289 skolnieki, n skolotaji (n > 1) un k kabineti (k > 1).
Katrs skolotajs var vadit individualu stundu jebkuram no saviem skolniekiem jebkura kabi-
neta, kuram vinam ir atslega. Ja skolotajam ir atslega no m kabinetiem, tad vins pasniedz
stundas tiesi 2m + 1 skolniekiem. Katriem diviem skolniekiem ir tiesi viens skolotajs, kas
maca vinus abus. Katram skolniekam un katram kabinetam ir tiesi viens skolotajs, kurs saja
kabineta var macit So skolnieku. Atrodiet visas iespejamas k vertibas!

Atrisinajums (Ilmars Stolcers) Atbilde ir k = 144.

[zmantosim uzdevuma doto informaciju, lai skaititu unikalo trijnieku P(skolens, skolotajs,
kabinets) skaitu, kuriem trijnieka esosaja kabineta minétais skolotajs var macit minéto
skolenu.

No vienas puses, mes varam n veidos izveleties skolotaju; apzimesim izveleto skolotaju ar
indeksu 7. Sim skolotajam ir atslégas no m; kabinetiem, lidz ar to kabinetu var izveleties tik
veidos, un vins katra kabineta var apmacit katru no saviem 2m,; + 1 skoléniem, tadel vienam
skolotajam parejos trijnieka P elementus var izveleties m;(2m;+1) veidos. Sasummejot to pa
visiem n skolotajiem, var secinat, ka kopgjais unikalo trijnieku P skaits ir Y. m;(2m; + 1).

No otras puses, mes trijnieka P izveli varam sakt ar kabineta izveli, ko var izdarit k£ veidos.
Katram kabinetam var izveleties attiecigu skolenu 289 veidos, un tad no nosacijuma izriet,
ka attiecigu skolotaju var izveleties tikai viena veida. No Siem apsverumiem varam secinat,
ka unikalo trijnieku P skaits ir 289k.

2 iy mi(2mi £ 1)
289

289k = Y mi(2m; +1) = k=

=1

Talak aplukosim trijniekus @ (skoléns, skolens, skolotajs), kur abi skoléni macas pie trijnieka
ietverta skolotaja.

No vienas puses, mes varam skolotaju izveleties n veidos; apzimesim izveleto skolotaju ar
indeksu i. Sis skolotajs stundas pasniedz 2m; +1 skolenam, tadé] pirmo skolénu var izveleties
2m; + 1 veida, bet otro skolenu 2m; veidos. Sasummejot to pa visiem n skolotajiem, var
secinat, ka kop€jais unikalo trijnieku @) skaits ir >, 2m;(2m; + 1).

No otras puses, meés pirmo skolenu varam izveleties 289 veidos, bet otro skolenu 288 vei-
dos. No nosacijumiem zinams, ka ikvienam skolenu parim ir tiesi viens skolotajs, kas maca
abus, tadel skolotaju var izveleties 1 veida. Lidz ar to unikalo trijnieku ) skaits ir 289 - 288.

- & 289 - 288
Z2m,~(2mi +1) =289-288 — Zmi@mi +1) = — = 289 . 144
i=1 i=1

Ja mes savienojam iegiito rezultatu ar ieprieks iegiito, iegustam:
S mi(2m; +1) 289 - 144
289 289

k= = 144.

Lidz ar to vieniga iespejama k vertiba ir 144. Lai parliecinatos, ka ta ir iespejama, pietiek
aplukot situaciju, ja ir n = 1 skolotajs. Tada gadijuma var viegli parliecinaties, ka visi
uzdevuma nosacijumi ir izpilditi.

Piezime: Atrisinajuma izmantoto metodi sauc par double counting. Lasitajs var iepazities
ar to sikak saja materiala. Jaatzime, ka Sai metodei ir plass pielietojums ne tikai kombina-
torikas uzdevumos, bet ar1 funkcionalvienadojumu risinasana.


https://yufeizhao.com/olympiad/doublecounting_mop.pdf

8.uzdevums Dots naturals skaitlis n > 3 un reali pozitivi skaitli 1 < x5 < ... < x,,.
Pieradit nevienadibu:
12 1 T3 Tp—1Tn | Tpdi

+...+ + x4+ a0+ ...+,
€3 Ty 1 T2

Atrisinajums Pieradisim prasito ar matematisko indukciju.

Indukcijas baze: Ja n = 3, tad nevienadibu var ekvivalenti parrakstit sada forma:
1T Toly — T3T
2 20 T > gy a3
T3 T T
(2122)? + (2273)* + (w321)? > w1w0w3(T1 + 22 + T3)

(21279 — D9w3)? + (D223 — 1371)? + (2371 — 2122)° >0

Pedeja nevienadiba ir acimredzami patiesa, jo realu skaitlu kvadratu summa ir nenegativs
lielums.

Induktivais piepémums: Pienemsim, ka naturalam skaitlim £ izpildas:
T1Z2 TaZ3 Lg—-1Tk Ty
-+ + ...+ + ZI1+$2+...—|—1’k,
T3 Ty T i)

kur 0 <z <z < ... < xz4.

Induktiva pareja: Miisu merkis butu pieradit, ka:

T1T2 T3 Tk—1Tk Tl Tr1T1
+ +...+ + + > x1+ T+ .+ T+ Tpe,

xs3 Ty Tht1 sl T2
kur 0 <z <29 < ... < < 211. Nemot vera induktivo pienému, tas ir ekvivalenti ar to,
ka japierada sada nevienadiba:

Tp—1Tk TpTr+1 L4121 Tp—-1Tk Ty
+ + —
Tk+1 T1 ) a1 T2

T Ty 1 1
— | X1 — x| | — — 1) +xpamy —— 120
T2 x1 Tk+1  T1

T 1 1
-1 ($k+1 - ﬂﬁk) >0 un xk—lxk( - —) <0
T2 Tr41 T

Nemot vera doto nosacijumu, varam secinat, ka:

( 1 1 ) 2( 1 1 )
Tp_1Tk - — | > xi - —
Tk+1 T Tr4+1 T
X1 X1
— |\ Tp1 — x| = — | X1 — Tp,
X2 Tk

leverosim, ka:

ST iemesla dél:

1 1 T Tk
Tp—1Tk —— |+ =\ Tpp1 — 2 | + T | — — 1) =
Tk41 £y o) T
1 1 T T
2 1 k
Z%( —— |+ =\ o1 — T | T T | —— 1) =
Tr41 I Tk T
2 2
:x_(mk+1—ﬂ7k)+x _:v_+x—_xk+1:
k k+1 1 1
1 Tk () — Tpg1) (Th + Tpos1)
= —(Ths1 — @) + — (T — 7) + =
Ty T Tp41
T1 | Tk Ty T Tg
—<xk+1—xk)(—+——— >
T x Tht1

Th+1 + Tk
> (g1 — T) (2 -
Tk+1

)
> (Tpy1 — Tk) (wkﬂ - xk)
>

v

Tr+1



Sajos parveidojumus tika izmantota sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko,
lai iegtitu, ka:
x x
Lyhso

Tk T

Lidz ar to induktiva pareja ir pabeigta.

No matematiskas indukcijas principa izriet, ka dota nevienadiba ir patiesa visam naturalam
n vertibam.
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Atlases sacensibas uz IMO 2022, 3.diena

l.uzdevums Atrast visas funkcijas f : RT™ — R™, kas definétas realiem pozitiviem skaitliem,
pienem realas pozitivas vertibas un kuram visiem realiem pozitiviem z,y ir speka vienadiba:

1

f@) fy) =) f(af(y) + p

Atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Ar P(z;y) apzimesim doto funkcionalsakaribu.
leverosim, ka P(y;x) dod mums:

F@) () = F@) fyf () + iy

Salidzinot ieguto sakaribu ar P(z;y), varam secinat, ka:

f@)f(yf(x) = fy)f(xf(y))

Ievietojot pedeja sakariba x = 1:

Ffwf) =) f(fy) &)

Apskatisim P(x; 1), izmantojot (*):

1
zf(1)

Aizvietojot = ar ) (ieverojam, ka funkcija pienem tikai pozitivas vertibas), iegustam, ka:

() = () 1

Ieverosim, ka P(ﬁ; x) dod mums sadas sakaribas:

f(x) = flzf(1) +

1565 )10 = sy + 12

Hie) = f0+; @

Savukart P(%;m) pasaka mums, ka:

1401 = rosts) +

FWY _ L
1(45) =1 @

Sakaribu (3) var parveidot, izmantojot sakaribas (1) parveidoto formu, sadi:

f<%) — J(r) +

1 f(x) 1

f<m) -2 pran+

11



[zmantojot sakaribu (2), varam rakstit, ka:

1Y f@) L
(7)) =0+ a7
FO+ 5= T8 = )+ s
fl@) 1 f1)-1 _

R LRyt

Varam secinat, ka f(z) = % + 1, kur C = f(1) — 1. Atliek noteikt, kada ir C' vertiba.
Atzimesim, ka f(1) = C' + 1, lidz ar to:

FO)* = F(FM))f(D)
(C+ 1) = f(C+1)(C+

)
(C+17— (= 11O+ 1)
1

C+1
C?+20+1-C—-C —
C?=1= C=1 vai C=—

Pamanisim, ka C' = —1 nevar bit, jo tada gadijjuma f(x) = 1 — =, tacu tas nozime, ka

f (%) =1—2= —1, kas ir pretruna ar to, ka funkcijas vertibas ir tlkal pozitivi skaitli.

Tatad C' = 1 un mekléta funkcija ir f(z) = 1 + % Atliek parbaudit, ka ta patiesam
der:

+1 1

4 —=— L
x oy wy x oy o wy
1

I+ =4+ —+—=1+=+-+—
oy x oy wy

Uzdevums ir atrisinats.
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2.uzdevums Saurlenka trijstari AABC iekspusé izveélets punkts P ta, ka Z/OAP = /BCP,
pie tam P neatrodas uz medianas, kas vilkta no virsotnes A. Taisnes BP un CP krusto
malas AC' un AB attiecigi punktos B’ un C’. Taisne AP krusto otrreiz AABC apvilkto
rinka Imiju punkta ). Taisnes B'Q un C'C’ krustojas punkta R. Taisne, kas caur punktu P
vilkta paraleli AC, krusto taisni B’Q) punkta S. Taisnes B’C" un QB krustojas punkta T,
pie tam punkti 7" un C' atrodas dazadas taisnes AB puses.

Pieradit, ka /BAT = ZBB'Q tad un tikai tad, ja SQ = RB'.

Atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs, Ilmars Stolcers) Vispirms pieradisim, ka, ja
SO = RB', tad /BAT = /BB'Q.

leverosim, ka ZBCP = LZCAP = ZCAQ = ZCBQ, tapec PC || BQ. No Talesa teoremas
izriet, ka:

B'S RQ BR SQ . BP B'S

BP PB B'P B'P B'P  SQ

No otras puses, pielietojot Talesa teoremu taisnem @B’ un AQ, varam iegut, ka:

QP _AP _ AP _B'S
0S ~ B'S QP ~ 5Q

Lidz ar to varam secinat, ka:
B'S BP AP
SQ  B'P QP

No apgrieztas Talesa teorémas izriet, ka taisnes AB un B’() ir paralélas.

Ieverosim, ka no Talesa teoremas taisnem B'T un B’P izriet, ka:

B'C" BP QP
C'T ~ PB ~ PA

Analogiski, pielietojot Talesa teoremu taisnem AQ un AB, varam iegut, ka:

QP BC'
PA (A

Apvienojot ieprieks iegutas sakaribas kopa, ieguistam, ka:

BC'  BC'
CT — C'A

No apgrieztas Talesa teoremas izriet, ka taisnes AT un BB’ arl ir sava starpa paralelas. Lidz
ar to varam secinat, ka:

/BAT = /ABB' = /BB'Q

A
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Tagad aplukosim otru gadijumu, ja ir zinams, ka ZBAT = ZBB’'(Q). Pieradisim, ka tada
gadijuma SQ = RB'.

leviesam punktus A" = APNBC, U = B'C'NAP un D = (B'PC") N AP.
Vispirms pieradisim, ka D # A. Pienemsim pretéjo, tad A € (B'C'P). leverosim, ka tada
gadijuma

/PAB'=/B'C'P=/PCA" = B'C'|| BC = ZC'AP=/C'B'P=/PBC.

No ta var secinat, ka rinka Iinija ©(APB) pieskaras taisnei BC, tatad A’B? = A'P-A’A. No
dotajam lenku vienadibam lidzigi var secinat, ka ©®(APC) arl pieskaras taisnei BC, tatad
A'C? = AP - AA. Tacu tada gadijuma A’'B? = A'C* = A'B = A'C, kas nozime, ka AP

ir mediana. Bet tas nav iespejams no uzdevuma nosacijumiem - pretruna. Lidz ar to D # A.

Pieradijuma aplukosim gadijumu, kad punkts D neatrodas nogriezna AP iekSpuse. Otru
gadijumu var pieradit analogiski.

Lidzigi ka pirmaja risinajuma dala var iegut PC || BQ. No punkta pakapes ©(B'PC'D)
zinams, ka UD - UP = UC" - UB’, tadel kopa ar Talesa teoremu:

up uUcC' UT
UB  UP UQ

Krustlenku del varam secigi iegut trijsturu lidzibas AT DU ~ AQB'U un attiecigi AT DC' ~
AQDB'P, jotad ZLDTU = £ZB'QU (no pirmas lidzibas) un ZDCB' = /DPB' — DC'T =
/B'PQ.

Tad no lenkiem varam ieverot:
/C'AT = /BAT = /BB'Q = /PB'Q = ZC'DT,
kas nozime, ka cetrsturim DAC'T var apvilkt rinka Iimiju. Veicot vel noverojumus:
/PAB = /DTC'=/B'QP = AB || B'Q.

Atkartoti pielietojot Talesa teoremu ar paraléelu taisyu pariem PC || BQ, AB || B'Q, PS ||
AC, iegustam:

RB" PB PQ SQ

RQ PB PA SB’
Ta ka punkti S un R dala vienu un to pasu nogriezni B’Q) vienadas attiecibas, tad ir skaidrs,
ka tie ir simetriski pret nogriezna viduspunktu, un tad SQ = RDB’, kas kopa ar pirmo
risinajuma dalu pierada uzdevuma prasito.
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3.uzdevums Dots naturals skaitlis n. Kvadratiskas tabulas izmers ir (2" — 1) x (2" —
1) rutinas, katra rutina var ierakstit vai nu 1, vai —1. Tabulas aizpildijjumu sauksim par
vetksmigu, ja katra rutina ierakstitais skaitlis ir vienads ar visu savu kaiminu reizinajumu
(kaimins ir skaitlis, kas ir ierakstits rutina, ar ko dotajai rutinai ir kopiga mala). Cik ir
dazadu veiksmigu tabulas aizpildijumu?

Atrisinajums Atbilde ir K = 2 pien = 1 un &k = 1 pie n > 2, kur k ir veiksmigo
aizpildijumu skaits. Gadijums n = 1 ir acimredzams, tadel apliukosim parejos gadijumus
n > 2. Pie n = 2 ir viegli iespejams parbaudit, ka vienigais veiksmigais aizpildijums ir tad,
ja visas rutinas ir ierakstits 1. Pienemsim, ka eksisté tabulas ar n > 2, kuram veiksmiga
aizpildijuma ir rutinas ar —1. Aplukosim sadu tabulu ar minimalo n vertibu.

Ja §is aizpildijums nav vertikali simetrisks, tad veicam sadu operaciju: sareizinam katru
tabulas skaitli ar tam simetrisko par vertikalo vidusliniju (videjas kolonnas skaitlus at-
tiecigi celam kvadrata). Pirmkart, pec sadas operacijas tabulas aizpildijums joprojam ir
veiksmigs. To var ieverot, jo katrs skaitlis tika sareizinats ar tam simetrisko, ka arl ka-
trs S1 skaitla kaimins tika pareizinats ar simetriska kaiminu, tadel reizinajumu vienadiba
joprojam izpildas. Otrkart, jaunais aizpildijums joprojam satur vismaz vienu —1, iznemot
tos gadijumus, ja pirms operacijas visi —1 atradas videja kolonna. Tas izpildas, jo preteja
gadijuma katrs skaitlis tiktu celts kvadrata, kas nozimetu, ka tabula bija vertikali simetriska
jau pirms operacijas.

Pienemsim, ka pirms operacijas visi —1 tiesam atradas videja kolonna. Apliukojam kadu
skaitli, kurs atrodas blakus videjai kolonnai un kura kaimins videja kolonna ir —1. Ta ka
sis skaitlis ir 1 (jo visi —1 ir vidéja kolonna), tad ta kaiminu reizinajumam butu jabut 1.
Tacu §is reizinajums sanaktu 1-1-1-(—1) = —1, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem.
Tatad sis gadijums nav iespejams un —1 atrodas aizpildijuma ne uz videjas kolonnas.

Ta ka kvadrats ir simetriska figura pret diagonali, varam veikt analogisku operaciju art
pret videjo rindu (horizontali). Ta rezultata busim ieguvusi gan horizontali, gan vertikali
simetrisku aizpildijumu, kura kada no rutinam ir skaitlis —1.

Aplukojam videjo kolonnu. Katrs taja ierakstitais skaitlis ir savu kaiminu reizinajums.
Ta ka tabulas aizpildijums ir vertikali simetrisks, tad péec butibas katrs skaitlis ir tikai
savu videjas kolonnas kaiminu reizinajums. Aplukojot rutinu videja kolonna, kas atro-
das pie tabulas malas, var noverot, ka, izveloties taja 1 vai —1, ta rada talak unikalu
kolonnas aizpildijumu. Pirmaja gadijuma aizpildijums ir 1,1,1,...,1, kamer otraja tas ir
—-1,-1,1,—1,—1,...,1, -1, —1 (tam garanteti janosledzas ar —1, —1). Tacu otraja gadijuma
tad kolonnas garumam jabut 2 (mod 3), bet tas nav iespejams, jo 2" — 1 # 2 (mod 3).
Analogiskus spriedumus varam pielietot art videjai rindai. No ta iegusim, ka gan videja
rinda, gan videja kolonna satures tikai skaitlus 1.

Sada gadijuma var ieverot, ka vidéja rinda un vidéja kolonna sadala tabulu ¢etras mazakas
tabulas ar izmeru 2”1 — 1. Papildus tam, ta ka videja rinda un videja kolonna sastav tikai
no vieniniekiem, tas neietekmée skaitlu vertibas un reizinajumus Sajas mazakajas tabulas.
Tatad sis mazakas tabulas ari ir veiksmigi sakartotas, piedevam no ieprieks iegiitajiem
rezultatiem tajas ir atrodamas rutinas ar —1. Tacu tada gadijuma butu jaeksiste veiksmigam
aizpildijumam ar —1 pie n—1, kas ir pretruna ar n minimalitati. Lidz ar to tas nav iespejams
un Sads minimalais n > 2 neeksiste. Tadel pie katras n > 2 vertibas eksiste tikai viens
veiksmigs tabulas aizpildijums, kuram katra rutina ir rakstits 1. Viegli redzams, ka sads
aizpildijums apmierina uzdevuma nosacijumus.
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Atlases sacensibas uz IMO 2022, 4.diena

4.uzdevums Rinka Imija, kuras centrs ir O, ievilkts ¢etrsturis ABC'D. Ta diagonales AC
un BD krustojas punkta F, bet taisnes AD un BC krustojas punkta F. Malu AD un BC
viduspunkti attiecigi ir punkti X un Y. Trijsturim AEXY apvilktas rinka Imijas centrs ir
O,. Pieradit, ka OF || O, E.

Atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Taisnu AB un C'D krustpunktu apzimesim ar 7.
No Brokara teoremas cetrsturi ABC'D izriet, ka punkts O ir AEFT augstumu krustpunkts.
ST iemesla del OF L TE. Ja més pieraditu, ka TE L EO;, tad uzdevums biitu atrisinats.
Tas ir ekvivalents ar to, lai pieraditu, ka TE ir ©(EXY") pieskare.

Pienemsim, ka T'F krusto nogrieznus BC' un AD attiecigi punktos M un N. No projektivas
geometrijas faktiem ieverosim, ka:

Ta ka punkti X un Y ir attiecigi nogrieznu AD un BC viduspunkti, tad:
FA-FD=FN-FX un FB-FC=FM:-FY

Ta ka ap cetrsturi ABC'D var apvilkt rinka Imiju, tad FA-FD = FB-FC, lidz ar to varam
secinat, ka:
FN-FX =FM-FY

No apgrieztas apvilkta cetrstiira pazimes varam secinat, ka ap cetrsturi MY X N var apvilkt
rinka Imiju.

Ieverosim, ka:
—1=(T,FENTD;C,D) £ (T, E: M,N)

Atzimesim, ka, ta ka punkti X un Y ir nogrieznu AD un BC' viduspunkti, tad no Nutona-
Gausa taisnes cetrsturt ACDB izriet, ka taisne XY iet caur nogriezna TE viduspunktu.
Ja meés pienemam, ka XY NTE = K, tad punkts K ir nogriezna T'E viduspunkts. Ta ka
—1=(T,E; M, N), tad:

KE*=KM-KN =KY -KX

kur tika izmantots fakts, ka ap cetrsturi MY XN var apvilkt rinka Iiniju. No apgrieztas
pieskares pazimes izriet, ka K'F ir ©(EXY') pieskare un uzdevums ir atrisinats.

5.att.
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Piezimes: Risinajuma tika izmantotas sekojosas teorémas:

e Brokara teorema. Dots cetrsturis ABCD, ap kuru var apvilkt rinka liniju, kuras
centrs ir punkts O. Ar punktu F apzimeésim taisnu AB un C'D krustpunktu, ar punktu
F apzimesim taisnu AD un BC krustpunktu, savukart ar punktu G apzimesim taisnu
AC un BD krustpunktu. Tad punkts O ir AEFG ortocentrs (augstumu krustpunkts).

e Nutona - Gausa taisne. Dots patvaligs ¢etrsturis ABC'D. Ar punktu E apzimeésim
taisnu AB un CD krustpunktu, bet ar punktu F' apzimesim taisnu AD un BC' krust-
punktu. Pienemsim, ka nogrieznu AC, BD un EF viduspunkti ir attiecigi punkti
M, N, R. Tad punkti M, N, R atrodas uz vienas taisnes, ko sauc par Nutona - Gausa
taisni. ST teorema ir speka pilniba patvaligam Getrstiirim - gan ieliektam, gan izliektam,
gan lauztam u.tml. Uzdevuma ta tika pielietota lauztam cetrsturim AC'DB. Sikak ar
So teoremu un tas pieradijumu var iepazities Saja majaslapa.

e Harmonisks cetrinieks no trijstira cevianam. Apskatisim patvaligu trijsturi
AABC'. Uz nogriezniem BC, C A, AB izveleti attiecigi tadi punkti D, F/, F', ka taisnes
AD, BE, C'F krustojas viena punkta (Sadas taisnes caur par ¢evianam). Ar punktu X
apzimesim taiSnu EF un BC krustpunktu. Tad punkti X, D, B, C veido harmonisku
¢etrinieku, tas ir, (X, D;B,C) = —1. Dotaja uzdevuma §1 teorema tika pielietota
trijsturt ATAD un ta ¢evianam T'N, AC, BD, lai secinatu, ka (F, N; B,C) = —1, ka
art trijsttirim ACDF un ta ¢evianam FE, AC, BD, lai iegtitu, ka (T, FENCD; C, D) =
—1.

e Harmoniskais cetrinieks, nogriezyu viduspunkti un to 1pasibas. Pienemsim,
ka punkti A, C, B, D veido harmonisku ¢etrinieku, tas ir, (A,C; B, D) = —1. Punkts
M ir nogriezna BD viduspunkts, tad izpildas sadas sakaribas:

MB?=MA-MC un AB-AD = AC -AM

Ir svarigi pieminet, ka, pirmkart, Sis sakaribas sava starpa ir ekvivalentas, tas ir, tas

var ieglit vienu no otras, veicot ekvivalentus parveidojumus ar nogrieznu garumiem.
Otrkart, ja izpildas kaut viena no §im sakaribam, tad (A,C; B, D) = —1, tas ir, §is
teoremas apgriezta teorema ari ir patiesa.

Uzdevuma $1 teorema tika izmantota, lai no sakaribam (£, N; A, D) = —1un (F, M; B,C) =
—1, secinatu, ka FN-FX = FA-FDun FM-FY = FB- FC, ka ari, lai no sakaribas
(T,E; M,N) = —1 iegutu, ka KE> = KM - KN.

Pedejam 2 teoremam ir plass pielietojums projektivaja geometrija. Lasitajiem, kuri nav
pazistami ar So tematu, ieteicams iepazities ar to Saja majaslapa.
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5.uzdevums Galerija " Ekspresionists” ir izstaditas 100 gleznas, apzimesim tas ar G, G, . . . , G-
Makslinieks un kritikis spele sadu speli.

No sakuma makslinieks katrai no gleznam izdoma cenu, kas ir naturals skaitlis, apzimésim
cenas attiecigi ar ¢y, ¢y, c3, ..., c100. Péc tam katra gajiena:

e makslinieks nosauc kadu naturalu skaitli x;

e kritikis izveles gleznu G; un nomaina tas cenu uz z (t.i., tagad ¢; = =z, parejas c;
vertibas, kuram j # i, nemainas)

Ja pec kada gajiena cenas ir sakartotas nedilstosa seciba c¢; < ¢y < ... < ¢y, tad kritikis ir
uzvarejis un spele beidzas. Preteja gadijuma spele turpinas.
Vai kritikis vienmer var uzvaret neatkarigi no ta, ka spele makslinieks?

Atrisinajums (Ilmars Stolcers) Izmantosim matematiskas indukcijas principu, lai pieraditu,
ka kritikis var uzvaret jebkuram naturalam gleznu skaitam n.

Indukcijas baze: Ja n = 1, tad acimredzami péec pirma gajiena kritikis bus uzvaréjis.

Induktivais piepemums: Pienemsim, ka naturalam k kritikis var sakartot k gleznas nedil-
stosa cenu seciba.

Induktiva pareja: Aplukosim situaciju, kad ir £ + 1 glezna. No induktiva piepémuma
kritikis var pirmas k gleznas sakartot nedilstosa cenu seciba. Ja cyi1 > ¢k, tad prasitais
izpildas; aplikosim pretejo situaciju. Veidosim kritika darbibas algoritmu atkariba no makslinieka
izveleta skaitla x katra gajiena:

e Ja x > ¢,. Saja gadijuma kritikis aizstaj cyyq ar x. Ta ka pirmas k gleznas jau ir
sakartotas nedilstosa cenu seciba, tad acimredzami visas k + 1 gleznas ir sakartotas
nedilstosa cenu seciba un kritikis ir uzvarejis.

e Ja x < ¢;. Tad kritikis pec kartas salidzina gleznu cenas ar z, sakot ar ¢, tad ¢y utt.
Iidz ¢ Kad kritikis atrod pirmo gleznu G;, ka = < ¢;, vins aizstaj ¢; ar z. Sada glezna
noteikti eksistes, jo r < ¢.

Saja gadijuma varam attiecigi ieverot, ka péc ¢; aizstasanas gleznu cenas joprojam ir
sakartotas nedilstosa seciba, jo no algoritma x > ¢;_;. Papildus tam var secinat, ka
pirmo k gleznu cenu summa samazinas, jo z < ¢;.

Izmantojot sadu algoritmu, kritikis var garantet uzvaru, jo algoritms garanteti kada bridi
nonaks gadijuma x > c¢,. Tas izriet no ta, ka otra gadijuma pirmo £k gleznu cenu summa
katru reizi samazinas, tacu ta nevar klut mazaka par k (kad ¢y =co =--- =¢, =1). Jata
sasniedz minimumu, tad acimredzami x > ¢, un visas gleznas ir sakartotas nedilstosa cenu
seciba. Lidz ar to induktiva pareja ir pieradita.

Ta ka esam pieradijusi, ka kritikis uzvar visiem naturaliem n, tad vins uzvar art gadijuma
n = 100, kas bija japierada.
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6.uzdevums Atrodiet visus naturalu skaitlu parus a,b > 1, kuriem a® — 1 dalas ar b%.

Atrisinajums (Kims Georgs Pavlovs) Pieradisim, ka skaitlis b ir para skaitlis. Pienemsim
pretejo, tad skaitlim b eksiste ta mazakais nepara pirmreizinatajs p.
Apskatisim gadijumu, kad p dala a — 1. Tada gadijuma no LTE lemmas izriet, ka:

Vp(ab —1) =vpla—1) +1,,(b)
Lai izpilditos dalamibas nosacijums, ir jabut speka sadai sakaribai:

vp(a® —1) > 1,(b°)

vp(a—1) > v,(b)la—1)>a—1

log,(a —1) > v(a—1) > vp(b)(a—1) >a—1
log,(a—1)>a—1

a—1>plab

juPedegja sakariba ir aplama, jo f(z) = p® naturalos skaitlos aug atrak neka funkcija g(z) = z.
Lidz ar to p nedala a — 1.

No Ferma mazas teorémas izriet, ka a?~! =1 (mod p) un a® =1 (mod p).

Lemma: Piepemsim, ka d ir mazakais naturalais skaitlis, kuram a? = 1 (mod p). Ja a® =
(mod p) kaut kadam naturalam skaitlim z, tad x dalas ar d.
Pieradijums Pienemsim pretejo, ka x nedalas ar d, tad x = dy+r, kur 1 <r < d—1. Lidz
ar to:

l=ad"=a™" =(a")-a"=a" (mod p)
Tacu pedeja sakariba ir pretruna ar d minimalitati, jo 1 < r < d — 1. Lidz ar to sakotnéjais
pienemums ir aplams, tapec x dalas ar d.

Atgriezoties pie uzdevuma, esam ieguvusi, ka d dala gan p — 1, gan b (nepara). Tas nozime,
ka skaitlis d dalas ar kadu nepara naturalu skaitli, kas ir mazaks par p. leverosim, ka d # 1,
jo a — 1 ar p nedalas. Lidz ar to b satur kadu pirmreizinataju, kas mazaks par p. Ta ir
pretruna ar p minimalitati.

Esam ieguvusi, ka b ir para skaitlis, kas nozime, ka a ir nepara skaitlis. Pielietojot LTE
lemmu, iegtisim, ka:

va(a® — 1) = vpla — 1) + vala+ 1) + 1(b) — 1
Lai izpilditos dalamibas nosacijums, ir jabut speka sadai sakaribai:

va(a® — 1) > vy (b%)

va(a— 1)+ a(a+ 1)+ va(b) — 1 > avy(b)
wa—1)+ra+1)—1>wnb)(e—1)>a—1
vola—1)+wma+1)—1>a—-1

leverosim, ka a — 1;a 4+ 1 ir divi pec kartas sekojosi para skaitli, tapec viens no tiem dalas
ar 2, bet nedalas ar 4. Skirojam gadijumus:

e Jawy(a+1) =1, tad iegusim, ka:
vaa—1)+ma+1l)—1>a—-1
ve(a—1)>a—1
logo(a—1) > w(a—1)>a—1
logoy(a—1)>a—1
a—1>2%1

Pedeja sakariba ir aplama, jo funkcija f(x) = 2* naturalos skaitlos aug atrak neka
g(x) = x. Lidz ar to $ads gadijums nav iespejams.
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o Jay(a—1) =1, tad iegusim, ka:

vela—1)+ma+1l)—1>a—1
ve(a+1)>a—1

logy(a+1) >wa(a+1)>a—1
logy(a+1)>a—1

a+1>2""

Pedeja sakariba ir aplama visiem naturaliem skaitliem a > 3, jo funkcija f(z) = 2°
naturalos skaitlos aug straujak neka funkcija g(x) = x 4+ 2 visiem z > 2. Secinam, ka
a=3un ) =1

Esam ieguvusi, ka a = 3 un b = 2¢, kur c ir nepara skaitlis. Dalamibas nosacijums kliist
par 9¢ — 1 dalas ar 8c3. Pienemsim, ka skaitlim c eksiste kaut kads mazakais nepara pirm-
reizinatajs p, tad no mazas Ferma teoremas izriet, ka:

9% 1=1 (modp) un 9°=1 (mod p)

Ja mes apskatam mazako naturalo skaitli d tadu, ka 92 = 1 (mod p), tad no lemmas izriet,
ka d dala gan p — 1, gan ¢. Actimredzami d # 1 un d ir nepara skaitlis, tacu tada gadijuma
esam atradusi vel mazaku pirmreizinataju skaitlim ¢, jo d < p —1 < p. Pretruna. Tas
nozime, ka ¢ = 1. Lidz ar to vienigais derigais skaitlu paris (a;b) ir (3;2).

Piezime: Lasitajs var sikak iepazities ar LTE lemmu Vikipedijas lapa. Iesakam apskatit art
tadus uzdevumus ka IMO 2019 P4 un IMO 2022 P5, lai trenetu savas prasmes to izmantot.
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