IMO 2023 atlases atrisinajumi

1. diena
l.uzdevums Doti nenulles reali skaitli z1, zo, ..., z,. Zinams, ka
1 1 1 1
1 —— =9 — — =...=Tp—1— — =Tp — —.
To T3 In T
Atrast visus naturalus skaitlus n > 2, kuriem skaitli x1, zs, ..., x, noteikti visi sava
starpa ir vienadi.
Atrisinajums. Pienemsim, ka n = 2k ir para skaitlis. Tad 1 = 23 = ... 29,1 = 2 un
To=T4=...= Xop = % apmierina uzdevuma nosacijumus. Patiesam:
1
1'22;1—7:2—2:0
L2
1 1 1
T2i — =5;-—5=0
Toiy1 2 2

visiem ¢, kur indeksi ir nemti pec modula n. Tatad para n visiem skaitliem nav noteikti
jabut vienadiem.

Aplukosim gadijumu, kad n ir nepara skaitlis. Ieverosim, ka:

1
Ty — = Tg+1 — = (T — Tpt1) T 1 Thgz = —(Thp1 — Thp2)
Tp+1 T42
Lidz ar to varam iegut, ka:
(2E1 - 12)$2$3 = *(12 - %)
(Tpy — Tp) 212y = — (25 — 21)
(T — 21) 2109 = — (71 — 22)

Viegli redzet, ka, ja z; = x;11 kaut kadam ¢ (indeksi peéc modula n), tad varam iegut, ka
T = T9 = ... = x,. Pretgja gadijjuma visus vienadojumus var sareizinat kopa un salsinat
abas puses ar (x7 — xa)(xg — 3) ... (z, — 1) un iegit, ka:

(1’1332 .. .]Jn)z = (—1)” =1

Ta ka reala skaitla kvadrats ir nenegativs, tad ir iegita pretruna. Lidz ar to noteikti x; =
T2 ... = Tp.



2.uzdevums Rinda ir novietoti 2022 spaini ar udeni, katrs no tiem nokrasots zils
val sarkans. Zivtina Dora spele speli. Vispirms vina izvelas spaini, kura vina saks
speli. Katra gajiena Dora var aizlekt uz nakamo vai aiznakamo spaini pa labi. Jebkura
brid1 vina var izveleties apstaties un beigt veikt gajienus. Spéle beidzas, kad Dora
ir nonakusi pedeja spaini rindas labaja mala vai art vina ir izvel€jusies parstat veikt
gajienus. Doras spelé ieguto punktu skaits ir modulis no starpibas starp sarkano un
zilo spainu skaitu, kuros vina ir bijusi speles laika. Noteikt lielako naturalo skaitli C,
ka neatkarigi no ta, ka spaini ir nokrasoti, Dora var iegtt vismaz C' punktus.

Piezime.  Zivtina vienmer zina visu spaipu krasojumu, tostarp kada krasa ir
spainis, kura vipa Sobrid atrodas, ka ari kada krasa ir spaini, uz kuriem vina var
aizlekt.

Atrisinajums. Atbilde ir C' = 506.

Vispirms pieradisim, ka Dora vienmer var iegit vismaz C punktus. Viena no krasam rinda
ir vismaz ¥ = 1011 spaini; pienemsim, ka tie ir sarkani. Dora spelé sadi - vina atrod
pirmo sarkano spaini rinda no kreisas puses un sak taja speli. Talak jebkura spainikura
Dora atrodas, vina apluko nakamo spaini. Ja nakamais spainis pa labi ir sarkans, vina lec
uz to. Ja nakamais spainis pa labi ir zils, vina lec uz aiznakamo spaini. Gadijuma, ja visi
spaini rinda pa labi no Doras ir zili, tad vina nosledz speli.

Skaidrs, ka ar Ssadu strategiju Dora speles laika nonaks katra sarkanaja spaini, kuru ir vis-
maz 1011. Papildus tam redzams, ka Dora var nonakt zila spaini tikai tad, ja vina parleca
vienam zilam spainim pari. Tatad speles laika Dora paviesosies ne vairak ka L%J = 505
zilos spainos. Lidz ar to ieglitais punktu skaits bis vismaz 1011 — 505 = 506 punkti, kas dod
prasito.

Talak aplukojam sadu spainu krasojumu:

{Z},{5,5},{2,Z2},{S,S},....{S, S}, {Z, Z},{S}).

Pieradisim, ka pie sada krasojuma Dora nevar iegtt vairak par 506 punktiem. Spainus, kas
ierakstiti vienas figuriekavas, sauksim par bloku. Kopuma ir 1012 bloki - 506 no tiem ir
sarkani spaini un 506 ir zili spaini (ir 2 bloki, kuriem katra ir tiesi viens spainis, bet visos
pargjos ir divi spaini).

Pienemsim, ka Dora speles laika pabija vairak sarkanos spainos neka zilos un attiecigi
paviesojas k blokos ar sarkaniem spainiem. Ta ka starp diviem secigiem sarkanu spainu
blokiem atrodas bloks ar diviem ziliem spainiem, lai noklatu no viena sarkanu spainu bloka
uz nakamo pa labi, Dorai ir jaielec vismaz viena zila spaini. Katra sarkanu spainu bloka
Dora var paviesoties ne vairak ka divos sarkanos spainos. Lidz ar to Dora kopuma vareja
ieglit ne vairak ka 2k — (k — 1) = k + 1 punktus.

Ja k < 506, tad punktu skaits neparsniedz 506. Ja k = 506, tad Dora ir pabijusi visos
sarkanu spainu blokos. Tacu bloks rindas gala satur tikai vienu sarkanu spaini, lidz ar to
Saja gadijuma Dora no sarkano spainu blokiem vareja iegiit ne vairak ka 2k — 1 punktus, 1idz
ar to kopuma vina varéja iegit ne vairak ka (2k — 1) — (k — 1) = k punktus, kur k£ = 506.
Gadijuma, ja Dora pabija vairak zilos spainos neka sarkanos, pieradijums ir analogisks.
Tatad pie $sada krasojuma Dora nevar ieguit vairak par 506 punktiem, kas pierada ieguto
atbildi.



3.uzdevums Pieradit, ka visiem naturaliem skaitliem a, b, ¢ eksisté naturals skaitlis
k ar Tpasibu, ka skaitlu a® + be, b* + ca, cF + ab lielakais kopigais dalitajs ir lielaks par
1.

Atrisinajums. Vispirms apskatisim gadijumu, kad skaitlis abc+1 ir divnieka pakape. Tada
gadijuma skaitli a, b, ¢ visi ir nepara. Pieradisim, ka k = 1 apmierina nosacijumu. leverosim,
ka a+bc, b+ca, c+ab visi ir para skaitli, kas nozime, ka to lielakais kopigais dalitajs ir vismaz 2.

Tagad apliikosim gadijumu, kad abc 4+ 1 nav divnieka pakape. Tas nozime, ka eksiste nepara
pirmskaitlis p ar Ipasibu, ka p | abc + 1. leverosim, ka tada gadijuma ged(a, p) = ged(b,p) =
ged(e, p) = 1. Pieradisim, ka k = p — 2 > 0 apmierina uzdevuma nosacjumus.

No Mazas Ferma teorémas un no ta, ka abc = —1 (mod p), izriet:

a?'+abc=1-1=0 (mod p)
W'ltabce=1—-1=0 (mod p)
A l4abce=1-1=0 (mod p)
Citiem vardiem sakot, tas nozime, ka p | a?~! + abc = a(a?~2 + bc). Ta ka ged(a,p) = 1, tad

secinam, ka p | a?~2 + be. Analogiski varam iegiit, ka p | b~2 +ca, p | ?~2 + ab. Tas nozimé,
ka skaitlu a?=2 + be, bP~2 + ca, P2 + ab lielakais kopigais dalitajs ir vismaz p.



4.uzdevums Ar O apzimesim trijstuira ABC apvilktas rinka linijas centru. No-
grieznu OB un OC vidusperpendikuli krusto malas AB un AC' attiecigi punktos D # A
un E # A. Noteikt, kads ir lielakais iespéjamais dazadu krustpunktu skaits taisnei
BC un trijstura ADFE apvilktajai rinka linijai.

Atrisinajums. Lielakais iespéjamais dazado krustpunktu skaits taisnei BC' un trijstara
ADE apvilktajai rinka Iiijai ir 1.

Vispirms apskatisim gadijumu, kad ZBAC # 90°. Tada gadijjuma punkts O neatrodas
uz taisnes BC'. Pienemsim, ka trijstura ADFE apvilkta rinka Imija krusto taisni BC' divos
dazados punktos X un Y ta, ka punkts X atrodas tuvak punktam B. Acimredzami, ka
vairak krustpunkti nevar but.

leverosim - ta ka OA = OB, tad ZOAB = ZOBA, un ta ka BD = OD, tad ZDBO =
/OBA = /DOB. Tas nozime, ka Z/DOB = /BAO, lidz ar to OB ir trijstura ADO
apvilktas rinka Imijas pieskare. Analogiski varam iegut, ka OC' ir trijstura AOFE apvilktas
rinka linijas pieskare. Ieverosim, ka tada gadijuma:

BO? = BD-BA = BX -BY

CO*=CE-CA=CY-CX
Tas nozimeé, ka OB un OC' ir divas dazadas trijstura XOY apvilktas rinka Imijas pieskares

punkta O. Tacu rigka linijai viena punkta var novilkt tikai vienu pieskari - pretruna. Tatad
Saja gadijuma nevar but vairak par vienu krustpunktu.

Tagad apskatisim gadijumu, kad ZBAC = 90°. Tas nozime, ka O € BC'. levérosim - ta
ka OA = 0B, tad ZOAB = ZOBA, un ta ka BD = OD, tad Z/ZDBO = ZOBA = ZDOB.
Lidz ar to ZDOB = ZBAO, kas nozimé, ka OB jeb BC'ir trijstura ADO apvilktas rinka
Iinijas pieskare.

Pieradisim, ka punkti A, D, O, FE atrodas uz vienas rinka liijas, kas nozimes, ka BC' ir
pieskaras trijstura ADFE apvilktajai rinka Imijai punkta O. leverosim, ka ZDOB = ZABC
un ZCOF = ZACB. Tas nozimg, ka:

£ZDOFE =180° — £ZDOB — ZCOFE — 180° — LABC — LACB = 90°.

Lidz ar to ZBAC + ZDOE = 180°, kas nozime, ka punkti A, D, O, E atrodas uz vienas rinka
Iinijas. Tatad saja gadijuma tiek sasniegts tiesi viens krustpunkts, kas atrisina uzdevumu.




2. diena

5.uzdevums Dota vienadsanu trapece ABCD, kurai AD || BC un AD > BC.
Punkts X ir lenka BAC' bisektrises un malas BC' krustpunkts. Ar F apziméesim
taisnes B D krustpunktu ar taisni, kas ir paraléla lenka C'B D bisektrisei un vilkta caur
punktu X. Savukart ar F' apzimesim taisnes DC' krustpunktu ar taisni, kas ir paralela
lenka DC' B bisektrisei un vilkta caur punktu X. Pieradit, ka punkti A, E, F, D atrodas
uz vienas rinka Inijas.

J

Atrisinajums. Ievérosim, ka, ta ka lenka C'BD bisektrise ir paraléla ar taisni X F, tad no
kapslu lepkiem un ieksejiem skerslenkiem izriet:

%AC’BD =/BEX = /EXB.

Tas nozimeé, ka BX = EB. Analogiski varam iegtt, ka CX = FC. No bisektrises Tpasibas
trijstiirt ABC' un iegutajam nogrieznu vienadibam izriet, ka:

AB _BX _ B

AC  CX CF’
Ta ka ABCD ir vienadsanu trapece, tad ZABD = ZACD — /ABE = ZACF. Varam

secinat, ka ANACF ~ NABE pec pazimes mim. Lidz ar to ZAEB = ZAFC, no ka izriet,
ka punkti A, E, F, D atrodas uz vienas rinka Imijas.




6.uzdevums Dots naturals skaitlis n > 3. Kopu S, veido visi pirmskaitlu pari
(p,q), kuriem p < ¢ < n. Katram kopas S, elementam (p,q) ar komponensu summu
apzimesim lielumu p + ¢g. Skaitlis P, ir visu kopas S,, elementu komponensu summu
reizinajums. Atrast visus n > 3, kuriem skaitlis P, dalas ar skaitli n! (ar n! apzime
visu naturalo skaitlu reizinajumu no 1 Iidz n).

Piemers. Jan =5, tad S, = {(2,3),(2,5), (3,5)}, P, = (2+ 3)(2+ 5)(3+ 5) = 280
un 51 =1-2-3-4-5 = 120.

Atrisinajums. Apskatisim lielako pirmskaitli p, kas ir mazaks vai vienads ar n. Ta ka
n! dala skaitli P,, un p dala n!, tad vismaz viena elementa komponensu summa dalas ar
p. Apzimésim $o elementu ar (x,y). leverosim, ka x +y < 2p, Iidz ar to  +y = p. Ta
ka p ir nepara skaitlis, tad secinam, ka viens no skaitliem x,y ir 2, jo tas ir vienigais para
pirmskaitlis. Nezaudegjot visparigumu, pienemsim, ka x = 2, tad y = p — 2 ir pirmskaitlis.

Atzimesim, ka p — 2 < p < n, tapéc p — 2 dala n! un attiecigi vismaz viena elementa kom-
ponensu summa dalas ar p — 2. Apzimesim $o elementu ar (z,t). leverosim, ka z +t < 2p,
lidz ar to z+t = p— 2 vai 2+t = 2p — 4. Pirmaja gadijjuma varam secinat, ka, ta ka
p — 2 ir nepara pirmskaitlis, tad vismaz viens no skaitliem z,¢ ir 2, jo tas ir vienigais para
pirmskaitlis. Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka z = 2, tad t = p — 4 ir pirmskaitlis.
Savukart, ja z +t = 2p — 4, tad z,t € {p,p — 2,p — 4}. Viegli redzet, ka vismaz viens no
tiem noteikti ir vienads ar p — 4, teiksim ¢.

Abos gadijumos esam ieguvusi, ka skaitli p,p — 2, p — 4 ir pirmskaitli. Ieverosim, ka:

eJap=1(mod3),tadp—4=1-4=0 (mod 3),idzartop—4=3 = p="7T.
Tad atliek parbaudit skaitlus n = 7, 8,9, 10, no kuriem iegtst, ka der tikai 7.

e Jap=2(mod3),tad p—2=2—-2=0 (mod 3), lidz ar to p — 2 = 3, tacu tada
gadijuma p — 4 = 1, kas nav pirmskaitlis.

e Jap=0 (mod 3), tacu tada gadijuma p — 4 = —1 nav pirmskaitlis.

Lidz ar to vieniga n vertiba, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir n = 7.



7.uzdevums Ar Zs( apzimesim nenegativo veselo skaitlu kopu. Atrast visas funkci-
jas f 1 Z>o = Z>o, kuram visiem a,b € Z>, izpildas

fe) = fa) =a—b.

Piezime. Ar f™(x) apzime funkcijas n-karteju pielietosanu argumentam x, tas ir,
fo(z) =z un f*(z) = f(f*(x)) visiem veseliem k > 0.

J

Atrisinajums. Ar P(a,b) apzimésim doto funkcionalvienadojumu. Ievérosim, ka no P(a, 0)
izriet:

F10) = fa) =a = f*(0) =2a
Ar matematiskas indukcijas metodi pieradisim, ka f(a) = a 4+ 2 katram nenegativam para
skaitlim a.

Indukcijas baze: Ta ka f*(0) = 2a, tad, ievietojot a = 1, iegisim, ka f(0) = 2.
Induktivais pienemums: Pienemsim, ka nenegativam veselam skaitlim 2k ir speka

f(2k) =2k + 2.

Induktiva pareja: leverosim, ka f*(0) = 2k, lidz ar to f*+1(0) = f(2k) = 2k +2. No otras
puses, mes zinam, ka 2k + 4 = f*2(0) = f(f*+1(0)) = f(2k + 2).

No matematiskas indukcijas principa secinam, ka katram nenegativam para skaitlim a ir
speka f(a) =a+2 = f"(a) =2(n—1) +a+ 2 = 2n + a. Aplikosim P(a,?2):

[@2)=f(fl@)=a=2 = 20+2—-f(f(a)) =a—2 = [f(fla)) =a+4

Ieverosim, ka f(f(f(a))) = f(a+4) = f(a) +4. Ar matematisko indukciju viegli pieradit,
ka f(4n+1) = 4n+ f(1) un f(4n+3) = 4n+ f(3) katram naturalam skaitlim n. Apskatisim
P(1,3):

fB) —fUfM) ==2 = fB) - fB)=-2 = fB) - (f(1) +4) = -2 —
— 1) - 1) =2
Secinam, ka tada gadijuma f(4n+3) =4n+ f(3) =4n+2+ f(1) =4n+3+ f(1) — 1 un

fdn+1) =4n+14 f(1) — 1. Apzimesim ¢ = f(1) — 1, tad esam ieguvusi, ka visiem nepara
skaitliem x ir speka f(z) =z 4+ c.

Apliikosim P(a,b), kur a,b abi ir nepara skaitli:
f) = fola) =a—b
b+ac—a—bc=a—>
(c=2)(a—=b)=0
Ta ka tas izpildas visiem nenegativiem nepara skaitliem a, b, tad secinam, ka ¢ = 2. Lidz ar
to visiem nenegativiem skaitliem z ir speka f(z) = x 4+ 2. ST funkcija apmierina uzdevuma
nosacijumus
f®) = fola) =a—b
b+2a—a—2b=a—-b

a—b=a—0.



8.uzdevums Dots izliekts n-stiiris, kurs ar n — 3 nekrustojosam diagonalem ir
sadalits trijsturos; apzimeésim sadu sadalijumu ar P. Noteiktam sadalijumam P sauk-
sim dazu izveletu n-stura virsotnu kopu par neatkarigu, ja nekadas divas §is kopas vir-
sotnes nav savienotas ar malu vai diagonali. Ar ¢(P) apzimesim visu dazado neatkarigo
kopu skaitu, ko var izveleties pie sadalijuma P. Pieradit, ka n-stiirim mazakais i(P)
tiek sasniegts pie zig-zag dalijuma trijstiros (pieméru 10-stiirim skat. zimg&juma).

Atrisinajums. Viegli ieverot, ka jebkura n-stira daljjuma trijsturos eksisté vismaz divas
virsotnes, no kuram neiziet neviena diagonale. Ja ta nebttu, tad katram trijstirim ne vairak
ka viena mala butu n-stira mala. Bet katra diagonale ir mala tiesi 2 trijsturiem, un katram
trijsturim ir vismaz 2 diagonalu malas, Iidz ar to tad varetu but ne vairak ka @ =n-—3
trijsturi un attiecigi art n-stura malas - pretruna. Tatad §is virsotnes bez diagonalem eksiste.

Aplukosim zig-zag dalijumu n-stiirim un ar z,, apzimesim dazado neatkarigo kopu skaitu.
Ar A apzimesim virsotni, no kuras neiziet neviena diagonale. Ja neatkariga kopa nesatur
A, tad, izdzesot virsotni A, tiks ieguts zig-zag sadalits (n — 1)-staris. Ja neatkariga kopa
satur A, tad &1 kopa nesatur A blakus esosas divas virsotnes, bet var acimredzami saturet
jebkuru no parejam virsotném. Izdzesot §s tris virsotnes (un diagonales, kas no tam iziet),
tiks ieglits zig-zag sadalits (n — 3)-stiiris, kura pie katras neatkarigas kopas bis pievienota
arT A. Ta ka visas neatkarigas kopas vai nu satur A, vai nesatur, tad varam iegtt rekurentu
sakaribu
Ty = Tp—1 + Tp_3.

Talak aplikosim patvaligu n-stira sadalijumu P. Uztversim n-stira virsotnes ka grafa
virsotnes un attiecigi malas un diagonales ka grafa Skautnes. Pieradisim, ka i(P) > z,
ar matematisko indukciju. Indukcijas bazi n < 6 var viegli parbaudit, apliikojot katru
gadijumu.

Pienemsim, ka uzdevuma prasttais izpildas visiem trijsturos sadalitiem izliektiem daudzsturiem
ar mazak ka n virsotném. Aplukojam P ka grafu - taja bus vismaz divas virsotnes ar pakapi
2 (no risinajuma sakuma pieradita). Ar A apzimésim vienu no §im virsotném un ar u, v
apzimeésim A kaiminus.

Aplukojam neatkarigas kopas, kuras nesatur A. To skaits ir vienads ar neatkarigo kopu
skaitu grafa P\ A. No induktiva piepémuma to skaits ir vismaz x,,_.

Tagad aplukojam tas neatkarigas kopas, kuras satur A. Vienigais ierobezojums §im kopam
ir tads, ka tas nevar saturet u,v, lidz ar to So kopu skaits ir vienads ar neatkarigo kopu
skaitu grafa H = P\{A,u,v} ar n — 3 virsotném. Bet visparigi grafs H var airT neatbilst
sadalfjumam trijsturos, jo, dzesot u un v Skautnes, var rasties Cetrsturi vai citi daudzsturi.
Tacu ir iespejams H uzvilkt vel dazas papildus Skautnes, lai rastos grafs H*, kurs atbilstu
sadaltfjumam trijsturos.

Varam ieverot, ka papildu skautnu pievienosana grafa palielina kaiminu skaitu, lIidz ar to
neatkarigo kopu skaits var tikai palikt tads pats vai samazinaties. Tatad i(H) > i(H*) >
ZTp_3 no induktiva pienemuma. Lidz ar to ieglistam, ka

i(P) = i(P\A) + i(H) > Tp1 + Tus = 0.
No ta varam secinat, ka jebkuram n-stira sadalijjumam trijstiros ¢(P) ir vismaz tikpat,

cik zig-zag dalijuma, tatad minimums tiek sasniegts pie zig-zag dalijjuma. Ar to arl varam
noslegt induktivo pareju, kas pierada uzdevuma prasito.

8



3. diena

l.uzdevums Dota bezgaliga pozitivu realu skaitlu virkne aq, as, . . . ar Ipasibu, ka
(an+1)2 = anan+2 < Ay, i a'n+2

visiem naturaliem skaitliem n. Pieradit, ka asges < 1.

Atrisinajums. Ievérosim, ka dota nevienadiba ir ekvivalenta ar
afH_l —1<a,+an0—1—agan0=(1—ay)(an2—1)
Pienemsim, ka eksisté tads naturals skaitlis n ar 1pasibu, ka a,,1 > 1 un a,.o > 1. Ta ka
(1= ap)(ange —1) > aby =120,

tad secinam, ka 1 — a,, > 0. levérosim, ka 1 + a0 > 1 > 1—a, > 0, lidz ar to varam
rakstit, ka:

a721+2 —1=(aps2 + 1)(ant2 —1) > (1 — az)(aps2 — 1) > aiﬂ 120
No otras puses meés zinam, ka
(an1 = D)1 = any3) = (1 = any1)(@ngs — 1) > ai+2 -120

Ta ka a,+1 > 1, tad secinam, ka 1 — a,43 > 0, lidz ar to varam rakstit, ka 1 +a,41 > 1 >
1 — apy3 > 0, kas nozime

a721+1 = 1= (ant1+ D(ans1 = 1) > (@ns1 — 1)(1 — any3) > ai+2 -1

Esam ieguvusi, ka
2 2 2
ang—1>ap ,—1>a,,,—1,

kas ir acimredzama pretruna. Lidz ar to musu pienémums ir aplams.

Pienemsim, ka asgesz > 1, tad no ieprieks iegiita rezultata izriet, ka aspee < 1 un asgey < 1.
Tacu tada gadijuma:

0 < adpo3 — 1 = (1 — agpez)(azpes — 1) <0

Ta ir pretruna, lidz ar to miisu pienémums ir aplams, kas nozime, ka aggo3 < 1, kas ar1 bija
japierada.



2.uzdevums Darza, kurs iekartots 2022 x 2022 rutigu laukuma forma, katra rutina
aug koks. Sakotneji katra koka garums ir 0 metri. Darznieks un mezcirtejs darza spele
speli. Darznieks veic pirmo gajienu, un speléetaji gajienus veic secigi.

Darznieks sava gajiena izvelas vienu darza rutinu. Visi koki, kas atrodas darznieka
izveletaja ruitind un kaiminu rutinas, kam ir kopiga mala vai sturis ar izveleto rutinu
(tatad kaiminu ritinu ir ne vairak ka astonas), izaug par 1 metru garaki.

Mezcirtejs sava gajiena izvelas cetras dazadas darza rutinas. Katra no izveletajam
riitinam koka garums cirsanas rezultata samazinas par 1 metru. Ja kada no izveletajam
rutinam koka garums pirms mezcirtéja gajiena bija 0 metri, tad Saja rutina koka
garums nemainas (nekliist negativs).

Sauksim koku par iespaidigu, ja ta garums ir vismaz 106 metri. Noteikt lielako ies-
paidigu koku skaitu, ko darznieks var vienlaicigi iegtit darza pec galiga gajienu skaita
neatkarigi no ta, ka savus gajienus veic mezcirtejs.

J

Atrisinajums. Atbilde ir 5 - (2(%)2 = 2271380 iespaidigu koku. Pieradisim, ka vispariga
gadijuma 3N x 3N darza atbilde ir 5N2.

Vispirms pieradisim, ka meZcirtéjs var garantéti nelaut darza izaudzet vairak par 5N2 koku.
Sanumuréejam darza rindas un kolonnas secigi un nokrasojam visas tas rutinas, kuram vismaz
viena no koordinatam dalas ar 3. Piemeérs 9 x 9 darzam redzams attela.

Viegli parbaudit, ka jebkura 3 x 3 kvadrata ir tiesi 4 neiekrasotas rutinas. Ta ka ikviena
gajiena darznieks izvelas patvaligu 3 x 3 kvadratu vai kadu dalu no ta, tad mezcirtejs var
izveletaja kvadrata cirst kokus, kuri atrodas neiekrasotajas izveleta kvadrata rutinas. Tada
veida tiek garantéts, ka visas neiekrasotajas ruitinas péc mezcirteja gajiena koku garums ir
0, actmredzami tiem neklustot iespaidigiem. Viegli saskaitit, ka neiekrasotu rutinu 3N x 3N
laukuma ir 4N2, lidz ar to iespaidigo koku skaits nevar parsniegt 9IN2? — 4N? = 5N2,

Talak japierada, ka darznieks var izaudzet darza vismaz 5N? iespaidigu koku neatkarigi
no mezcirtéja gajieniem. Apzimejam M = Cj. leverojam, ka, darzniekam veicot viena 3 x 3
kvadrata gajienus, katra gajiena kvadrata veidojas 5 koku izkartojums, kuriem garums pieaug
par 1 metru (ja mezZcirtejs veic gajienus cita laukuma dala, tad var gadities, ka $adu koku
ir vairak - tad izvelamies kaut kurus 5 no tiem, kuriem palielinajas garums), bet pargjiem
§1 kvadrata kokiem garums palielinas vai paliek tads pats. Ta ka ir M sadu izkartojumu,
tad viena un taja pasa kvadrata peéc M gajieniem bus bijis kads izkartojums, kas izvelets
vismaz [ reizu - tatad 5 81 izkartojuma koki bus sasniegusi vismaz garumu /.

Darznieka strategija, lai sasniegtu velamo, ir vispirms sadalit 3N x 3N darzu blakus esoSos
3 x 3 kvadratos (ka lielu riitipu laukumu) un sanumurét tos 0,1,..., N> — 1. Tad secigi
pec kartas (no lielaka numura uz mazako) kvadrata i = N? — 1, N*> — 2...,0 darznieks
izvelas centralo rutinu 10°M (M + 1)% reizu. No ieprieks iegiita tas garante, ka kvadrata ar
numuru i biis vismaz 5 koki, kuru garums ir vismaz 10%(M + 1), Teverosim, ka péc gajienu
veikSanas i-taja kvadrata darznieks citur veiks vel 105M (M + 1)1 4+ +106M (M +1)° =
10%((M + 1)" — 1) gajienu. Lidz ar to, ja visos turpmakajos gajienos tiek cirsts kads i-ta
kvadrata koks ar garumu vismaz 105(M + 1)¢, tad pec visiem darznieka gajieniem ta garums
bus joprojam vismaz 10%(M + 1)* — 10°((M + 1)* — 1) = 10° metru. Tas nozime, ka pec
visiem darznieka gajieniem katra no N? izveletajiem 3 x 3 kvadratiem biis vismaz 5 koki ar
garumu vismaz 10, tatad visa darza biis vismaz 5N? iespaidigu koku, kas pierada atbildi.
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3.uzdevums Dazadmalu Saurlenku trijsttrt ABC punkts F' ir augstuma pamats no
virsotnes A. Punkts P ir patvaligs punkts uz nogriezna AF', pie tam P # Aun P # F.
Caur punktu P vilktas paralelas taisnes malam AC, AB, kas attiecigi krusto malu BC'
punktos D un E. Punkti X # A un Y # A izveléti attiecigi uz trijstiru ABD un
ACE apvilktajam rinka linijam ta, ka DA = DX un FA = EY. Pieradit, ka punkti
B,C, X, Y atrodas uz vienas rigka linijas.

Atrisinajums. No Talesa teoremas redzam, ka:

FE FP FD
B FA-FC = FE-FC=FB-FD.

Tas nozime, ka punktam F ir vienada pakape pret trijstiru ACE un ABD apvilktajam rinka
Iinijam. Ja ar Z apzimejam So divu rinka Imiju krustpunktu, kas ir atskirigs no punkta A,
tad esam ieguvusi, ka punkts F' € AZ.

Pienemsim, ka taisne BX krusto taisni AF punkta 77. Tad izmantojot DA = DX, varam
iegtt, ka:

/DAX = /DBT, = ZAXD = ZABD.
Ta ka AF | BC, tad secinam, ka AF = FTj.
Pienemsim, ka taisne C'Y krusto taisni AF punkta 75, tad analogiski varam iegut, ka
AF = FT,. Ta ka taisnes BX un CY ir simetriskas attiecigi AB un AC pret taisni BC,
tas nozime, ka to krustpunkti ar AF atrodas viena puse taisnei BC. Tatad punkti 77 un

T, sakitt, Iidz ar to esam pieradijusi, ka taisnes BX, AF,CY krustojas viena punkta, ko
apzimesim ar 7.

Tagad no punkta pakapes varam iegut, ka:
TB-TX=TA-TZ=TC-TY.

Secinam, ka TB-TX =TC -TY, tatad punkti B, C, X,Y atrodas uz vienas rinka linijas.

=
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4.uzdevums Sauksim naturalu skaitli n par latvisku, ja var atrast tadu naturalu
skaitli m un pirmskaitlus 1 < p < ¢, ka ¢ — p | m un

plnm+1
q|n™+ 1.

Atrast visus n, kas ir latviski.

Piezime. Ja vesels skaitlis b dalas ar veselu skaitli a, tad tas tiek pierakstits ka
alb.

Atrisinajums. Pieradisim, ka visi nepara skaitli n > 1 ir latviski. Izvelesimies p = 2 un
kaut kadu nepara pirmskaitli ¢ ar ipasibu, ka ¢ | n?+ 1. Tads eksiste, jo n?+1 =2 (mod 4),
Iidz ar to skaitlis n? + 1 nav divnieka pakape. Piedevam papemsim, ka m = 2(q — 2), tad
viegli redzet, ka

n*=-1 (modq) = n*@ 2 =(-1)72=-1 (modq) = ¢|n™+1

Savukart ta ka n ir nepara skaitlis, tad 2 | n™ + 1, Iidz ar to secinam, ka visi nepara n > 1 ir
latviski. Ja n = 1, tad vienigie iespgjamie pirmskaitli ir p = ¢ = 2, kas neizpilda uzdevuma
nosactjumus, tadel §1 vertiba neder.

Tagad aplikosim gadijumu, kad n ir para skaitlis, tad n™ + 1 ir nepara skaitlis, lidz ar
to p un ¢ ir nepara pirmskaitli. Ieverosim, ka
m

n™=-1 (modp) = n*" =1 (mod p)

Apzimésim d = ord,n (mazakais naturialais skaitlis d, kam izpildas n? = 1 (mod p)), tad
més zinam, ka, ta ka n?~! =1 (mod p), tad d | 2m un d | p — 1.

Pieradisim, ka d nevar but m dalitajs. Pienemsim, ka tas ta ir, tad eksisté naturals skaitlis
k ar 1pasibu, ka dk = m, lidz ar to

n"=1 (modp) = —1=n"=n®*=1"=1 (modp) = 2=0 (modp) = p=2,
kas ir acimredzama pretruna. Lidz ar to d nav m dalitajs, tacu d | 2m, kas nozime
vo(d) = 1a(2m) = (m)+ 1. Taka d | p— 1, tad secinam, ka v(p — 1) > vo(m) + 1

(Seit ar ve(n) tiek apzimeta augstaka skaitla 2 pakape, ar ko dalas n, jeb t.s. valuacija).

Veicot analogiskus spriedumus, varam iegiit, ka v2(q — 1) > vo(m) + 1. Tada gadijjuma
secinam, ka

va(q —p) =1a(q — 1 = (p—1)) > min(ra(qg — 1),10(p — 1)) > 1a(m) + L.

No otras puses més zinam, ka, ta ka ¢ — p | m, tad vo(m) > va(q — p) > wo(m) + 1, kas ir
pretruna.
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