IMO 2024 atlases atrisinajumi

1. diena

l.uzdevums Burvji Harijs un Rons spele speli (2n+1) x (2n+ 1) rutinu laukuma, kur
n ir naturals skaitlis. Apkart laukumam visas puses ir bezgaligs lavas ezers, un sakotneji
laukuma centralas rutinas vidu sez varde. Burvji pamiSus viens pec otra veic gajienus,
pie tam pirmo gajienu izdara Harijs. Katra gajiena burvis apbur vardi, liekot tai lekt d
vienibas burvja izveleta virziena, kas ir paralels kadai no laukuma malam. Speles sakuma
d vertiba ir 1, un pec katra vardes leciena d palielinas par 1. Spele zaude tas burvis, pec
kura gajiena varde ielec lava. Katrai n vertibai noteikt, kur§ burvis var garantet uzvaru
spele.

Atrisinajums. Rons var garantéet uzvaru katrai n vertibai.

Aplikojam gajienu parus Harijs-Rons, sakot ar pirmo pari sakuma. Ja Harijs liek vardei lekt d
vienibas uz augsu, uz leju, pa labi vai pa kreisi, tad Rons atbild uz Harija gajienu, liekot vardei
attiecigi lekt d + 1 vienibas uz leju, uz augsu, pa kreisi vai pa labi (butiba pretéja virziena
Harija gajienam). Ieverosim, ka péc sada gajienu para varde bus pakustéjusies uz kadu no
blakus rutinam tai rutigai, kura varde bija pirms aplukota gajienu para.

Pamatosim, ka sada strategija garante, ka Rons vares veikt vismaz n gajienus. Rons nevaretu
veikt gajienu, ja ta rutina, kura biitu janosezas vardei pec Rona gajiena, atrastos arpus laukuma
malam. Sakuma varde atrodas centra, un acimredzami 1sakais rutinu attalums no centra
lidz laukuma arpusei ir n + 1 rutigas (ejot uz blakus rutinam). Atceresimies, ka pec Rona
izveletas strategijas pec katra gajienu para varde ir pakustejusies vienu riitinu kaut kada virziena
(salidzinot ar situaciju pirms gajienu para). Tatad atrakais bridis, kad Rona stratégija varétu
likt vardei izlekt no laukuma, ir Rona n+ 1. gajiens. Tas nozime, ka ar izveleto strategiju Rons
vares garanteti veikt vismaz n gajienus, nezaudejot speli.

Aplukosim, kas notiek Iidz Harija n + 1. gajienam. Ja kada bridi pec Harija gajiena varde
izlec ara no laukuma, tad Rons ir uzvarejis. Ja tas nav noticis, tad ieprieks noskaidrojam,
ka Rons pirmajos n gajienu paros ar savu strategiju arl nezaudes speli. Tacu tada gadijuma
Harijam sava n+1. gajiena vardei jaliek lekt 1+n-+n = 2n+1 rutinas uz prieksu, kas garanteti
jebkura virziena iziet arpus laukuma, jo tas ir laukuma malas garums. Tatad ar1 Saja gadijuma
Harijs zaudes, un tadel Rons garantes uzvaru jebkura gadijuma.



2.uzdevums Atrast visas bezgaligas periodiskas pozitivu realu skaitlu virknes

1, X9, T3, ... ar 1pasibu, ka
1 1
Tpt2 = 5 +Zn .
xn+1

Piezime. Realu skaitju virkne x1,x9,x3, ... ir periodiska, ja eksisté tads naturals skaitlis
T, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas, ka T, 7 = T,.

Atrisinajums. Vienigas virknes, kuras apmierina uzdevuma nosacijumus, ir definétas ar
ry = tun x9 = %, kur t ir pozitivs reals skaitlis. Viegli parliecinaties, ka tada gadijuma

1 visiem naturaliem skaitliem 7. ST virkne ir periodiska un tas perioda

Xoi—1 =t Un x9 = 3

garums ir 2.

Parveidosim doto sakaribu

1 1 1
Tp42 = _< + In) = Tpi2lpi1 = = (]- + xnxn—i-l)
2 Tn+1 2

Definesim virkni y, = z,2,,1. Tada gadijjuma esam ieguvusi, ka

1
Yn+1 = 5 (]- + yn)

Pienemsim, ka sakotnejas virknes perioda garums ir 7', kas nozime, ka x,.r = =z, visiem
naturaliem skaitliem n. Tada gadijuma

visiem naturaliem skaitliem n.

Yn+T = Tp+T+1Tn+T = Tp+1Tn = Yn
Secinam, ka virkne vy, y2, ys, . . . arl ir periodiska. Aplukosim visus iespéjamos gadijumus.
9 ) ) )

e Ja y; < 1, tad ar indukcijas palidzibu varam pieradit, ka y, < 1. Patiesam, ja y, < 1,

tad
Yn+1 9 Yn 9

[everosim, ka ar indukcijas palidzibu tada gadijuma art varam pieradit, ka virkne vy, y2, y3, . . .

ir stingri augosa, jo
1 1
w1 = = ( 1 n| >3 n n | — Yn
Yn+1 2( Ty > B (y +y > Y
Tacu virkne yq, 2, y3, . . . nevar but stingri augosa, jo ta ir periodiska.

e Jay; > 1, tad lidzigi ka iepriekseja gadijuma varam pieradit, ka y,, > 1 visiem naturaliem
skaitliem n un virkne y,ys,¥s,... ir stingri dilstosa, kas ir pretruna ar virknes peri-
odiskumu.

e Jay, =1, tad r1x5 = 1, kas nozime, ka x1 =t un xo = % kaut kadam no nulles atskirigam
realam skaitlim ¢, ko mes apliukojam risinajuma sakuma.

Visi iespejamie gadijumi ir apskatiti.



3.uzdevums Dota rinka linija w un punkts A tas arpuse. Novilktas pieskares AB un
AC'. Uz stara AC aiz punkta C' ir izvelets patvaligs punkts P. Trijstura ABP apvilkta
rinka linija krusto w punkta E # B. Uz nogriezna BP ir izvelets tads punkts @, ka
/ZPEQ = 2/APB. Pieradit, ka CQ L BP.

Atrisinajums. Pienemsim, ka lenka PE(Q bisektrise krusto taisni BP punkta X un taisni AC
punkta M. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka /PEX = /QFEX = ZAPB = /M PQ = «,
kas nozime, ka ap cetrsturi FQM P var apvilkt rinka liniju. Ta ka EM ir lenka PE(Q) bisektrise,
tad MP = MQ.

Apgalvojums. Punkts X atrodas uz rinka Imijas w.

Pieradijums. Tas ir ekvivalents pieradit tam, ka ap cetrsturi BCXFE var apvilkt rinka
Iimiju. Apzimesim lenki /BPE = p. No trijstira PXFE areja lenka ipasibas izriet, ka
/BXFE =a+ (. Ta ka ap cetrsturi ABEP var apvilkt rinka Imiju, tad ZAEB = ZAPB = «
un /BPE = /BAE = (. Uz taisnes AB aiz punkta B atliksim punktu 7. No trijstura
ABE areja lenka ipasibas izriet, ka /TBFE = «a + . Ta ka taisne AB ir w pieskare, tad
/TBE = /BCE. Secinam, ka /BCFE = /BXFE = a+ f3, kas nozime, ka ap cetrsturi BXCFE
var apvilkt rinka Imiju, kas ar1 bija japierada.

leverosim, ka, ta ka ap cetrsturi EFQM P var apvilkt rinka liiju, tad /ZPEX = ZPQM =
ZQFEX = «. Tas nozime, ka M@ ir trijstura QX F apvilktas rinka linijas pieskare. No punkta
pakapes izriet, ka

MC?*=MX -MFE =MQ?

Secinam, ka M@ = MC'. leprieks ieguvam, ka M P = MQ), tapec punkts M ir QCP apvilktas
rinka linijas centrs. Ta ka punkts M atrodas uz taisnes AC, tad C'P ir diametrs, tapec
CQ L BP, kas ar1 bija japierada.



4.uzdevums Doti 2n naturali skaitli a1, as, ..., an, b1, bo, ..., b,. Zinams, ka n+1 skaitli

10203 * * * Qnp,
biazas - - - Gy,

bibsas - - - ay,

b1b2bs - - - by,

tiesi sada seciba veido augosu aritmetisku progresiju. Noteikt mazako iespéjamo Sis
aritmetiskas progresijas diferenci.

Atrisinajums. Mazaka iespejama diferences vertiba ir n!, ko var sasniegt, izveloties a; = ¢
un b; =i+ 1 visiem 1 <17 < n. Tada gadijuma
aiasag---a, =1-2---n =nl
b1a2a3-~an:2'2~~~n:2n!
bibsas---a,=2-3-3---n=23n!

bibobs by =2-3---(n+1) = (n+1)!
Viegli parliecinaties, ka Sie n + 1 skaitli veido augosu aritmetisku progresiju ar diferenci n!.

Tagad pieradisim, ka mazaka diferences vertiba nav iespejama. Pienemsim, ka mazaka iespejama
diferences vertiba ir D, tad no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

D = (bl — al)agag Ay = bl(bg — ag)a3a4 oty = = blbg .. 'bn—l(bn — CLn)

Ta ka dota aritmetiska progresija ir stingri augosa, tad D > 0, kas nozime, ka b; > a; visiem
1 <1 < n. leverosim, ka no iegtitas identitates izriet, ka

(bi - ai)ai—f—l = bi(bz’—i-l - Gi+1)

visiem 1 <i <n—1. Ja g; = ged(a;, b;) > 1, tad, aizstajot skaitlus a; un b; ar attiecigi ‘; un
%, iegusim mazaku diferences vertibu. Lidz ar to secinam, ka ged(a;, b;) = 1. Tada gadijuma
ged(b; — a;, b)) = 1, kas nozime, ka b; | a;41 un a4 | b;. Secinam, ka b; = a;41. Lidz ar to esam
ieguvusi, ka

blza27b2:a37"'abn—1:an-

Ta ka b; > a;, tad secinam, ka

o <b=ay<b=a3<...04p1<bp_1=a,

Lidz ar to

D = (by —aj)agaz---a, >1-2-3---n=nl
jo a; virkni veido atskirigi naturali skaitli, kur mazakas iespejamas vertibas ir 1,2, .... Tas dod
prasito.



2.diena

l.uzdevums Uz trijstura ABC malam BC, AC, AB ir izveléti attiecigi punkti D, E, F'.
Punkti K un L atrodas taja pasa plaknes puse attieciba pret taisni F'E ka punkts A.
Zinams, ka punkti K un C atrodas dazadas plaknes puses attieciba pret taisni AB
un punkti B un L atrodas dazadas plaknes puses attieciba pret taisni AC. Izpildas
/KFFE =/BDE, /LEF = /FDC, /ZAKF = ZABC un ZALE = ZACB. Pieradit,
ka ZAKB + ZALC = 180°.

Atrisinajums. Pienemsim, ka taisnes K F' un LF krusto taisni BC punktos X un Y. Pienemsim,
ka X # Y. leverosim, ka

LKFFE =/BDE — /EFFX =/EDX
LLEF = /FDC = /EFY =/ZEDY

ka atbilstosu lenku blakuslenki. Tas nozime, ka ap ¢etrsturiem EFDX un FEDY var apvilkt
rinka Imijas. Tacu Siem diviem cetrsturiem tris punkti ir kopigi, tapec punkti £, FY, D, X
atrodas uz vienas rinka Iinijas. Tada gadijuma ap trijsturi £ F'D apvilkta rinka Iinija krusto
taisni BC' tris punktos — Y, D, X, kas ir pretruna, jo rinka Iija var krustot taisni ne vairak ka
2 punktos.

Secinam, ka X = Y jeb to, ka taisnes KF,LE un BC krustojas viena punkta X, kas var
sakrist ar D, bet tas neietekme nekadi talakos argumentos. Ieverosim, ka

LAKX = ZAKF = /ZABC = ZABX
LALY = ZALE = ZACB = LZACY

Tas nozime, ka ap cetrsturiem AKBX un AXCL var apvilkt rinka Imijas. Tada gadijuma
/AKB = /ZAXC un ZAXC + ZALC = 180°, kas nozime, ka

LAKB =180° — LZALC = ZAKB+ ZALC = 180°,

kas ar1 bija japierada.



2.uzdevums Maris pa apli sarakstija 2024 naturalus skaitlus un aprekinaja katru divu
blakusesoSu skaitlu reizinajumu. Vai var gadities, ka Maris ieguva skaitlus 1!, 2!, ..., 2024!
kaut kada seciba?

Piezime. Ar n! apzime wvisu naturalo skaitju reizinajumu no 1 lidz n. Piemeram,
jan=2>5,tadb!'=1-2-3-4-5=120.

1. atrisinajums. Ng, nevar. Pienemsim, ka Maris sarakstija pa apli skaitlus aq, as, . . ., asp24.
Tada gadijuma kopas {ajas,asas,...,a,a;} elementi sakrit ar kopas {1!,2!,...,2024!} (ne
obligati seciba ir vienada). Tada gadijuma abu kopu elementu reizinajumi ir vienadi

(arag---a,)? = 1!-2!-..2024!
Pieradisim, ka skaitlis 1! - 2!---2024! nav vesela skaitla kvadrats. Ieverosim, ka
vo((2i 4+ 1)!) = 1((29)!) + 12(20 + 1) = 1,((20)!)

Tas nozime, ka skaitlu paros (2!, 3!), (41, 5!), ... (2022!, 2023!) abiem skaitliem ir vienada valuacija
pec 2. Lidz ar to secinam, ka skaitlis v»(1! - 2!---2023!) ir para skaitlis. No Lezandra formulas
izriet, ka

15(2024!) = 2024 — $9(2024) = 2024 — s9(11111101000) = 2024 — 7 = 2017,

kas ir nepara skaitlis. Secinam, ka skaitlis v5(1! - 2!---2024!) ir nepara, kas nozime, ka 1! -
2!..-2024! nevar but vesela skaitla kvadrats.

2.atrisinajums. Lidzigi ka iepriekseja gadijuma mums pietiek pieradit, ka skaitlis 1!-2! - - - 2024!
nav vesela skaitla kvadrats. Viegli parliecinaties, ka skaitlis 1009 ir pirmskaitlis. Ieverosim, ka

V1009(]—!) = V1009(2!) = ... = V1009(1008!) =0
1/1009<1009!) = V1009(1010!) =...= 1/1009(2017!) =1
1/1009(2018!) = V1009(2019!) =...= 1/1009(2024!) =2

Tas nozime, ka
V109 (1! - 21+ +-2024!) = 11009 + 7 - 2 = 1023,

kas ir nepara skaitlis. Tas nozime, ka skaitlis 1! - 2!---2024! nevar but vesela skaitla kvadrats.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : N — N, kuram visiem naturaliem skaitliem m
un n izpildas

FI(m) +mn = f(m)f(n).
Piezime. Ar f*(x) apzime funkcijas n-karteju pielietosanu argumentam z, tas ir, f°(z) =
z un fF(z) = f(f*(x)) visiem veseliem k > 0.

.

Atrisinajums. Ar P(m,n) apzimesim doto funkcionalvienadojumu.

Pieradisim, ka funkcija f ir injektiva. Pienemsim, ka f(a) = f(b). Tada gadijuma no P(1,a)
un P(1,0) izriet, ka

FO) +a=f1)f(a) = a=f""(a) - f(1)f(a)
FOW) +b=f1)f) = b= fD®) — f)f(

Ta ka f(a) = f(b), tad secinam, ka a = ffM(a) — f(1)f(a) = fFD(b) — f(1)f(b) = b, kas

nozime, ka funkcija ir injektiva.

~—

Apgalvojums. Neeksisté tads naturals skaitlis a ar 1pasibu, ka f(a) = 1.
Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka tads naturals skaitlis a eksiste. Tada gadijuma no P(a, a)
izriet, ka

f19(a) +a® = f(a)f(a)

Tas ir pretruna ar pienemumu, ka skaitlis a ir naturals.

Salidzinot sava starpa P(m,n) un P(n,m), secinam, ka

£ m) = £ ()

Ievietojot pedeja sakartba n = 1, iegiisim, ka f/M(m) = ff™(1). Ieverosim, ka neek-
sisteé téds naturals skaitlis m, ka f(1) > f(m), jo pretéja gadijuma no injektivates izriet,
ka ff(V=F0m)(m) = 1, kas ir pretruna ar pieradito apgalvojumu. Secinam, ka visiem naturaliem
skaitliem m ir speka, ka f(m) > f(1). Piedevam nevienadiba ir nestingra tad un tikai tad, ja
m = 1, jo funkcija f ir injektiva.

Ta ka funkcija f ir injektiva un f(m) > f(1) visiem m > 1, tad secinam, ka
ff(m)ff(l)(l) —m

Tas nozime, ka funkcija f ir sirjektiva visiem m > 1. Tada gadijuma eksiste tads reals skaitlis
b, ka f(b) =2. Jab > 1, tad mes zinam, ka 2 = f(b) > f(1), kas nozime, ka vieniga pielaujama
f(1) vertiba ir 1, kas ir pretruna ar pieradito apgalvojumu. Secinam, ka b = 1, lidz ar to

f(1) = 2.

No P(1,m) izriet, ka
F(f(m)) +m = 2f(m)



Ar matematiskas indukcijas palidzibu pieradisim, ka f(n) = n + 1 visiem naturaliem skaitliem
k. Indukcijas baze mums jau ir. Induktivais pienemums ir, ka f(k) = k + 1. Pedeja sakariba
m aizvietojot ar k, ieglisim, ka

FUFR) + k= 2f(k)
flk+1)+k=2k+2
flk+1)=k+2

Induktiva pareja ir izpildita, tapec f(n) = n + 1 visiem naturaliem skaitliem n.

Saja gadijuma parbaudit, ka ieguta funkcija patiesam der, nav tik triviali ka citos funkcional-
vienadojumos. Var viegli pieradit ar indukcijas palidzibu, ka f%(b) = a + b. Tas nozime, ka

F1(m) +mn = f(m)f(n)
" Hm) +mn=(m+1)(n+1)
m+n+l+mn=mn+m+n+1

Secinam, ka ieguta funkcija patiesam der.



4.uzdevums Noteikt lielako naturalo skaitli L ar 1pasibu, ka eksiste naturalu skaitlu
virkne aq, as, . .., ar, kurai piemit abas minetas 1pasibas:

e katrs virknes loceklis neparsniedz 22923;
e neeksiste secigu virknes loceklu apaksvirkne a;, a;41,...,a; (kur 1 < i < j < L),
kam var izveleties veselus skaitlus s;, sit1,...,s; € {—1,1} ta, ka

S;a; + Si+1A5+1 + ...+ S5 = 0.

Atrisinajums. Atbilde ir L = 229 — 1. Pieradisim visparigaku apgalvojumu, ka atbilde ir
21 _ 1, ja maksimala virknes loceklu vertiba ir n = 2F.

Sakotneji pieradisim, ka L vertiba nevar but 2n vai lielaka. Pienemsim, ka eksisté naturalu
skaitlu, kas neparsniedz n, virkne ar garumu L = 2n, kam izpildas uzdevuma nosacijumi.
Defingjam zimju virkni sy, so, ..., sy rekursivi:

® ja syay + spap + ...+ si_1a;-1 <0, tad s; = +1;
® ja S$1a1 + S99 + ... + S;—1G;—1 Z 1, tad S; = —1.
Tada gadijuma varam definet virkni
bl' = ZSjCLj = S1a; + ...+ 8504
j=1

un aplukot virkni 0 = by, by, bs, ..., br.

Apgalvojums. Visiem virknes b; locekliem izpildas —n + 1 < b; < n.
Pieradijums. Pieradisim to ar matematisko indukciju. Bazes gadijuma by tas acimredzami
izpildas. Pienemsim, ka —n +1 < b,_; < n, un pieradisim to ar1 loceklim b, kur £k ir naturals.

o ja—n+1<b,_q <0, tad by = br_1 + ax no sy definicijas. Tada gadijuma

—n+1<bp 1 <bp14+ar <bg_1+n<n.

e jal <bp_1 <n,tad b = bp_1 — ai no s, definicijas. Tada gadijuma

—n+1< by —n < by —ap < by <n.
Tas pierada apgalvojumu abiem iespejamajiem gadijumiem.

leverosim, ka intervala [—n + 1;n] ir 2n veseli skaitli, kamer virkneé by, by, ..., by ir vismaz
2n + 1 locekli, kas ir veseli skaitli (no pienémuma L + 1 > 2n + 1). Tad no Dirihle principa
vares atrast divus dazadus virknes loceklus b;_; un b; (1 < ¢ < j < n), kuriem sakrit to vertiba.
Tada gadijuma

S;a; + Si+1A5+1 + ...+ 545 = bj — bz’—l = 0,
kas ir pretruna ar pienémumu, tadel virkne ar garumu L > 2n nevar apmierinat uzdevuma
nosacijumus.

Talak paradisim, ka eksiste virkne ar garumu L = 2n—1, kura apmierina uzdevuma nosacijumus.



Ar vy(z) apzimesim skaitla x valuaciju pirmskaitlim 2 jeb augstako divnieka pakapi, ar ko
dalas x. Aplukojam virkni aq, as, ..., as,_1, kas defineta

a; = 2k—1/2(i)‘

Pieméram, kad k = 2 un attiecigi n = 2% = 4, tad virkne ir
4,241,424

Viegli redzet, ka virkne satur naturalus skaitlus intervala no 1 lidz n = 2%, jo 0 < (i) < k
visiem 1 <4 < 2kl _ 1.

Pieradisim, ka apliitkota virkne nesatur secigu virknes loceklu apaksvirkni, kurai var izveleties
zimes, lai tas summa butu 0. Aplukojam skaitlus 1 < 7 < j < 2n — 1. leverosim, ka starp
skaitliem

h,i+1,...,5—1,7

tikai viens skaitlis pienem maksimalo valuacijas pec 2 vertibu jeb ir tikai viens skaitlis z, kam
vo(z) = max(va(i),...,a(j)) = v. Pienemsim pretéjo, ka starp skaitliem eksisté vismaz divi,
kuri dalas ar 2Y. Tada gadijuma varetu atrast divus skaitlus forma %k - 2" un (k + 1) - 2, no
kuriem viens dalitos ar vismaz 2'*!, kas ir pretruna ar maksimalitati.

Tatad ir starp aplukotajiem skaitliem ir tiesi viens z (i < z < j), kuram vy(x) = v. Tas
nozime, ka visi virknes locekli a;, a;41 ..., a;-1,a; dalas ar 2F=v+1 znemot a, = 2¥7Y. Tas pats
ar1 izpildas skaitliem s;a;, s;41a:41, - - -, 5504, tadel So skaitlu summa nevar but vienada ar 0, jo
tad tai butu jadalas ar 20+,

Secinam, ka uzraditajai virknei izpildas visas uzdevuma prasitas ipasibas, tadel lielaka iespejama
L < 2n — 1 vertiba ir sasniedzama.
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3.diena

l.uzdevums Atrast lielako realo skaitli M ar 1pasibu, ka visam bezgaligam skaitlu
virknem xg, x1, T9, ..., kam vienlaicigi ir speka nosacijumi
e 1p=1unz; = 3;

e xo+tx1+...+x,1 2 3%, — Xy Visiem n > 1,
izpildas nevienadiba

Tn+1
LA Vs
xn

visiem veseliem skaitliem n > 0.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka skaitlis M nevar but lielaks par 2. Aplukosim virkni
ro = 1,27 = 3,29, x3, ..., kurai visiem naturaliem skaitliem n > 1 izpildas

To+r1+ ...+ 21 =3, — Tpiq.
Tada gadijuma izpildas ar1 sakariba
To+x1+...+x, =3Tpi1 — Tpio
Atnemot no otras sakaribas pirmo sakaribu, iegustam, ka
Tp =4Tpt1 — 3Ty — Tpyo = Tpyo — a1 +42, =0

Ta ir homogena otras kartas rekurence, kuras atrisinajums ir z,, = 2" - (An + B), kur A un
B ir konstantes. Ta ka xg = 1 un x; = 3, tad ieglstam, ka A = % un B = 1, kas nozime, ka

r, =2""1.(n+2). Tada gadijuma

Tt 20042 o ()
)

1 2
= =2
Ty, 2=l (n+1 n—}—l) +n+1
Pienemsim, ka M = 2 4+ ¢. Tada gadijuma pietiekami lielam skaitlim n ir speka, ka ni“ < €,
Tntl < M — pretruna.

Tn

kas nozime, ka

Tagad pieradisim, ka visam virknem, kuras apmierina uzdevuma nosacijumus, izpildas x;“ > 2
n
visiem n > 0. Parveidosim doto nevienadibu

o+ a1+ ...+ Tp1— Ty > 2T, — Tpit (%)
Ar indukciju pa n pieradisim, ka visiem naturaliem skaitliem n > 1 izpildas
Tp>Tog+x1+ ...+ Tp 1 (%)
Indukcijas baze acimredzami izpildas. Pienemam, ka nevienadiba izpildas pie n = k, tas ir,

Tp > To+X1+ ... +2pq
20 — Xpg1 > T+ T1+ .+ T+ T — Tiga

No nevienadibas () un induktiva piepémuma izriet, ka
O0>xo+21+ ...+ 21 — T > 20 — Tit1
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Secinam, ka tada gadijuma
0>2z, —xpp1 a0 +21+ ... +T) — Tiep1
Lidz ar to esam ieguvusi, ka

0>l’0+l‘1+...+1’k—$k+1

Tyl > T1+ ...+ 2

Induktiva pareja ir izpildita, lidz ar to secinam, ka nevienadiba (xx) ir patiesa visiem naturaliem
skaitliem n > 1. No tas izriet, ka

O>zo+21+... v+ 1 — T 2 22, — Tiaa,

kas nozime, ka 0 > 2x,, —x,,1. Atzimesim, ka visi virknes locekli ir pozitivi skaitli, kas induktivi
izriet no nevienadibas (xx). Lidz ar to nevienadibai 0 > 2z,, — x, izdalot abas puses ar z,,, kas
ir pozitivs skaitlis un Iidz ar to neizmaina nevienadibas zimi, tiek ieguta ekvivalenta nevienadiba
Intl > 2 kas arT bija japierada. Secinam, ka lielaka iespejama M vertiba ir 2.

Tn
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2.uzdevums Dots naturals skaitlis n > 2. Kalvim ir 1 x n? ritinu loksne, kura

sastav no n? riitinam, pie tam i-taja rutina ir ierakstits skaitlis ¢ visiem indeksiem
1 < i < n?. Kalvis velas sagriezt loksni vairakas dalas, kur katra dala sastav no vienas vai
vairakam secigam rutinam, un tad no sagrieztajam dalam salikt n x n rutinu kvadratu,
dalas nerotéjot vai neapgriezot otradi (attiecigi, ja sakotnéja loksne bija horizontala, tad
sagrieztas dalas visu laiku ar1 paliek tapat horizontalas — tas nedrikst, piemeram, pagriezt
vertikali). Kvadrata nekadas divas sagrieztas dalas neparklajas.

Papildus tam kvadratam ir jaizpildas ipasibai: ja rutina, kas ir ¢-taja rinda un j-
taja kolonna, ir ierakstits skaitlis a;;, tad skaitlis a;; — (i + 7 — 1) dalas ar n. Atrast
mazako iespejamo dalu skaitu, kura Kalvim ir jasagriez rutinu loksni, lai panaktu prasito.

Piezime.  Rindas tiek skaititas, sakot no kvadrata augsejas rindas, un kolonnas
tiek skaititas, sakot no kvadrata kreisas kolonnas.

Atrisinajums. Atbilde ir 2n — 1 dalas.

Visa risinajuma apliikosim riitinas ierakstitos skaitlus pec modula n, jo acimredzami ir svarigs
tikai to atlikums, dalot ar m. Vispirms paradisim, ka ar 2n — 1 dalam prasito var izdarit.
Sakotnejo rutinu loksni Kalvim jasagriez secigi dalas ar garumu

n,1,n1,...,n 1,1

Sadi griezot, tick iegiitas n — 1 dalas ar garumu n, ka art n dalas ar garumu 1. Katra no dalam
ar garumu n sakas ar atskirigu skaitli pec modula n, t.i., pirma dala sakas ar 1 (mod n), otra
dala sakas 2 (mod n) utt. Sis dalas secigi salickot vienu zem otras, pirmas n — 1 kvadrata
rindas biis aizpilditas, un tam viegli parbaudit, ka prasitais izpildas. Paliek n dalas ar garumu
1, tacu tas no konstrukcijas satur visus atlikumus péc modula n, jo pirma sada dala satur skaitli
1 (mod n), otra satur 2 (mod n) utt. Sis dalas var salikt pedeja rinda nepieciesamaja seciba.

Atliek pieradit, ka ar mazak dalam prasito nav iespejams sasniegt. Domasim par uzdevumu
preteja virziena — pienemsim, ka ir dotas n rutinu loksnes ar izmeru 1 X n, kur k-ta loksne satur
skaitlus k, k +1,...,k+n —1 (mod n). Tad merkis ir sagriezt sis loksnes ta, lai varetu salikt
sakotngji doto 1 x n? ritinu loksni.

leverosim, ka pec grieSanas ikviena jaunizveidotaja dala ir skaitli forma a,a +1,...,0 —1
(mod n). Konstruesim grafu I' ar n virsotnem ar numuriem 1,2, ...,n (kas atbilst atlikumiem
pec modula n). Ja peéc loksyu sagriesanas izveidojas dala a,a + 1,...,b — 1, tad novilksim
neorientetu skautni starp virsotnem a un b. Saja grafa var gadities, ka starp divam virsotném
tiek novilktas vairakas atskirigas skautnes. Veiksim vairakus noverojumus par grafa strukturu.

e Tas sagrieztas dalas, kuras sakotneji veidoja k-to loksni k, k+1,...,k+n—1, no Skautnu
definicijas grafa atbilst ciklam ~;, kur§ satur virsotni k. Sis cikls potenciali var but grafa
cilpa jeb cikls ar garumu 1.

e Ta ka visas sagrieztas dalas var sakartot sakotnéja 1 x n? loksne, tad secigi ejot pa dalu
atbilstosajam skautnem, tiks iegtuits Eilera cikls.

e Skautnu skaits grafa atbilst sagriezto dalu skaitam.

Pieradisim, ka I' ir vismaz 2n — 1 skautnes. Ta ka I' ir Eilera cikls un no katras virsotnes
iziet vismaz viena Skautne, tad grafs ir saistits. Aplukojam katru ciklu v, kur 1 < k < n, un
izdzesam vienu skautni taja, iegtistot jaunu grafu I. No Skautnu un ciklu definicijas zinams, ka

13



jebkuriem diviem dazadiem cikliem ~; un v; nav kopigu skautnu, tade] vienas skautnes izdzesana
no cikla nemaina to, ka grafs ir savienots, jo visas virsotnes cikla joprojam ir savienotas. No ta
var secinat, ka I ir savienots grafs, tatad taja ir vismaz n — 1 Skautne. Ta ka tika izdzestas n
skautnes no I', tad sakotnéji taja bija vismaz 2n — 1 Skautnes, kas bija japierada.
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3.uzdevums Dots trijsturis ABC', kuram izpildas AC > BC. Ar w apzimeésim tri-
jstura ABC' apvilkto rinka liniju un ar r tas radiusu. Punkts P atrodas uz malas AC),
pie tam BC = C'P. Punkts S ir no punkta P pret taisni AB vilkta perpendikula pa-
mats. Stars BP krusto w punkta D, savukart punkts ) atrodas uz taisnes SP ta, ka
PQ = r un punkti S, P, ) atrodas uz taisnes tiesi sada seciba. Punkts E ir krustpunkts
perpendikulam, kas vilkts no punkta A pret taisni C'(Q, un perpendikulam, kas vilkts no
punkta B pret taisni D(@). Pieradit, ka punkts E atrodas uz w.

Atrisinajums. Ar O apzimeésim trijstira C'PD apvilktas rinka linijas centru. Ertibai apzimesim
/BAC = /A, ZCBA = /B un LZACB = /ZC.

Apgalvojums. Punkts ) sakrit ar punktu O.

Pieradijums. Mes pieradisim, ka punkts O atrodas uz taisnes PQ) un PO = r, kas nozime,
ka punkti O un @) sakrit. Ieverosim, ka /A = ZPDC ka lenki, kas balstas uz vienu un to pasu
loku. Lidz ar to secinam, ka

_ BC CP _5
~ sin(ZA)  sinZ(PDC) "apep

Tas nozime, ka r = rapcp = PO. leverosim, ka ZPOC = 2/PDC = 2/A ka cen-
tra lenkis, kas nozime, ka ZCPO = 90° — ZA. No otras puses, ta ka ZASP = 90°, tad
LAPS = ZCPQ = 90° — LA. Secinam, ka ZC'PQ = ZCPO, kas nozime, ka punkti P, O, Q
atrodas uz vienas taisnes. Tas pierada prasito.

2r

Pienemsim, ka taisne BE krusto taisni D) punkta X, un taisne AFE krusto taisni C'() punkta
Y. Tada gadijuma ZEXQ = 90° = ZEY (@, kas nozime, ka ap cetrsturi EXQY var apvilkt
rinka limiju. Taka BC = CP, tad ZBPC = 90°—Z(C'/2. Tada gadijuma ZDPC = 90°+/C/2.
Punkts @ ir trijstura C PD apvilktas rinka Imijas centrs, lidz ar to

ZDQC = 360° —2£ZDPC = 180° — £C.

Secinam, ka tada gadijuma Z/XQY = ZC. Ta ka ap cetrsturi EXQY var apvilkt rinka Iiniju,
tad ZXQY = LZAEB = ZC'. Tas nozime, ka ap cetrsturi BC'EA var apvilkt rinka liniju jeb
to, ka punkts E atrodas uz w, kas ar1 bija japierada.
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4.uzdevums Naturalu skaitli m sauksim par latvisku, ja eksisté polinoms P(z) ar
veseliem koeficientiem ar 1pasibu, ka (P(x))™ — z dalas ar m katram naturalam skaitlim
x.

a) Pieradit, ka visi latviski skaitli ir kvadratbrivi.

b) Atrast visus naturalus skaitlus n ar Ipasibu, ka, ja P, ir visu tadu pirmskaitlu p
reizinajums, kuriem izpildas n < p < 2n, tad P, ir latvisks.

Piezime. Visiem naturaliem n eksiste vismaz viens pirmskaitlis p, kam n < p < 2n.

Atrisinajums. a) Aplukosim latvisku skaitli m un pienemsim, ka tas dalas ar p?, kur p ir
kaut kads pirmskaitlis. Polinomu, kuram izpildas prasita ipasiba, var pierakstit forma

P(z) = ap2™ + ap12™ ' + ...+ a1x + ay,

kur a,,a, 1,...,a1,aq ir veseli skaitli. Ieverosim, ka P(p) = a¢ (mod p), kas nozime, ka
0= Plp)™ —p = ay (mod p). Tatad p | ap. Varam apzimet ag = pt, kur ¢ ir naturals
skaitlis. Tada gadijuma

P(p)=p-(apx" ' +...+a +1)

Tas nozime, ka p™ | P(p)™. Acimredzami, ka m > 2, tapec p? | P(p)™, tacu tada gadijuma
p? | P(p)™ — p, lidz ar to p? | p, kas nav iespejams. Sakotngjais pienémums ir aplams, tapec
skaitlis m nevar but vesela skaitla kvadrats.

b) Atbilde ir visi naturalie skaitli, iznemot n = 2.

Pienemsim, ka n > 2. Aplitkosim polinomu P(z) = z!. Pieradisim, ka més varam izvéleties
[ vertibu tada veida, lai izpilditos uzdevuma prasibas. Pienemsim, ka P,, = pips-- - px, kur
D1, D2, - - -, P ir pirmskaitli intervala [n, 2n]. No Mazas Ferma teorémas izriet, ka

Pt =1 (modp) = 2P V4=1 (mod p,),
kur A ir patvaligs naturals skaitlis. Tada gadijuma
2= (p2=1)(pr=1) — | (mod p;)
visiem 1 <1 < k, kas nozime, ka
2P1=1(p2=1)(pr—1) = 1 (mod pips - - pr),
jo visi minetie moduli ir savstarpeji pirmskaitli.
Ieverosim, ja meés varam atrast tadu naturalu skaitli [, ka
[-P,=1 (mod (p1—1)(p2— 1) (pe — 1)),
tad uzdevuma prasibas biis izpilditas, jo

Pla)" —z=2a"" -z =
= :L-B(plfl)(pkfl)+1 —r =

=zx—2=0 (mod pips---px)

Ja P, un (p1 —1)(pa— 1) -~ (pr — 1) ir savstarpeji pirmskaitli, tad mekléta [ vertiba eksiste pec
inverso elementu 1pasibam.
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Apgalvojums. Izpildas ged(P,, (p1 —1)---(pr — 1)) = 1.

Pieradijums. Pienemsim, ka abi skaitli nav savstarpeji pirmskaitli, tad abi dalas ar kaut kadu
pirmskaitli p. Acimredzami, ka Sis pirmskaitlis ir vienads ar kadu no skaitliem py,po, ..., pk.
Nezaudgjot visparigumu, pienemsim, ka tas ir p;. Tada gadijuma p; | (p1 — 1)+ (pr — 1), kas
nozime, ka p; | p; — 1 kaut kadam j # 1. leverosim, ka, ja p; = p; — 1, tad p1 = 2,p; = 3, kas
nozime, ka mes esam gadijuma, kad n = 1,2, ko aplukosim atseviski velak. Preteja gadijuma
pj — 1 > 2py, kas nozime, ka p; > 2p; +1 > 2n + 1, kas ir pretruna. Lidz ar to minctie skaitli
ir savstarpeji pirmskaitli, kas ar1 bija japierada.

Jan = 2, tad P, = 6, kas nozime, ka eksiste tads polinoms, ka P(z)® = z (mod 3). Tacu
izveloties x = 2, iegistam, ka P(2)% = 2 (mod 3), kas ir pretruna, jo skaitlu kvadrati dod tikai

atlikumus 0, 1, dalot ar 3.

Jan =1, tad polinoms P(z) = x acimredzami apmierina uzdevuma prasibas.
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