IMO 2025 atlases atrisinajumi

L]
1. diena

l.uzdevums Atrast visus realu skaitlu desmitniekus (z1,s,...,210), kuri apmierina
vienadojumu sistemu

,J: =1+ S

1= zI+a3+... 47,
Gxg
x2 — 1 + 5

x1+x§+...+x§0

Tro =1+ ot
=
(10 zitrat...+T7,

.

Atrisinajums Saskaitot visus 10 sistemas vienadojumus iegusim, ka

6(x? + ... +12%)

rT1+ 22+ ...+ 210 =10+ =16
P 10 4.+,
Apgalvojums. Starp skaitliem 1, xs, ...,z ir ne vairak ka 2 dazadi reali skaitli.
Pieradijums. Aplikosim sekojosus 2 vienadojumus, kur ¢ # 1
622 67

=1+ un r; =1+

x4+ a3+ -+t r}+ a3+ -+ a2
1 2 10 1 2 10

No pirma vienadojuma atnemot otro vienadojumu, iegtisim, ka
S(r1 — ;) = 6(z1 — 23) (21 + 739),

kur mes apzimejam S = x? + x3 + ... + z3,. Tas nozime, ka z; = z; vai ar1 S = 6(z; + ;).
Ieverosim, ka, ja eksisté 2 tadi indeksi ¢ # j, ka x1 # x;, 1 # x;, tad S = 6(z1+x;) = 6(x1+2;),
no kurienes izriet, ka x; = x;. Tas nozime, ka starp skaitliem xq,..., 2o ir ne vairak ka divu
dazadu skaitlu.

Ja visi 10 skaitli sava starpa ir vienadi, tad (21,22,...210) = (§,%,...,%). Preteja gadijuma

starp dotajiem 10 skaitliem x > 1 no Siem skaitliem pienem vertibu a un 10 —x no Siem skaitliem
pienem vertibu b. Tas nozime, ka

ra+(10—2)b=16 un  xa®+ (10 — 2)b*> = 6(a + b)

leverosim, ka no pirma vienadojuma izriet, ka x(a—b) = 16—10b. Savukart no otra vienadojuma
izriet, ka

z(a—b)(a+b) = 6(a+b) — 100
(16 — 10b)(a + b) = 6(a + b) — 10b*
(8 — 5b)(a + b) = 3(a + b) — 5b°
8(a + b) — bab = 3(a + b)
a+b=ab

b:&

a—1



levietojot iegiito izteiksmi atpakal pirmaja vieta, iegtisim, ka:

ar + (10 — x) 16

a—1 -
ala— 1)z + (10 — x)a = 16(a — 1)
a*r — ax + 10a — za = 16a — 16
ra® — (2r +6)a+ 16 = 0

Apskatisim pedejo vienadojumu ka kvadratvienadojumu attieciba pret a. Ta ka x,a ir reali
skaitli, tad st kvadratvienadojuma diskriminantam jabut nenegativam, kas nozime, ka

(224 6)* —64r >0 = 4(z —1)(x —9) >0

Takaz>1,tad z > 9. Ja x = 10, tad visi skaitli ir vienadi sava starpa un $o gadijumu esam

apskatijusi ieprieks. Pretéja gadijuma z = 9 un mes ieglistam vienadojumu 9a? — 24a + 16 = 0,
no kurienes izriet, (z1,x2,...219) = (%, %, . %, 4) vai visas iespejamas permutacijas.



2.uzdevums Baltas Raganas ledus deju zale ir kvadrata forma, un tas grida ir klata
ar n X n identiskam kvadratveida flizem. Turklat starp dazam blakus esosam flizem ir
izvietotas burvju malinas. Baltas Raganas uzticamajam kalpam Edmundam ir uzticets
iztirit zali. Vins sak viena no stura flizem un drikst parvietoties uz augsu, uz leju, pa
kreisi un pa labi. Tacu, ta ka grida ir slidena, vins bez apstajas slides izveletaja virziena,
lidz atsitisies pret sienu vai burvju malinu un apstasies. Pec apstasanas Edmunds atkal
var izveleties slidesanas virzienu. Par laimi, Edmundam ir speciali apavi, kas pilniba
iztira katru flizi, kurai vins vismaz vienu reizi ir slidejis pari. Noteikt minimalo burvju
malinu skaitu, kas jauzliek zale starp flizem, lai Edmunds spetu iztirit visas flizes.

Atrisinajums. Atbilde ir VLT_IJ burvju malinas.

Vispirms paradisim, ka Edmundam pietiks \_"T_lj burvju malinas, lai spetu iztirit visas flizes.
Starp kolonnu 2k un 2k+1 malas flizem novietojam burvju malinu, pamisus augseja un apakseja
mala, kur k =1,2,..., L”T’lj Tada veida jebkuru kolonnas flizi var sasniegt, slidot no kreisas
vai labas puses lidz attiecigajai malinai vai sienai, un péc tam parvietojoties vertikali(skat.

ZImejumu).

Tagad pieradisim, ka ja kopuma izvietoto burvju malinu skaits ir m < L”T_IJ , tad var atrast flizi,

ko Edmunds nevares iztirit. Definesim vertikalas Imijas Vi, V4, ..., V,,_; starp kaiminkolonnam
1-2, 2-3, ..., (n — 1)-n. Sauksim lmiju V; par tiru, ja ta nesatur vertikalas burvju malinas.
Ta ka netiru Imiju skaits nevar bt lielaks par m, tad tiru liniju skaits ir vismaz

(n—l)—mz(n—1)—q”;1J —1) > V;IJ +1.

Ta ka kopejais Imiju skaits ir n — 1 un vismaz VT_IJ + 1 no tam ir tiras, tad pec Dirihle
principa vienmer var atrast divas tiras Imijas V; un V., kas atrodas blakus, tas ir, tris kolon-
nas, kas nav atdalitas ar vertikalam burvju malinam. Analogiski definejot horizontalas Imijas
Hy, Hy, ..., H, 1, un izmantojot Iidzigus spriedumus, secinam, ka var atrast divas tiras Iinijas
H; un Hj,,, kas atrodas blakus, tas ir, t11s rindas, kas nav atdalitas ar horizontalam burvju

malinam.




Kolonnu, kas atrodas starp V; un V;;; apzimesim ar K un rindu, kas atrodas starp H; un H;,
apzimesim ar R (skat. zimejumu). leverojam, ka K un R nepieskaras attiecigi vertikalam
un horizontalam ledus deju zales sienam. Tas nozime, ka Edmunds, parvietojoties, nevares
apstaties ne K, ne R burvju malinu trukuma del. Lidz ar to vin$ nevareés izttt flizi, kas
atrodas K un R krustojuma, jo lai noslidetu tai pari vinam jasak kustiba atrodoties vai nu K,
vai nu R.



3.uzdevums Atrast visas bezgaligas naturalu skaitlu virknes ai, as, ... ar pasibu, ka
jebkuriem naturaliem skaitliem m un n, kur m < n, skaitli

@, A Cppil = 0 0 0 = @ 1
un (amam+1 . .an)n—m+1
n—m+1

abi ir naturali skaitli.

Atrisinajums. Ieverosim, ka no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka
n—m|an+an1+...+a,1 un n—m|anp+...+a,
Tas nozime, ka
n—m| (am+1—|—...+an) - (am+am+1+...+an_1) =a, — ay,

visiem naturaliem skaitliem m < n. Apzimesim ar b; = v,(q;), kur p ir fiksets pirmskaitlis. Ta

ka (@m@mayr - an)nﬂlmr1 ir vesels, tad
n—m+1|vy(am...an) =vp(am)+ ... +1vp(a,) =bp+ ...+ by
Lidzigi ka ieprieks varam iegut, ka visiem naturaliem skaitliem n < m izpildas n —m | b, — by,.

Apgalvojums. Virkne by, by, ... bezgaligi daudz skaitlu ir vienadi ar b;.
Pieradijums. Apzimesim ar k = by = v,(a;). leverosim, ka

nptt = npPtt 1 — 1| appriiy — @
Ta ka by =k, tad a; = p*z, kur p { x. Apliikosim iespejamos gadijumus:
® bty <k, tad aypre g = p™y, kur m < k un pty. Tas nozime, ka
P Gppprr g — ar = p" (0" — )
leverosim, ka p*~™z — y ar p nedalas, tapec p**! | p™, kas nav iespejams, jo m < k

® b1 >k, tad a1 = p™y, kur m > k un p {y. Tas nozime, ka

PP apprigg — ay = pF (" R — )

leverosim, ka p™~*z — y ar p nedalas, tapec p**1 | p*, kas nav iespejams.

Secinam, ka b, x+141 = k, kas izpildas katram naturalam skaitlim n. Tas pierada apgalvojumu.

Apgalvojums. Virkne by, bs, ... ir konstante .
Pieradijums. Apzimesim, ka b,, = b,, = ... = k. Aplukosim patvaligu indeksu m. leverosim,
ka nj —m | by, — by =k — by, Izveloties n; —m > |k — by, |, secinam, ka b,, = k.

Esam ieguvusi, ka virkne by, bo, ... ir konstante. Atceresimies, ka b, = 1,(a;). Tas nozime,
ka katram pirmskaitlim p izpildas, ka v,(a;) = v,(a;) visiem 4, j. Secinam, ka virkne ay, ao, . ..
ir konstante. Viegli parbaudit, ka konstantes virknes tiesam apmierina uzdevuma nosacijumus.



4.uzdevums Dots izliekts piecsturis ABCDE. Punkts M ir nogriezna AB vidus-
punkts. Zinams, ka taisne AB ir trijstura CM E apvilktas rinka linijas pieskare punkta
M un punkts D atrodas uz trijstuiru AM E un BMC apvilktajam rinka Iiijam. Taisnes
AD un M FE krustojas punkta K, taisnes BD un MC' krustojas punkta L. Punkti P un
@ atrodas uz taisnes £C' ar 1pasibu, ka /PDC = ZEDQ = ZADB. Pieradit, ka taisnes
KP,LQ, MD krustojas viena punkta.

Atrisinajums. Definésim jaunus punktus R = MC N AD un S = MEN BD.

1. apgalvojums. Ap piecsturi EDCSR var apvilkt rinka liniju.
Pieradijums. Ta ka ap cetrsturi AM DFE var apvilkt rinka Imiju, tad ZEDA = ZAME. Ta
ka AM ir trijstura C M E apvilktas rinka Iinijas pieskare, tad ZAMFE = ZECM. Secinam, ka

LEDR = /ZEDA = /ZECM = ZECR,

kas nozime, ka ap cetrsturi EDCR var apvilkt rinka Imiju. Lidzigi varam pieradit, ka ap
cetrstiri DCSE var apvilkt rinka Iiniju. Ta ka Siem abiem cetrsturiem ir tris kopigi punkti
D, C, E, tad secinam, ka visi pieci punkti E, D,C, S, R atrodas uz vienas rinka Iinijas, kas art
bija japierada.

2. apgalvojums. KL | AB || RS
Pieradijums. Ieverosim, ka ta ka AM ir trijstura C'M E pieskare un ap cetrsturi FC'SR var
apvilkt rinka Imiju, tad

LAME = ZMCE = ZRCE = ZRSE,

kas nozime, ka AB || RS. Ta ka DM dala AB uz pusem un AB || RS, tad DM dala ar1 RS
uz pusem. Pienemsim, ka DM N RS = M’, tad M’ ir RS viduspunkts. Ieverosim, ka no Cevas
teoremas trijsturt DSR taisnem RL, KS, DM’ izriet, ka

RM' SL DK_1:>DK_DL
SM' DL RK RK LS

No Talesa teoremas secinam, ka K L || AB, kas ar1 bija japierada.
Beidzot iesaistisim punktus P un ) uzdevuma, pieradot sekojosus apgalvojumus.

3. apgalvojums. Ap cetrsturiem FDPK un DCL(Q) var apvilkt rinka linijas.

Pieradijums. Ta ka ZADB = ZPDC, tad ZKDP = ZLDC'. Ta ka ap ¢etrsturi BM DC
var apvilkt rinka lmiju, tad ZLDC = ZBMC'. Ta ka MB ir trijstuira C M E apvilktas rinka
linijas pieskare, tad ZBMC = ZMEC. Secinam, ka

LKEP=/MFEC = /ZKDP,

kas nozime, ka ap cetrsturi FDPK var apvilkt rinka lmiju. Lidzigi varam pieradit, ka ap
cetrsturi DC'LQ var apvilkt rinka Imiju.

4. apgalvojums. KP || MC un LQ | ME.

Pieradijums. leverosim, ka ZMEC = ZSEC = ZS5DC, jo ap cetrsturi EDCS var apvilkt
rinka lmiju. Ta ka ZSDC = ZLDC = ZLQC, jo ap cetrsturi DC'LQ) var apvilkt rinka Imiju,
tad secinam, ka ZMEC = ZLQC, kas nozime, ka LQ || ME. Lidzigi varam pieradit, ka



KP | MC.

5. apgalvojums. Ap cetrsturiem FKLC un KPQL var apvilkt rinka Inijas.

Pieradijums. leverosim, ka ZKLM = ZCRS, jo KL || RS. Savukart ZCRS = ZSEC =
LK EC, jo ap cetrsturi FCSR var apvilkt rinka Imiju. Esam ieguvusi, ka ZKEC = ZKLM,
kas nozime, ka ap cetrsturi FC' LK var apvilkt rinka Imiju.

leverosim, ka /EFPK = ZEDK, jo ap cetrsturi FDPK var apvilkt rinka Imiju. Ta ka ap
cetrsturi £ DSR var apvilkt rinka lmiju, tad ZEDK = ZEDR = ZESR. Taka KL || RS, tad
/ESR=/MKL. Taka MFE || LQ, tad ZMKL = ZQLK, kas nozime, ka ZEPK = ZQLK,
lidz ar to ap cetrsturi PQK L var apvilkt rinka Iiju.

No radikalo asu teoremas ap cetrsturiem FKPD, DQLC un EK LC apvilktajam rinka linijam
izriet, ka M D ir ir ap ¢etrsturiem FK DP un DQLC apvilkto rinka liniju radikala ass. Savukart
no radikalo asu teoremas ap cetrsturiem EFKPD, DQLC un K PQL apvilktajam rinka linijam
izriet, ka taisnes K P, L() un M D krustojas viena punkta, kas ar1 bija japierada.

-----
"""""
......
»




2. diena

l.uzdevums Dota fikseta rinka Inija w, kuras centrs ir O un radiuss r, ka ar1 fiksets
punkts A ar 1pasibu, ka OA = kr, kur £ > 1. Taisnes AB un AC ir pieskares, kas
vilktas rinka Imijai w no punkta A. Punkts P ir patvaligi izvelets uz maza w loka BC.
Taisnes AB un C'P krustojas punkta X, savukart taisnes AC' un BP krustojas punkta
Y. Trijstuiru BPX un C'PY apvilktas rinka linijas krustojas punkta Z. Pieradit, ka
taisne PZ neatkarigi no punkta P izveles iet caur fiksetu punktu katrai k£ > 1 vertibai,
iznemot vienu, un noteikt So iznémuma £ vertibu.

Atrisinajums. Ieverosim, ka ZOBA = ZOC A = 90°, tapéc ap cetrsturi ABOC' var apvilkt
rinka Iiiju I'. Ar T apzimesim pieskaru krustpunktu, kas vilkta I punktos B un C. Acimredzami,
ka punkts T ir fiksets un neatkarigs no punkta P izvéles.

Apgalvojums. Taisnes BT un CT ir attiecigi trijstuiru PBX un C'PY apvilkto rinka Imiju

pieskares.
Pieradijums. leverosim, ka /T BC = ZBAC = ZTCB , jo BT un CT ir I pieskare, ka ar1
/PBC = /ZPCA, jo AC ir w pieskare. Lidz ar to

/ZPBT =/TBC+ /ZPBC = /BAC + LZCBA = /ZBXC,

kur meés izmantojam to, ka Z/BXC ir trijstura X AC' ar€jais lenkis. Ta ka /PBT = /BXC =
/ZBXP, tad BT ir trijstura BPX apvilktas rinka Iinijas pieskare. Lidzigi varam pieradit, ka
CT ir trijstura C'PY apvilktas rinka Iiijas pieskare.

No apgalvojuma izriet, ka I' un trijstura BPX apvilktas rinka lmijas radikala ass ir taisne
BT, savukart I' un trijstuira C'PY apvilktas rinka Iimijas radikala ass ir taisne C'I'. Lidz ar

8



to no radikalo asu teorémas rinka lijai I" un trijstiru BPX, CPY apvilktajam rinka linijam
izriet, ka taisnes BT,CT, PZ krustojas punkta 7. Lidz ar to taisne PZ iet caur punktu 7'
neatkarigi no punkta P izvéles.

Atceresimies, ka tris radikalas asis vai nu krustojas viena punkta vai ir savstarpéji paralélas.
Lidz ar to iznemuma k vertiba ir tada, kurai I' pieskares punktos B un C', kuras mes apzimesim
ar {1 un /s, ir paralelas vienai otrai. Ar O’ apzimesim I" apvilktas rinka linijas centru, kas atro-
das uz taisnes AO. leverosim, ¢; L BO un ¢, L CO'. Ta ka ¢ || {5, tad B,0’,C atrodas
uz vienas taisnes. Tas nozime, ka O' = AO N BC un AO" = OO’ = BO' = C(O’, kas nozime,
ka ABCO ir kvadrats. Tada gadijuma OA = v/2r, lidz ar to k = /2. Saja gadijuma visa
taisne PZ ir vienmer paralela ¢ neatkarigi no punkta P izveles. Lidz ar to mainot punkta P
atrasanas vietu uz maza w loka BC, mes ieguisim taisnes bez kopiga krustpunktu, jo paralelas
taisnes nekrustojas.



2.uzdevums Atrast visus naturalos skaitlus n, kuriem eksiste naturals skaitlis m ar
1pasibu, ka starp skaitliem m+n,2m+(n—1),...,nm+1 jebkuri divi skaitli ir savstarpeji
pirmskaitli.

Atrisinajums. Apzimesim skaitlus m+n,2m+(n—1),...,mn+1 attiecigi ar x1, xa, . .., Ty.
leverosim, ka x; = im + (n+ 1) — i visiem 1 <i < n.

Ja n+1 ir salikts skaitlis, tad n+1 = p- ”Tfl, kur p pirmskaitlis un (n+1)/p > 1. Tada gadijuma
T, =pm+n+1—pun xy = 2pm +n + 1 — 2p abi dalas ar p neatkarigi no m vertibas. St
konstrukcija strada tad un tikai tad, ja 2p < n, kas nozime, ka 2 < % =ntl_ %. Tas neizpildas,
jan+ 1= 2p. Priek§ n = 2p ieverosim, ka xo = 2m + 2p — 2 un x4 = 4 + 2p — 4 abi dalas
ar 2 neatkarigi no m vertibas, 1idz ar to neapmierina uzdevuma nosacijumus. ST konstrukcija
savukart strada tad un tikai tad, ja 4 < n = 2p — 1, kas nozime, ka ta nestrada prieks p = 2
jeb n 4+ 1 = 4. Tacu prieks n = 3, ieverosim, ka m = 2 apmierina uzdevuma nosacijumus.

Ja n+1 ir pirmskaitlis, tad apzimesim n+1 = p. Ar pq, po, ..., pr apzimesim visus pirmskaitlus
mazakus par p. Pieradisim, ka m = p; ... pg + 1 apmierina uzdevuma nosacijums. Pienemsim
pretejo, ka eksiste tadi indeksi ¢ un j, ka ged(x;, x;) # 1. Tas nozime, ka eksiste tads pirm-
skaitlis ¢, ka ¢ | z; un ¢ | ;.

Apgalvojums. Ja q | z;, tad ¢ > p.

Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka g < p, tad ¢ ir vienads ar kadu no skaitliem p1, po, . . ., p.
Tas nozime, ka m = 1 (mod ¢). leverosim, ka tada gadijuma 0 = z; = im+ (n+ 1) —i =
i+p—i=p (mod q). Tas nozime, ka ¢ | p, kas ir pretruna ar piepemumu, ka ¢ < p. Secinam,
ka g > p.

leverosim, ka
¢l —x;=(im+n+1)—i) = (Gm+n+1)—j)=E—j)m—1)=(—5)p...p)
Taka g > p,tad g1 p1,po,- .., Dk, kas nozime, ka q | i —j. leverosim, ka |i—j| < p—1 < ¢. Lidz

ar to i—j = 0, kas nozime, ka ¢ = j. Sakotnéjais piepémums ir aplams, Iidz ar to ged(z;, z;) =1
visiem i # 7, kas pierada to, ka izveleta m vertiba tieSam apmierina uzdevuma nosacijumus.
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3.uzdevums Dots naturals skaitlis n. Zinams, ka 2n bruninieki sez pie apala galda.
Starp viniem ir n bruninieku pari. Ikviena pari esoSie divi bruninieki grib paspi-
est roku viens otram, tacu to drikst darit tad un tikai tad, ja vini séz blakus viens
otram. Katru minuti divi kadi blakusesosi bruninieki samainas vietam. Atrast mazako
iespejamo minusu skaitu, pec kura neatkarigi no sakotneja bruninieku izkartojuma ka-
tram bruniniekam kada bridi bija iespeja satikt savu partneri un paspiest tam roku.

Atrisinajums. Atbilde ir @ minttes.

Vispirms pieradisim, ka ja sakotneji katrs bruninieks atrodas tiesi pretl savam partnerim, tad
ir vajadzigas vismaz @ mintites, lai katrs bruninieks varetu paspiest roku savam partnerim.
Pie sada izkartojuma katrs bruninieks atrodas tiesi n — 1 vietu talu no sava partnera. Tatad,
lai katrs bruninieks varetu paspiest roku savam partnerim, katra pari abu bruninieku kopejam
parvietosanas solu skaitam jabut vismaz n—1. Ta ka paru skaits ir n, tad kopejam solu skaitam

jabut vismaz n(n —1). Savukart katra brupinieku apmaina parvieto divus bruniniekus tiesi par
n(n—1)

vienu soli, tatad apmainu gajienu skaits ir vismaz ——;

Atliek pieradit, ka neatkarigi no sakotneja bruninieku izkartojuma pec @ minitém var
panakt, ka katrs bruninieks paspieda roku savam partnerim. Pieradisim stingrako faktu — kad
visi gajieni biis beigusies katrs bruninieks atradisies blakus savam partnerim un vares paspiest
vinam roku.

Novietosim galda centra kolonnu un savienosim katru bruninieku pari ar virvi, ko sauksim
par saiti (kopa n saites). Ja kada part bruninieki atrodas tiesi preti viens otram jeb saite iet
tiesi caur centru, tad patvaligi izvelamies vienu pusi un teiksim, ka kolonna atrodas taja puse
attiecigi pret saiti. Teiksim, ka saite atrodas prieksa bruniniekam, ja tas bruninieks un kolonna
atrodas dazadas puses attieciba pret saiti. Par saites garumu sauksim bruninieku skaitu, kam
ST saite atrodas prieksa. Tatad katras saites garums ir vesels skaitlis starp 0 un n — 1.

Teiksim, ka saite C' iesledz saiti C”, ja tas nekrustojas un saite C' atrodas starp C’ un kolonnu,
un divas saites sauksim par iesledzosam, ja viena no tam iesledz otro. Ja divas saites krustojas
sava starpa, tad sauksim tos par krustojosam. Ja divas saites nav gan iesledzosas, gan krus-
. e . _ O — . _ . n(n—l) .o — .

tojosas, tad sauksim tos par neparklajosam. Pamanisim, ka kopa mums ir —=— saiSu pari. Ar
k, [ un m attiecigi apzimesim iesledzoSo, krustojoso un neparklajoso saisu skaitu. Dabtijam, ka
n(n—1)

5

1. apgalvojums. Pec 2k + [ vietu apmainam katrs bruninieks vares paspiest roku savam
partnerim.

Pieradijums. Pieradisim to izmantojot matematisko indukciju pec 2k 41, tas ir, paradisim, ka
vienmer var atrast gajienu, kas samazina 2k 4 [ par vismaz vieninieku. Ja 2k 4+ = 0 jeb katras
saites garums ir 0, tad katrs bruninieks jau atrodas blakus savam partnerim. Citadi, apskatisim
patvaligu bruninieku A un B pari, kas ir saistiti ar saiti Cy ar garumu g > 1. Apzimeésim A ar
So un bruniniekus, kam Cj atrodas prieksa ar 51, S, ... S, secibano A Iidz B. Ar C apzimesim
saiti, kas saista S ar ta partneri. Apskatisim tris iespejamus gadijumus:

k+l4+m=

e Ja (' atrodas S, prieksa, tad Cy un C; krustojas, tadel, samainot Sy un S; vietam, Cj
un (' paliek neparklajosas, kas samazina 2k + [ par vieninieku (jo k& nemainas, bet [
samazinas par vieninieku).
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e Ja (] neatrodas prieksa gan Sy gan B, tad Cj iesledz (', kas nozime, ka samainot Sy un
S1 vietam, Cy un C] no iesledzosam klust par krustojosam, kas samazina k par vieninieku
un palielina [ par vieninieku, no ka izriet, ka 2k 4 [ samazinas par vieninieku.

e Ja (' atrodas B prieksa, tad mes nevaram uzreiz atrast vajadzigo gajienu. Ta vieta
mes apskatisim saisu parus S; un S;y; katram indeksam i, kur 1 < ¢ < ¢ — 1. Katru
reizi mes vai nu atradisim vajadzigo gajienu kada no ieprieksejiem gadijumiem, vai nu
dabusim, ka C;;; (saite, kas savieno S;y; ar ta partneru) atrodas B prieksa. Izejot visiem
indeksiem cauri mes vai nu atradisim vajadzigo gajienu, vai nu atnaksim pie ta, ka C
atrodas B prieksa, kas nozime, ka Cy un C, ir krustojosas, un klust par neparklajosam,
ja meés samainam S, un B vietam, kas samazina 2k + [ par vieninieku.

leverojam, ka izmantojot doto strategiju, vienigais gadijums, kad saites garums palielinas ir,
kad ta ir ieslegta ar kadu citu, kas nav iespejams saitei, kas iet caur centru. Lidz ar to, saites
nekad nekrusto kolonnu.

2. apgalvojums. Neatkarigi no bruninieku izvietojuma, mums izpildas £ < m.
Pieradijums. Pieradisim prasito izmantojot matematisko indukciju pec n. Baze, kad n = 2 ir
acimredzama. Apskatisim saisti C' ar lielako garumu un pienemsim, ka ta savieno bruniniekus
A un B. Ar z apzimesim saisu skaitu, kas krustojas ar C, un ar y apzimesim saisu skaitu, ko
iesledz C'. Ta ka nepastav saites ar lielaku garumu neka C, tad neviena saite nevar ieslegt C'.
Tatad C atrodas prieksa tiesi vienam bruniniekam no katra para, kura attieciga saite krusto
C, un abiem bruniniekiem no katra para, kura attieciga saite ir ieslegta ar C'. Lidz ar to saites
C garums ir x + 2y < n — 1, un saisu skaits, kas ir neparklajosas ar C' ir vienads ar

n—l-z—y>(@+2y)—z—y=y.

Tagad mes nodzesam bruniniekus A un B, samazinot k par y un m par vismaz y (péc pieraditas
nevienadibas), un izmantojam induktivo pienemumu. Mums paliek pieradit, ka katras palikusas
saites garums nav lielaks par n — 2. Ja kadas saites C' garums pirms A un B izmeSanas bija
< n — 2, tad tas ar1 paliek < n — 2, jo saites garums nevar palielinaties bruninieka izmésanas
del. Ja kadas saites C' garums pirms A un B izmeSanas bija tiesi n — 1, tad saites garums starp
A un B arT ir n — 1 un tad saitei C' bija jabut prieksa kadam no A un B, kas nozime, ka péc
to izmesSanas tas garums klust n — 2. Tadejadi mes esam pieradijusi doto apgalvojumu.

n(n

No 2. apgalvojuma izriet, ka 2k +1 < k+ 1+ m = Tfl) Apvienojot So rezultatu ar 1. ap-

. .o ~1 .o .o . . .o ..
galvojumu, secinam, ka ar % apmainam pietiek, lai pec visam apmainam katrs bruninieks

atrastos blakus savam parteram un varetu paspiest vinam roku.
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4.uzdevums Bezgaligam pozitivu realu skaitlu virknem ai, as,as,... un by, bo, bs, ...
izpildas visas sekojosas 1pasibas katram naturalam skaitlim n
_ 2 2.
O an+1bn+1 = ay + bm

® (py1 + bn—i—l = anbn;
e q, >0,

Pieradit, ka eksiste naturals skaitlis &, ka g > 20252925,

an

Atrisinajums. Pienemsim pretejo, tad eksiste tads reals skaitlis M, ka = < M visiem
naturaliem skaitliem n.

Ieverosim, ka
(410041 :an+n:a_+_§]\/[+1,
Qp+1 + anrl anbn bn Qp,

kur mes izmantojam to, ka a, > b,, kas nozime, ka Z—Z < 1. Tada gadijuma

Unt1 + bnyi S 1
an-‘rlbn-f—l T M+1

1 1 1
+ >
bny1  Gpy1 - M +1
2 1 1 1
> + >

bn+1 © Gpta bn+1 T M+1
2(M +1) > byqr,

kur mes izmantojam to, ka a,y; > b,.1, kas nozime, ka a1+1 < ﬁ. leverosim, ka tada
gadijuma
a
anb, = b—” b2 < M(2(M +1))?
n
Lidz ar to virkne a1by, asbs, ... ir ierobezota no augsas. Tac¢u no sakaribas starp videjo ar-

itmetisko un geometrisko izriet, ka
_ 2 12
an+1bn+1 =a, + bn 2 2anbn
Lidz ar to induktivi varam iegit, ka
Api1bn1 > 2"a1by

Ta ka 2™ var but pec patikas liels skaitlis, tad secinam, ka virkne a,by, asbs, . .. ir neierobezota
no augsas — pretruna ar ieprieks iegtito. Lidz ar to musu pienémums ir aplams un eksiste tads
naturals skaitlis k, ka g > 20252925,
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3. diena

l.uzdevums Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram visiem realiem skaitliem = un y
izpildas nevienadiba

f (@ +2yf(@) + (f)* < f ((z +y)?).

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalnevienadibu. Ieverojam, ka jebkura
skaitla kvadrats ir nenegativs, no ka seko, ka ja meés paradam, ka kada skaitla kvadrats ir
mazaks vai vienads par nulli, tad tam obligati jabiit vienadam ar nulli. Saja uzdevuma mes
vairakas reizes izmantosim So ipasibu. No P(0,0) izriet, ka

F(0) + (£(0)* < f(0) = (f(0))* <0 = f(0)=0.

1. apgalvojums. f(x) > 0 visiem = > 0.
Pieradijums. Aplukosim patvaligu nenegativu skaitli . Tad no P(0,+/z) izriet, ka

F0+2vzf(0) + (f(V2)* < £ ((0+ v2)?)
F0) + (f(vx))* < f()
(f(Vz))* < f(z)

un ta ka 0 < (f(y/7))?, tad 0 < f(z), kas bija japierada.

Tagad pielietosim mainigo noisinasanas triku — izvelesimies tadu y, lai 2? + 2y f(z) = (z + y)?
jeb y = 2f(x) — 2z. Tatad no P(z,2f(z) — 2x) seko, ka

(f2f(2) = 22))* <0 = f(2f(z) —22)=0 (1)
visiem realiem skaitliem x. Apskatisim divus gadijumus:

1. gadijums: f(x) = 0tad un tikai tad, ja x = 0. Tada gadijuma no (1) seko, ka 2f(z)—2x =0
jeb f(x) = x visiem realiem skaitliem z. Viegli parliecinaties, ka &1 funkcija patiesam apmierina
uzdevuma nosacijumus.

2. gadijums: Eksisté vismaz viens reals skaitlis ¢ # 0 tads, ka f(¢) = 0. Apzimésim sadu
skaitlu kopu ar S, tas ir, ¢ € S tad un tikai tad, ja ¢ # 0 un f(c) = 0.

2. apgalvojums. S satur patvaligi lielus pozitivus skaitlus.
Pieradijums. Apskatisim patvaligu skaitli ¢ € S un ievietosim to vienadojuma (1):

f2f(e) =2¢) =0
f(=2¢) =0.
Tatad ja ¢ € S, tad arT —2c € S. Sadi turpinot, péc indukcijas var pieradit, ka (—2)"c € S

jebkuram naturalam skaitlim n. No ta seko, ka neatkarigi no skaitla ¢ zimes, kopa S satur
patvaligi lielus pozitivus skaitlus.

Apskatisim patvaligu realo skaitli z. Izvelsimies loti lielu skaitli ¢ € S tadu, lai \/c—z > 0. No
P(\/c — x,x) izriet, ka

F(We=2)* +2uf(Ve—2)) + (f(2))* < f (Ve —z) +2)*) = f(c) =0
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No otras puses (f(x))? > f((Ve—2)*+2xf(\/c—x)) >0,jo/e—x>0un (yVe—z)*+

2ef(y/c—x) > (e— ) kur mes izmantojam 1. apgalvojumu. Tas var gadities tikai ja

f(We—a)? +22f(Ve—1x)) = (f(z)) =0,
no ka izriet, ka f(z) = 0. Ta ka Sos spriedumus var veikt patvaligam realam skaitlim =, tad

secinam, ka f(z) = 0 visiem realiem skaitliem z. Viegli parliecinaties, ka §1 funkcija patiesam
apmierina uzdevuma nosacijumus.
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2.uzdevums Dots naturals skaitlis n. Naturali skaitli 1,2,...,n? ir sarakstiti n x n

rutinu laukuma ta, ka katrs skaitlis ir tieSi viena rutina un katra rutina ir tiesi viens
skaitlis. Katram naturalam skaitlim d, kuram d | n, par d-dalzjumu sauksim (n/d)?
neparklajosos d x d kvadratus, kas noklaj sakotnejo n x n rutinu laukumu. Naturalu
skaitli n sauksim par latvisku, ja skaitli var but sakartoti n x n rutinu laukuma ta, lai
katram naturalam skaitlim d, kuram d | n un 1 < d < n, d-dalijjumam izpildas pasiba,
ka skaitlu summa katra d x d kvadrata nedalas ar d. Atrast visus para latviskos skaitlus.

Atrisinajums. Atbilde ir visi skaitli forma n = 2¥, kur k ir naturals skaitlis.

Vispirms paradisim, ka katram naturalam k, skaitlis 2% ir latvisks. Pieradisim to, izmanto-
jot matematisko indukciju. Indukcijas baze, kad k£ = 1, ir acimredzama. Tagad pienemsim, ka
kadam naturalam k, skaitlis 2 ir latvisks.

Apliikosim 2841 x 28+1 riitinu laukumu un sadalisim to cetros 2F x 2% apakslaukumos, patvaligi
sanumurgjot tos. Péc induktiva pienemuma eksiste (2%)? skaitlu sadalijums 2% x 2% riitinu
laukuma (apzimesim $o sadalijjumu ar S), kuram izpildas uzdevuma nosacijums. Izmantojot
o sadalijumu, sarakstam skaitlus no 1 lidz (2¥)? katra no cetriem apakslaukumiem, bet i-
taja apakslaukuma katram skaitlim pieskaitam (i — 1)(2%)?. Tadejadi i-taja apakslaukuma biis
sarakstiti skaitli no (i — 1)(2%)2 + 1 Iidz (2%)?, kas nozime, ka 2F! x 2¥! riitipu laukuma
kopuma biis uzrakstiti visi skaitli no 1 lidz 4 - (2¥)2 = (28+1)2. Tagad samainisim skaitlus (2¥)?
(no 1. apakslaukuma) un (2%)? + 28=1 (no 2. apakslaukuma) vietam. Lidzigi samainisim ar
skaitlus 3 - (2¥)? (no 3. apakslaukuma) un 3 - (2¥)? 4 2%~1 (no 4. apakslaukuma) vietam.

Pieradisim, ka iegiitais skaitlu sakartojums apmierina uzdevuma nosacijumus. Katram d = 2/
ar j < k apskatisim patvaligu 2 x 2/ kvadratu. leverojam, ka kad més bijam pieskaitijusi
(i — 1)(2%)? vai kad bijam mainijusi skaitlus vietam, skaitli nemainijas pec modula 2/ (jo
j < k—1). Ta ka katrs 2/ x 2/ kvadrats atrodas kada no ¢etriem apakslaukumiem, un katrs
no apakslaukumu skaitlu sadalijumiem ir ekvivalents ar S pec modula 27, tad skaitlu summa,
kas atrodas 2/ x 2/ kvadrata arT nedalas ar 2.

Palika gadifjums, kad d = 2*. Saja gadijuma katrs no 2* x 2% sakiit ar kadu no cetriem
apakslaukumiem. Pienemsim, ka tas sakrit ar i-to apakslaukumu. Tada gadijuma taja kvadrata
skaitlu summa bis vienada ar

(T42+-+ 2+ 25 (- 1))+ (1) 2¢' =
=212k L Y4 (1 —1) - 2% 4 (—1)t 28 =21 £ 0 (mod 2F),

kas nozime, ka ta nedalas ar 2¥. Tadejadi katram d skaitlu summa katra d x d kvadrata nedalas
ar d, kas dod prasito. Esam pieradijusi ar indukeiju, ka visi skaitli forma n = 2% ir latviski.

Atliek pieradit, ka visi parejie para skaitli nav latviski. Pienemsim pretejo, jeb ka eksiste
latvisks skaitlis forma n = 2° - m, kur s ir naturals un m > 1 ir naturals nepara skaitlis, kuram
eksiste skaitlu sakartojums, kas apmierina uzdevuma nosacijumus.

Apgalvojums. Katram naturalam i, kuram 1 < i < s, pie 2-dalfjuma skaitlu summa katra
2! x 2¢ kvadrata ir kongruenta ar 2~ péec modula 2°.

Pieradijums. Pieradisim apgalvojumu izmantojot matematisko indukciju. Indukcijas baze,
kad i = 1, ir patiesa, jo skaitlu summai katra 2 x 2 kvadrata jabut nepara (citadi n nebutu
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latvisks).

Tagad pienemsim, ka dotais apgalvojums ir patiess kadam naturalam skaitlim ¢ (ar 1 <7 < s).
Pie 2t -daljjuma katrs 271 x 207! kvadrats sastav no cetriem 2° x 2¢ kvadratiem. Pec induktiva
pienemuma, katra no tam skaitlu summa ir kongruenta ar 2:=! pec modula 2°. Lidz ar to, skaitlu
summa 2°7! x 201 kvadrata ir kongruenta ar 4-2°"1 = 0 (mod 2°) jeb ta dalas ar 2°. Teverojam,
ka skaitlu summa 201 x 2i7! kvadrata nevar dalities ar 2°1, jo citadi n nebutu latvisks. No ta
izriet, ka skaitlu summa 27! x 2! kvadrata ir kongruenta ar 2° (mod 2°™!), kas pierada prastto.

Aplukosim 2°-dalijumu, kas sastav no (%)2 = m? kvadratiem. Izmantojot apgalvojumu,
secinam, ka skaitlu summa katra 2% x 2° kvadrata ir kongruenta ar 2°~! (mod 2%). Lidz ar
to, visu skaitlu summa n x n kvadrata ir kongruenta ar

2 Im? =271 (mod 2%),

kur mes izmantojam to, ka m? ir nepara. No otras puses, naturalu skaitlu no 1 lidz n? summa
ir kongruenta ar

n*(n*+1)

5 =257 12(22m? + 1) =0  (mod 2°),

(1+2+...+n2):

kas ir pretruna. Lidz ar to, musu sakuma pienemums ir aplams, no ka seko, ka patiesam vienigie
para latviski skaitli ir forma n = 2*.
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3.uzdevums Dots rinka Imija ievilkts cetrsturis ABC D, kuram izpildas AC < BD <
AD un Z/DBA < 90°. Punkts E atrodas uz taisnes, kas vilkta caur punktu D paraleli
taisnei AB ar 1pasibu, ka punkti £ un C atrodas pretejas puses taisnei AD un AC' = DE.
Punkts F' atrodas uz taisnes, kas vilkta caur punktu A paraleli taisnei C'D ar ipasibu, ka
punkti F' un C atrodas pretejas puseés taisnei AD un BD = AF. Pieradit, ka nogrieznu
BC un EF vidusperpendikuli krustojas uz ¢etrstura ABC' D apvilktas rinka linijas.

Atrisinajums. Ar T apzimesim nogriezna BC' vidusperpendikula krustpunktu ar cetrstura
ABCD apvilktas rinka liniju. Sanak, ka punkts 7" ir liela loka BC' viduspunkts. Mums ir
japierada, ka punkts T" atrodas uz nogriezna EF' vidusperpendikula.

Ta ka cetrsturis ABCD ir ievilkts, tad
BD B AC
sin /BAD  sin ZADC

[everojam, ka no doto taisnu paralelitates izriet, ka ZDAF = ZADC un /BAD = /EDA.
Lidz ar to

jeb  BD-sin ZADC = AC -sin ZBAD.

AF -sin /DAF = BD -sin ZADC = AC -sin /BAD = DFE -sin Z/ZEDA,

kur meés izmantojam to, ka AFF = BD un AC = DE. Pamanisim, ka AF - sin /DAF un
DE -sin ZEDA ir attiecigi punktu F' un F attalumi lidz taisnei AD (par So var parliecinaties,
piemeram, novelkot augstumu FX un taisni AD un apskatot taisnlenka trijsturi AFX). Ta
ka sie attalumi ir vienadi, mes varam secinat, ka AD || EF.

Definésim jaunus punktus K = EF N AB un L = FF N CD. Pamanisim, ka cetrsturi KADFE
un FADL ir paralelogrami, jo AD || EF, ko ka izriet, ka KA = DFE = AC, DL = AF = BD
un KE = AD = FL. Dabtjam, ka

KF=KE-FE=FL—-FE=LE.

Lidz ar to, mums pietiek pieradit, ka punkts 7" atrodas uz uz nogriezna K L vidusperpendikula.

Ta ka KA = AC, tad
/LBTC = ZBAC =180° — LKAC = 180° — (180° — 2£LAKC(C) =2/AKC = 2/BKC.
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Lidzigi varam dabut, ka /BTC = 2/BLC. leverojam, ka punkti T, K, L atrodas viena puse
attieciba pret taisni BC' un punkts 7" atrodas uz nogriezna BC' vidusperpendikula. Tas nozime,
ka punkts T ir ¢etrstura BK LC' apvilktas rinka linijas centrs. Atceramies, ka rinka Inijas centrs
vienmer atrodas uz ta hordas vidusperpendikula, kas dod prasito.
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4.uzdevums Sauksim naturalu skaitli n par diwainu, ja katram skaitla n dalitajam d
izpildas vismaz viena no 1pasibam:
e skaitlis n dalas ar skaitli d 4 1;

e skaitlis d + 1 ir pirmskaitlis.

Atrast visus divainos skaitlus.

Atrisinajums. Pienemsim, ka skaitlis n ir divains. Uzrakstisim n = 2¥m, kur k ir nenegativs
vesels skaitlis un m ir nepara naturals skaitlis. Tada gadijuma m ir skaitla n dalitajs, tapec no
uzdevuma nosacijumiem izriet, ka m + 1 | 28m vai arT m + 1 ir pirmskaitlis.

Ja m + 1 ir pirmskaitlis, tad ta ka m + 1 ir para (jo m ir nepara), tad m + 1 = 2 jeb m = 1.
Lidz ar to n = 2%, Ja k > 3, tad 8 ir skaitla n dalitajs, tacu 8 +1 = 94 2¥ = n un 9 nav
pirmskaitlis, kas ir pretruna. Lidz ar to k € {0, 1,2} jeb n € {1,2,4}. Var viegli parliecinaties,
ka visi Sie skaitli patiesam apmierina uzdevuma nosacijumus.

Ja m + 1 nav pirmskaitlis, tad m + 1 | 2*m, no ka seko, ka m + 1 | 2% jo m un m + 1 ir
savstarpeji pirmskaitli. Ta ka divnieka pakapes dalitaji var but tikai divnieka pakapes, tad
m+1 =2/ kadam 2 < j < k, jo gadijumu, kad j = 1 meés jau esam izskatijusi ieprieks. Ta
ka m ir lielakais nepara skaitlis, kas dala n, tad m < 2F + 1 n. Tas nozime, ka 2 + 1 ir
pirmskaitlis, jo 2% ir skaitla n dalitajs.

Apgalvojums. Ja k > 2, tad 2"~ + 1 {n.

Pieradijums. Piepemsim, ka k& > 2 un 287! + 1 | n. Ieverojam, ka skaitlim m jadalas ar
visiem skaitla n nepara dalitajiem. Ta ka n = 2Fm, tad 2*~! + 1 | n tad un tikai tad, ja
141 m=2—-1. Jaj <k—1tad 2"t +1 ]2 —1 <21 -1 < 281 41 kas
nav iespejams. Savukart ja j = k, tad 21 + 1| 29 — 1 = 2F — 1, kas ir iespejams tikai ja
2P 141 =2F -1, jo 2281 +1) =2 +2 > 2% — 1. Lidz ar to

k=l 4 1 =9F 1

2F 42 =2k
2k—2 + 1= 2k—1

Ta ka k > 2, tad pedeéjas vienadibas laba puses ir para, lidz ar to 2¥=2 ir nepara jeb 2872 = 1,
kas ir pretruna ar to, ka k > 2. Lidz ar to apgalvojums ir pieradits.

Esam ieguvusi, ka ja k > 2, tad 2! 4+ 1 { n, no ka seko, ka 2¥~! + 1 ir pirmskaitlis pec
uzdevuma nosacijumiem (jo 2571 | 28m = n). Atceramies, ka esam dabiijusi ieprieks, ka 2% + 1
ir pirmskaitlis. Ta ka 2' =1 vai 2 (mod 3), tad noteikti viens no skaitliem 2*~! + 1 un 2% + 1
dalas ar tris, bet ta ka abi skaitli ir pirmskaitli, tad viens no tiem ir vienads ar 3. Tac¢u mes
zinam, ka 3 < 2871 +1 < 28 + 1 (jo k > 2), kas ir pretruna.

Lidz ar to, pienemums, ka k > 2 ir aplams, kas nozime, ka £k = j = 2. Tadgjadi, n =
22. (2% — 1) = 12. Viegli parliecinaties, ka 12 arT apmierina uzdevuma nosacijumus.
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Vertesanas kriteriji

1. diena

Vertesanas kriteriji 1.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — pieradits, ka x1 + x5 + - - - + 219 = 16.

e 3 punkti — pieradits, ka starp skaitliem x1, 9, -+, 219 ir ne vairak ka 2 dazadi reali
skaitli.

— 1 punkts — tika apskatita divu vienadojumu starpiba.

— 2 punkti — apgalvojums tika pieradits Iidz galam.
e 1 punkts — pieradits, ka vismaz 9 no skaitliem xq, xo,--- , x19 ir vienadi sava starpa.
e 1 punkts — tika iegiitas visas pareizas atbildes.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 2.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti - tika paradita stradajosa konstrukcija un paskaidrot kapec ta strada.

— 1 punkts — uzrakstita pareiza atbilde.
— 1 punkts — tika paradita stradajosa konstrukcija.
— 1 punkts — paskaidrots kapec konstrukcija strada.

n—1

5 J burvju malinam.

e 4 punkti — pieradits, ka jabuit vismaz L

— 1 punkts — tiek apskatitas linijas starp kaiminkolonnam, kas nesatur burvju malinas.
— 1 punkts — tiek novertets sadu liniju daudzums.

— 2 punkti - risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 3.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — pieradits, ka n —m | a, — a,, visiem m < n.

e 1 punkts — tiek ieviesta virkne b;.

e 1 punkts — uzdevums tika reducets uz ”Pieradit, ka virkne b; ir konstante”.
e 2 punkti — pieradits pirmais apgalvojums.
e 1 punkts — pieradits otrais apgalvojums.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Piezime. Par pareizas atbildes atrasanu un tas parbaudi punkti netiek pieskiroti.
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Vertesanas kriteriji 4.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — tika defineti punkti R un S.

e 1 punkts — pieradits 1. apgalvojums.

e 1 punkts — pieradits 2. apgalvojums.

e 1 punkts — pieradits 3. apgalvojums.

e 1 punkts — pieradits 4. apgalvojums.

e 1 punkts — pieradits 5. apgalvojums.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.
2. diena

Vertesanas kriteriji 1.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — tika atrasta pareiza atbilde.

e 1 punkts — tika definets punkts 7.
e 2 punkti — pieradits, ka taisnes BT un C'T" ir attiecigi trijsturu PBX un C'PY apvilkto
rinka Imiju pieskares.
— 1 punkts — tika dabiitas lenku sakaribas, kas ir svarigas apgalvojuma pieradiSana.
— 1 punkts — apgalvojums tika pieradits Iidz galam.
e 2 punkti — pieradits, ka taisne PZ iet caur punktu 7, ja k # /2.
e 1 punkts — pieradits, ka f; || £, tad un tikai tad, ja k = v/2.

Vertesanas kriteriji 2.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti — tika pilnigi atrisinats gadijums, kad n + 1 ir salikts skaitlis.
e 1 punkts — tiek apskatits pirmskaitlis ¢ > p tads, ka ¢ m — 1.
e 1 punkts — pieradits, ka ¢ | (1 — j)(m — 1).

e 2 punkti — tika pareizi izveleta konstrukcija priekS m un pamatots kapec ¢ izpildisies
augstak minetas 1pasibas.

— 1 punkts - tiek pieradits, ka ja tads q | z; — z;, tad i = j.

Piezime. Par katru neizskatitu apaksgadijumu, kad n + 1 ir salikts skaitlis, tiek atnemts viens
punkts.
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Vertesanas kriteriji 3.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — tika atrasta pareiza atbilde.

(n=1)

e 1 punkts - pamatots, ka ir vajadzigas vizmas =“— minfites.

1 punkts — tiek apskatits iesledzoso, krustojoso un neparklajoso saisu daudzums.

2 punkti — pieradits 1. apgalvojums.
e 1 punkts — pieradits 2. apgalvojums.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 4.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — pieradits, ka virkne a;b; ir neierobezota.

e 4 punkti — pienemot pretejo, pieradits, ka virkne b; ir ierobezota no augsas.

anbn

an+bn

— 2 punkti — pienemot pretejo, pieradits, ka izteiksme ir ierobezota no augsas.

— 2 punkti — apgalvojums tika pieradits Iidz galam.
e 1 punkts — pienemot pretejo, pieradits, ka virkne a;b; ir ierobezota no augsas.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

3. diena
Vertesanas kriteriji 1.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — pieradits, ka f(x) > 0 visiem x > 0.

e 1 punkts — tika apskatits y = 2f(x) — 2z.

e 1 punkts — pieradits, ka ja f ir injektiva nulle, tad f(x) = x visiem realiem x.
e 1 punkts — tika apskatits ¢ # 0 tads, ka f(c) = 0.

e 1 punkts — tika apskatita substitucija ar = +y = /c.

e 2 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 2.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 7 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 3.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti — pieradits, ka AD || DE.

e 1 punkts — tika defineti punkti K un L.

e 1 punkts — pieradits, ka KE = LF.
e 1 punkts — pieradits, ka cetrsturis BK LC' ir ievilkts.
e 2 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.
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Vertesanas kriteriji 4.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — tika atrasti visi divaini skaitli.

e 6 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.
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