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Matematiskas indukcijas metode

Ja dots izteikums A, kas definets katram n € N, un ir
japierada ta patiesums, tad, izmantojot matematiskas
indukcijas metodi, pieradijumu veic péc Sada algoritma.
1) Baze. Pamato, ka izteikums A ir patiess, ja n = 1.

2) Induktivais pienemums. Pienem, ka izteikums A
ir patiess, ja n = Kk, kur k € N.

3) Induktiva pareja. Pierada, ka tada gadijuma A ir
patiess aritad, jan =k + 1.

4) Secinajums. Secina, ka A ir patiess visiem n € N.



Ka geometriski varetu ilustret MIP?

Apgalvojumu A(n) attélosim ar rutinu rindu

Ja A(1) ir patiess, tad varam aizkrasot pirmo ratinu (BAZE):

Ja A(2) ir patiess, tad varam aizkrasot otro ritinu (BAZE):

Ja A(3) ir patiess, tad varam aizkrasot treso ratinu (BAZE):

Ja A(K) ir patiess, tad varam aizkrasot k-to ratinu (PIENEMUMS):

Ja A(k+1) ir patiess, tad varam aizkrasot k+1-mo ritinu (PAREJA):




UZDEVUMS. Pieradit, ka jebkuru kvadratu
var sagriezt n kvadratos, ja n>=6.

1. Baze. Zimejuma paradits, ka kvadratu var sagriezt 6, 7, un 8
kvadratos.

2. Pienemums. Kvadratu var sagriezt m kvadratos.

3. Pareja. Ja kvadratu var sagriezt m kvadratos, tad to var
sagriezt ari m+3 kvadratos: pietiek vienu no m kvadratiem
sagriezt 4 vienados kvadratos.

4. Secinajums. Jebkuru kvadratu var sagriezt n kvadratos, ja
n>=6.

Sarezgitaka viendimensiju indukcijas shéma:
—




UZDEVUMS. Pieradit, ka katram n-sturim (ne noteikti
izliektam) var novilkt vismaz n-3 diagonales, kas
atrodas ta ieksSpuse.

ANTRE

1. Baze. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess trijsturim,
Cetrsturim, piecsturim, ..., (m-1)-starim.

2. Pienemums. Aplukosim kaut kadu m-sttri. Ja tas ir izliekts, tad
no katras Si daudzstura virsotnes iziet m-3 diagonales, kas
atrodas ta iekspuse. Ja daudzstiris ir ieliekts, apskatam virsotni,
pie kuras m-stira ieksS€jais lenkis lielaks neka 180 gradi.

No Sis virsotnes iziet vismaz viena
diagonale, kas atrodas m-stira iekSpuse: Si
diagonale sadala m-sturi k;-sturt un k,-
sturi, pie tam k;<m, k,<m un k;+k,=m+2.



3. Pareja. Péc induktiva pienémuma k,-stira iekSpuse atrodas
vismaz k,-3 ta diagonales (tas ir ari dota m-stura diagonales) un
k,-stura iekSpuse atrodas vismaz k,-3 ta diagonales (kas ari ir
dota m-stura diagonales), tapéc dota m-stira iekSpuse atrodas
vismaz (k;-3) + (k,-3) + 1 =k; +k,=5=(mM+2)-5=m-3
diagonales, ko ari vajadzeja pieradit.

4. Secinajums. Katram n-sturim (ne noteikti izliektam) var
novilkt vismaz n-3 diagonales, kas atrodas ta iekSpuse.

Izmantota ir sarezgitaka vienvirziena indukcijas shéma:

—

34,. . m1=m



UZDEVUMS. Uz taisnes doti n=2 nogriezni; ik
diviem no tiem ir kopejs punkts. Pieradit, ka visiem
n nogriezniem ir kopéjs punkts.

1. Baze. Ja n=2, apgalvojums acimredzot ir patiess.

Aplukosim tris nogrieznus a, b un c. Pienemsim, ka P,€anb, P,€ac,
P;€b~c. Aplukosim P,, P, un P5 novietojumu uz taisnes. Vismaz viens
no tiem pieder nogrieznim, kura galapunkti ir abi parejie. Pienemsim,
ka Ps€[P,P,]. Ta ka P,€anb un P,€anc, tad ari P,€a un P,€a, tapéc
[P,P,]€a. Ta ka P;€[P,P,], tad ari P;€a. Tatad P, ir kop&js visiem trim
nogriezniem.

2. Pieneémumes. Pienemsim, ka apgalvojums pareizs k nogriezniem.

3. Pieradisim, ka tas patiess ari k+1 nogriezniem a,, a,, ...,a, a.,1, ja ik
diviem no tiem ir kopé€js punkts. Aplakosim k nogrieznus a;, a,, ...,a .1, @, N
a..- Ta ka nogriezniem a, un a, . ir kop&ji punkti, tad a, n a,,; ar ir
nogrieznis (var but 1 punkts).



Pieradisim, ka ar1 katriem diviem no Siem k nogriezniem ir kop€js
punkts. Tiesam, ik diviem no nogriezniem ay, a,, ...,a,.; ir kOp&js
punkts saskana ar doto k+1 nogrieznu 1ipasibam; nogriezniem
a,Ma,,; uUn a; (1<i<k-1) ir kop&js punkts saskana ar jau pieradito
gadijumu, kad n=3.

Tatad péc induktivas hipotézes k nogriezniem ay, a,, ...,a,.1, @ M Axsq
ir kop€js punkts; tas pats punkts ir kopejs ari dotajiem k+1
nogriezniem.

Helli (Eduard Helly) teorema plakne (telpa):

a) Ja plakneé dotas n, n>3 izliektas figuras un jebkuram trim no tam
ir kop€js punkts, tad visam n figuram ir kopéjs punkts;

b) Ja telpa dotas n, n>4 izliektas figuras un jebkuram Cetram no
tam ir kopéjs punkts, tad visam n figuram ir kopéjs punkts.
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UZDEVUMS. Cik trijsturos izliektu n-sturi var
sadalit diagonales, kuras savstarpeji nekrustojas.

1.Baze. Mazakais ir trijstlris (n=3 un viens trijstidris). Cetrstlrim —
viena diagonale un divi trijsturi. Piecsturim — divas diagonales un tris

2. Pienemums. Pie n=k k-sturi var sadalit k-2 trijsturos.

3. Pieradijums. Apskatisim n-sturi A;A,A;...A,,, kurs sadalits
trijsturos. Pienemsim, ka A;A, — viena no n-stura diagonalem. Ta
sadala n-sturi divas dalas:

k-sturi A;AA;... A un n-k+2-sttrm A;A A 1---A,

Atbilstosi pienémumam kope€jais trijstiiru skaits bis

(k=2)+[(n=-k+2)-2]=n-2

4. Secinajums. Izliektu n-sturi diagonales var sadalit n—2 trijsturos.



UZDEVUMS. Regulara trijstura katra mala sadalita
n vienadas dalas. Caur dalijuma punktiem novilktas
taisnes paraleli trijstura malam. Pieradit, ka tas
sadala doto trijsturi n? trijsturos.

1.Baze. Ja n=1, tad rodas viens trijstiris. Ja n=2, tad rodas Cetri
trijsturi. Ja n=3, tad rodas devini trijsturi.
2.Pienemums, ka pie n=Kk trijsturis tiks sadalits k2 trijsttros.
3.Pareja. Ja n=k+1, tad trijsturu skaits bus
k? (péc pienémuma) + 2(k + 1) -1 =
k2+2k+2-1=
k2+2k+1=
(k + 1)2

JAVaVA

4. Secinajumes. Trijsturis, kuram katra mala sadalita n vienadas
dalas, tiek sadalits n? trijstros.




UZDEVUMS. Doti n dazadi kvadrati. Pieradit, ka tos
var sagriezt dalas ta, ka no iegutajam dalam var
izveidot jaunu kvadratu.

1.Baze. Ja n=1, tad vienigais kvadrats nav jagriez dalas. Ja n=2, tad
apgalvojums ir speka — Apskatisim kvadratu ABCD un abcd, kuru
malas atbilstosi apzimésim ar x un 'y, kur x > v.

+ —_—

Uz kvadrata ABCD malam atliksim nogrieznus AM=BN =CP=DQ=(x+vy)/
2 un sagriezisim kvadratu ABCD pa taisném MP un NQ, kuras krustojas
punkta O un veido taisnus lenkus. Kvadratu sadala 4 vienadas dalas. legltas
dalas pieliksim kvadratam abcd ka paradits ziméjuma. legata figara art ir
kvadrats, jo lenki un malas ir vienadi.

2. Pienemsim, ka apgalvojums ir spéka pie n=k.

3. Pareja. Apskatisim n=k+1 kvadratus K, K,, ..., K, K,,;. Izvélésimies
jebkurus divus no Siem kvadratiem un vienu sagriezisim ta, lai izveidotos
jauns kvadrats K'. Talak atbilstosi pienémumam k kvadratus K;, K,, ..., K_;, K°
var sagriezt dalas ta, lai izveidotu jaunu kvadratu.
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Plakne dota karte, kuru sauksim par pareizi
izkrasotu, ja katra valsts ir izkrasota kada krasa ta,
lai valstis, kas robezojas, butu izkrasotas atskirigas
krasas.

Jautajums — kads ir mazakais krasu skaits, kuras
var izkrasot valstu karti?
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1852. gada radas cCetru krasu teoréma:
Jebkuras kartes izkrasoSanai pietiek ar 5 krasam.
Lidz Sim nav atrasta neviena karte, kuru nevarétu izkrasot ar 4 krasu

palidzibu.
Musdienas pieradijumam tiek izmantotas specialas datorprogrammas.

- Four-Color Turkey Theorem

(C)Copyright C. Burke, 2010. 11/25




UZDEVUMS. Plakne doti n rinki. Pieradit, ka valstu
karti, kuru veido rinku apgabali, var izkrasot 2
krasas.

1.Baze. Ja n=1, tad apgalvojums ir speka.

2.Pienemums. Ja n=Kk, tad k rinku veidoto apgabalu karti var
izkrasot 2 krasas.

3. Pieradijums. Pie esosSajiem k rinkiem pievienosim k+1-mo rinki un
ta iekSpuse visas krasas mainisim uz pretéjo. Redzam, ka k+1 rinku
veidoto apgabalu karti var izkrasot 2 krasas.

4. Secinajumes. Valstu karti, kuru veido n rinku apgabali, var izkrasot
2 krasas.



Divu krasu teorema:
Lai valstu karti varétu izkrasot divas krasas ir nepiecieSami
un pietiekami, lai katra virsotne satiktos para skaits valstu.

Tris krasu teorema: Piecu krasu teorema:
Jebkuru valstu karti var
pareizi izkrasot ar piecam
krasam.




UZDEVUMS. Ir dota daudzsturu P, P,, P,, ... virkne.

Ir zinams, ka P, ir regulars trijsturis ar laukumu 1.

Daudzsturi P, , iegust no daudzstura P, pec

sekojosa algoritma: katru P, malu sadala tris

vienadas dalas, un uz katras malas videjas dalas

konstrue regularu trijsturi, un so videjo dalu

nodzes.

1) Noteikt daudzstura P, laukuma aprekinasanas
formulu S,.

2) Atrastlim,_.S,.




P, P, P,

Zim&juma redzams, ka katra P, mala klust par cetram P; malam un
daudzsturim P, ir 3 -4 malas. Daudzsturim P, ir3-4-4 =3 - 42
malas. Seko, ka daudzsturim P, ir 3 - 4" malas.

Ir zinams, ka S, = 1.

Ja salidzina daudzsturus P, un P4, ir redzams, ka P, rodas no
daudzstura Py, kuram katrai malai pievienoti regulari trijsturi ar

laukumu 3% SekoS; =5, + 3- 3% =1+ %

P, rodas no daudzstura Py, kuram katrai malai pievienoti regulari
e g — . 1 1 1 1 4
trijstari ar laukumu =-=.Seko S, =S, +3-4-—==1+ -+ —.

32 32 34 3 33
dzigiS; =1+ 2+~ + 2
9l >3 3 33 35 )
_ 1 4 42 gn-1 n 4kt 3wn (4
Sn_1+§+3_3+3_5+---+ 1+Zk=132k_—1_1+22k=1(5)

32n—1 -
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Pieradisim ar Matematiskas indukcijas metodi.
3 (4

1 1
1. Baze.Jan=1,tadS; =2 -2 (3) =1+

2. Pienemums. Ja n = k, tad pienemsim, ka spéka ir

8 3 [a\K
5=5-35 ()
3. Pareja.Jan =k + 1, tad japierada, ka

S =5 =5 (5)

Figura P, rodas no figuras P,, kur figuras P, laukumam japievieno
regulari trijsturi katrai malai. Malu skaits ir 3 - 4% un trijsturu laukums
. 1

" 26

k
8 3 4
Seko Sy,q = Sk + 3 -4k z(kﬂ) =2-2. (_) +3 - 4k .

9
5 5 9

. _8 _ 3 (4\"
4. Secinajums. S, = 5 5 (9)

: : 8 3 [4\" 8
llInn_)Oo Sn — llmn_mo [E — E . (;) ] — E

1 —
32(k+1)
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UZDEVUMI:
1. Pieradit, ka n-stura ieks€jo lenku summa ir 180(n — 2)?, jan > 3.

2. Dots nogrieznis ar garumu 1, lineals un kompass. Uzkonstruét
nogriezni ar garumu +/n, ja n > 2.

3. Pieradit, ka jebkuru kvadratu 2 x 2,4 x4,8x8, ..., 2"x 2", no
kura izgriezts sturitis ar izméru 1 x 1, var sagriezt 3 rutinu
sturiSos, ka paradits attéla.




Paldies par uzmanibu!
Aija Cunska
aljac@lu.lv



