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Dalamibas pazimes
Dalamiba
1. definicija
Saka, ka vesels skaitlis m dalas ar veselu skaitli n (n # 0) un
pieraksta m : n, ja eksiste tads vesels skaitlis k, ka m = n - k.

Saka ari, ka skaitlis n ir skaitla m dalitajs.

Piemeram,

©9:3jo9=3-3.
© 142:71,jo 142 =71-2.
o 142 (—71), jo 142 = (—71) - (—2).

o (—35) i (=7), jo =35 = (—7)-5.
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Dalamibas pazimes
Dalisana ar atlikumu
2. definicija
Izdalit veselu skaitli m ar naturalu skaitli n ar atlikumu nozime
atrast tadus veselus skaitJus g un r, kuriem izpildas vienadiba

m=gq-n+r, turklat r=0,1,2,...,n— 1.
Ja r =0, tad saka, ka m dalas ar n bez atlikuma (jeb m dalas ar n).

@ 29 dalot ar 5, iegust dalijumu 5 un atlikumu 4, jo 29 =5-5+ 4.

@ —29 dalot ar 5, iegust dalijjumu —6 un atlikumu 1, jo
—29=(-6)-5+1.

@ —24 dalot ar 3, iegust dalijjumu —8 un atlikumu 0, jo
—24 =(-8)-3+0.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Kongruences jedziens
3. definicija
Doti veseli skait]i a un b un naturals skaitlis n > 2. Saka, ka skait)i

a un b ir kongruenti pec modula n un pieraksta a = b (mod n), ja
a un b, dalot tos ar n, dod vienadus atlikumus.

1. teorema

a= b (mod n) tad un tikai tad, ja starpiba a — b dalas ar n.

@ 3=5 (mod 2), jo 5 un 3 abi dod atlikumu 1, dalot ar 2;

@ 4= -2 (mod 3), jo 4 un —2 abi dod atlikumu 1, dalot ar 3;

@ —4 =87 (mod 7), jo —4 un 87 abi dod atlikumu 3, dalot ar 7.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

1. piemers
Vai sekojosas kongruences ir pareizas?

@ 3=7 (mod 4)?
Ja, jo gan 3, gan 7 dod atlikumu 3, dalot ar 4;

o3E7(mod3)?

Ne, jo 3 dod atlikumu 0, dalot ar 3, bet 7 dod atlikumu 1, dalot ar
3;

e 17 =73 (mod 14) ?
Ja, jo gan 17, gan 73 dod atlikumu 3, dalot ar 14;

e 44 =—15 (mod 7) ?

Ne, jo 44 dod atlikumu 2, dalot ar 7, bet —15 dod atlikumu 6, dalot
ar 7.

v
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Dalamiba ar 9

@ Apzimesim ar S(m) naturala skaitla m ciparu summu.

@ Labi zinama sada dalamibas pazime ar 9:

Skaitlis dalas ar 9 tad un tikai tad, ja ta ciparu summa dalas ar 9. J

@ Analogiska pazime dalamibai ar 3:

Skaitlis dalas ar 3 tad un tikai tad, ja ta ciparu summa dalas ar 3. )

@ 2013 dalas ar 3, jo S(2013) = 6 dalas ar 3;
@ 79136 nedalas ar 3, jo S(79136) = 26 nedalas ar 3.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Dalamibas pazimes ar 9 visparinajums

@ Ir speka visparigaks apgalvojums: skaitlis, dalot ar 9, dod tadu pasu
atlikumu, ka 31 skait)a ciparu summa, dalot ar 9.

@ Pierakstot to ar kongruencem, var formulet sadu teoremu:

2. teorema
Katram naturalam skaitlim m ir speka S(m) = m (mod 9). J

Kadus atlikumus dod Sie skaitli, dalot ar 97

@ 2013=2+0+1+3=6 (mod 9);
@ 6511522 =6+5+1+1+54+2+2=114+2+9=4 (mod 9).
@ 89803=8+9+8+0+3=(-1)+0+(-1)+3=1 (mod 9).
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Kapec 5ada teorema ir speka?
(NB! Sis nav teoremas pieradijums — tikai atsevisks piemérs!)

Izmanto faktu, ka 10 =1 (mod 9).
2. piemers

6511522 =7 (mod 9)

6511522 = 6000000 + 500000 + 10000 + 1000 + 500 + 20 + 2 =
=6-104+5-10°+1-10*+1-103+5-10°+2-10' +2 =

=6-1°4+5-1°+1-1*+1-1345.1°42. 11+ 2=

—6+5+1+1+5+2+2=22 (mod 9).
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Pamatjedzieni

3. pi

Dalamibas pazimes

No ta, ka m= S(m) (mod 9), izriet, ka m = S(m) (mod 3).

emers

Vai eksiste tads naturals skaitlis n, ka skaitla n? ciparu summa butu
20127

Atbilde: ng, neeksiste.
Pienem pretgjo, ka n ir tads naturals skaitlis, ka S(n?) = 2012.
Tad n? = S(n?) = 2012 = 2 (mod 3).

Tacu nevienam naturalam n nevar izpildities kongruence
n?> =2 (mod 3) - pretruna.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

1. uzdevums

Uz tafeles uzrakstits skaitlis, kas satur tikai ciparus 1, 2 un 3. Ar So
skaitli Jauts veikt sekojo3as darbibas:

@ patvaligi mainit uzrakstito ciparu kartibu;
@ ja skaitlis beidzas ar cipariem '12’, tos drikst nodzest;

@ ja skaitli pec kartas uzrakstiti cipari '21', tos drikst aizstat ar
'112233’;

@ ja skaitl pec kartas uzrakstiti cipari '223’, tos drikst aizstat ar '1’;
@ izsvitrot tris vienadus pec kartas uzrakstitus ciparus.

Vai, atkartojot 3adus gajienus, iespejams iegut skaitli 121, ja
sakotnegji ir uzrakstits skaitlis

QO 1122312112;
Q 12217
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

1. uzdevums
Ja sakotnegji ir uzrakstits 1122312112, tad iegut 121 ir iespejams,

piemeram,
1122312112

!
1111122223

!
1122223

!
11221

!
12112

!
121
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Pamatjedzieni
1. uzdevums

@ Ja sakotneji ir uzrakstits 1221, tad iegut 121 nav iespejams.

@ Veicot at]autos gajienus, skait]a ciparu summa mainas $adi:
@ mainot ciparu secibu — nemainas;
@ nodzesot '12' — samazinas par 3;
e '21' — 112233 — palielinas par 9;
e '223' — 'l’ — samazinas par 6;
@ izsvitrojot tris vienadus pec kartas uzrakstitus ciparus — samazinas

par 3, 6 vai 9.

@ Veicot at|autos gajienus, S(m) (mod 3) nemainas, kur m — uz
tafeles uzrakstitais skaitlis.

@ Sakotngji S(m) = S5(1221) =0 (mod 3), bet beigas prasits iegut
skaitli, kam S(m) = S$(121) =1 (mod 3).

@ Tatad nav iespejams no 1221 iegut 121.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

1. uzdevums

Sis piemérs ilustre kadu pieradijuma tehniku:

e Ja censamies pieradit, ka, izpildot noteiktas operacijas,
nevar iegut velamo rezultatu,

e var meginat lietot invariantu metodi: meginam atrast
tadu Tpasibu, kas

@ piemit sakuma dotajiem lielumiem;

@ ir invarianta, t.i., saglabajas, veicot pieJaujamas
operacijas;

© nepiemit tiem lielumiem, kas ir jaiegust
galarezultata.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

1. uzdevums

NB! Ja izveleta Tpasiba piemit ari galarezultata iegustamajiem
lielumiem, tas vel nenozime, ka 3os lielumus patiesam var
iegut!
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Dalamiba ar 11

Naturals skaitlis dalas ar 11 tad un tikai tad, ja skait|a to ciparu summa,
kas atrodas para pozicijas, minus ciparu summa, kas atrodas nepara
pozicijas, dalas ar 11.

@ "Para” un "nepara” pozicijas sak skaitit no labas puses uz kreiso,
t.i., vienu skaits — nepara pozicija, desmitu skaits — para pozicija,
simtu skaits — nepara pozicija utt.

Vai skaitlis 43725 dalas ar 117
@ 51(43725) =5+ 7 + 4 = 16 — ciparu summa nepara pozicijas;
@ 5,(43725) =2+ 3 =5 — ciparu summa para pozicijas.
@ Starpiba 16 — 5 = 11 dalas ar 11, tatad skaitlis 43725 dalas ar 11.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Dalamibas pazimes ar 11 visparinajums

@ Ir speka visparigaks apgalvojums: skaitlis m, dalot ar 11, dod tadu
pasu atlikumu ka starpiba S;(m) — Sy(m), dalot to ar 11.

@ Pierakstot to ar kongruencem, var formulet sadu teoremu:

3. teorema
Katram naturalam skaitlim m ir speka S;(m) — Sp(m) = m (mod 11). J

Kadus atlikumus dod 3ie skaitli, dalot ar 117

@ 2014=(4+0)—(1+2)=1 (mod 11);
® 6511522 = (2+5+1+6)—(2+1+5) =14—8=6 (mod 11);
@ 89803 =(8+8+3)—(9+0)=—-1=10 (mod 11).
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Kapec 5ada teorema ir speka?
Izmanto faktu, ka 10 = —1 (mod 11).
4. piemers

6511522 = ? (mod 11)

6511522 = 6000000 + 500000 + 10000 + 1000 + 500 + 20 + 2 =
=6-1004+5-10°+1-10*+1-103+5-10°+2-10' +2 =

=6 (-1)°+5- (-1 +1- (-1 +1-(-1)3+5-(-1)*+
+2.(-1)l+2=

=6-5+1—-1+5—-2+2=6 (mod 11).
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

2. uzdevums

Dots, ka n ir naturals skaitlis, kas dalas ar 99. Pieradiet, ka skait|a
n ciparu summa ir vismaz 18!

@ 99 =9-11. Izmantot dalamibas pazimes ar 9 un 11! Ko var pateikt
par S1(n) un S3(n)?

@ No ta, ka n dalas ar 11, seko, ka S;(n) — Sz(n) dalas ar 11.
@ No ta, ka n dalas ar 9, seko, ka S;(n) + S»(n) dalas ar 9.
o Japierada, ka Si(n) + Sz2(n) > 18.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

2. uzdevums

Ta ka S1(n) + S2(n) dalas ar 9, tad S1(n) + S2(n) var piepemt
vertibas 9, 18, 27, ...

Japierada, ka S;(n) + Sa2(n) # 9.

Ja S1(n) + S2(n) =9, tad |S1(n) — S2(n)] <9—-0=09.
Ta ka S1(n) — S2(n) dalas ar 11, tad S1(n) — S2(n) = 0.
@ Tacu tad Si(n) + Sz(n) ir para skaitlis — pretruna.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

5. piemers

@ Autobusu biletei ir seSciparu numurs no 000000 lidz 999999. Kadu
biJesu ir vairak: tadu, kuru numuru pirmo tris ciparu summa ir

vienada ar pedgjo tris ciparu summu, vai tadu, kuru numurs dalas ar
117

@ Atbilde: vairak ir biJesu, kuru numurs dalas ar 11.

@ leverosim, ka katrai biletei agasasazara;, kurai izpildas vienadiba
a; + a» + a3 = a4 + as + ag varam piekartot bileti aga;asarazas,
kuras numurs dalas ar 11 saskana ar dalamibas pazimi.

@ Dazadam biletem, kuru numuru pirmo tris ciparu summa ir vienada
ar pedejo tris ciparu summu, tiek piekartotas dazadas biletes, kuru
numurs dalas ar 11.

@ Bet ir vel tadas biletes, kuru numuri dalas ar 11, tacu tas netiek
iegutas 5ada veida, piemeram, bilete 605000. Tatad bilesu, kuru
numurs dalas ar 11, ir vairak.
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Pamatjadzieni
5. piemers
Sis piemers ilustre vél kadu pieradijuma tehniku:
e ja ir divas (galigas) kopas A un B
e un japierada, ka kopa B ir vairak elementu neka kopa A,
o tad pietiek uzradit tadu atbilstibu, lai

@ katram kopas A elementiem ir piekartots tiesi viens
kopas B elements;

@ dazadiem A elementiem piekartoti dazadi B
elementi,

© un ir vel tadi B elementi, kuriem nav piekartoti
kopas A elementi.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

5. piemers

A B

@ Kopa A — biletes, kuru numuru pirmo tris ciparu summa sakrit ar
pedejo tris ciparu summu; kopa B — biletes, kuru numuri dalas ar 11.

@ Katrai biletei agasagazarar, kuru numuru pirmo tris ciparu summa
sakrit ar pedejo tris ciparu summu (no kopas A), piekartota bijete
aga1a5aa4a3, kuras numurs dalas ar 11 (no kopas B).

@ Dazadam biJetem no A ir piekartotas dazadas biletes no kopas B.

@ Kopa B ir vel tadas biletes, kuram nav piekartota neviena bilete no
A (piemeram, 605000).
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

Dalamiba ar 7

@ Pienemsim, ka dots (liels) naturals skaitlis n un ir janoskaidro, vai
tas dalas ar 7.

@ Sadalisim n decimalo pierakstu blokos pa trim cipariem, piemeram,
ja n =62105998913, tad

62105998913 = 062 105 998 913 .
— ==~

@ Apzimésim ar N(n) bloku nepara pozicijas summu; ar P(n) apzZimé
bloku para poZzicijas summu (skaitot no labas puses uz kreiso).
Piemara: N(n) = 913 + 105 = 1018; P(n) = 998 + 62 = 1060.

Skaitlis n dalas ar 7 tad un tikai tad, ja starpiba N(n) — P(n) dalas ar 7. J

@ Saja gadijuma N(n) — P(n) = 1018 — 1060 = —42 dalas ar 7, tatad
art n dalas ar 7.
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Pamatjedzieni
Dalamiba ar 13

Skaitlis n dalas ar 13 tad un tikai tad, ja starpiba N(n) — P(n)
dalas ar 13. J

Skaitlis n dalas ar 11 tad un tikai tad, ja starpiba N(n) — P(n)
dalas ar 11. J

@ Saja pieméra N(n) — P(n) = 1018 — 1060 = —42 nedalas ar 13, ne
11, tatad art n dalas ne ar 13, ne 11.
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Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

4. teorema

Katram naturalam skaitlim n ir speka kongruences
N(n) — P(n) = n (mod 7);

N(n) — P(n) = n (mod 13);
N(n) — P(n) = n (mod 11).

@ 62105998913 = 1018 — 1060 = —42 = —42+4-13 = 10 (mod 13);
@ 62105998913 = 1018 — 1060 = —42 = —42 + 4 - 11 = 2 (mod 11)

y
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Pamatjadzieni
Kapec sada teorema ir speka?
Izmanto faktu, ka 1001 = 7 - 13- 11, tapec
103 =1000= —1 (mod 7).

6. piemers

62105998913 = ? (mod 7)

62105998913 = 62000000000 4 105000000 + 998000 + 913 =
= 62-10° + 105 - 10° 4998 - 10° + 913 =
=62 (10%)3 + 105 - (10%)2 + 998 - 10° + 913 =

=62-(—1)>+105-(—1)> 4998 - (—1) + 913 =

= —62 + 105 — 998 + 913 = —1060 + 1018 = —42 = 0 (mod 7).

20 / 33



Pamatjedzieni Dalamibas pazimes

3. uzdevums

Vai skaitlis
111000111000...111000111

72 vieninieki

ir kada naturala skaitJa kubs?

@ Izmantot dalamibas pazimi ar 7! Kadi ir N(n) un P(n)?
o N(n)=111-24, P(n) = 0;
@ n=N(n)—P(n)=111-24-0=41-3=(-1)-3=4 (mod 7);

@ Veselu skaitJu kubi nevar pienemt vertibu 4 pec moduja 7.

30 / 33



Pamatjedzieni
Un velreiz par dalisanos ar 11

@ Pienemsim, ka dots naturals skaitlis n, un ir janoskaidro, vai tas
dalas ar 11.

@ Sadalisim n decimalo pierakstu blokos pa diviem cipariem,
piemeram, ja n = 62105998913, tad

62105998913 = 06 21 05 99 89 13 .
=

@ Apzimesim ar A(n) visu bloku summu.

o Skaitlis n dalas ar 11 tad un tikai tad, ja A(n) dalas ar 11. J

o Katram naturalam skaitlim n ir speka kongruence A(n) = n (mod 11).

@ Saja piemera
A(nN)=6+21454+99+89+13=6—-14+54+0+1+2=2 (mod 11),
tatad ari n =2 (mod 11).
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Pamatjadzieni
Kapec sada teorema ir speka?
Izmanto faktu, ka 99 = 9 - 11, tapec
102=100=1 (mod 11).

7. piemers

62105998913 = ? (mod 11)

62105998913 =
—6-10°+21-108+5-10°+99-10* + 89 -10° + 13 =
=6-(10%)° +21-(10%)* +5-(10%)3 + 99 - (10%)> +-89-10° + 13 =

=6-1°+21-1*+5-134+99.12+89-1+13=

=6+21+5+99+89+13=2 (mod 11).
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Paldies par uzmanibu!
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