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Termins ”frakt	alis” ir radies no lat	��nu valodas: darb	�bas v	arda
′frangere′ � lauzt un 	�pa²	�bas v	arda ′fractus′ � dal�veida, neregul	ars.
�o terminu izveidoja 1975.gad	a Benu	a Mandelbrots (Benoit Mandel-

brot), kur² tad ar	� tiek uzskat	�ts par frakt	al	as �geometrijas pamatlic	eju.

1.z	�m. Benoit B. Mandelbrot, 20.11.1924. � 14.10.2010.
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Liel	a terminu v	ardn	�ca, http://www.termini.lv :
Frakt	alis � att	el	a ietverta �geometriska �g	ura (kont	ura), kas prec	�zi
saglab	a savu apveidu neatkar	�gi no t	a, k	a tiek palielin	ats vai samazin	ats
pats att	els (piem., krasta l	�nija, m	akonis, koks, u.c.).

B.Mandelbrota def.,
http://astronomy.swin.edu.au/ pbourke/fractals/fracintro:
Frakt	alis ir neregul	ara vai sadrumstalota forma, kuru var sadal	�t
maz	ak	as dal�	as t	a, ka jaunieg	ut	as dal�as ir s	akotn	ej	as formas samazin	ata
izm	era kopijas.

Form	ala matem	atiska def.:
Frakt	alis ir punktu kopa, kuras frakt	al	a dimensija ir liel	aka par t	as
topolo�gisko dimensiju.
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Parasti ar j	edzienu ”frakt	alis” saprot t	adu kopu F , kurai piem	�t
vair	akas speci�skas 	�pa²	�bas:

⋆ kopa F ir ar smalku strukt	uru, t.i., t	a satur dal�as patval�	�gi
maz	a m	erog	a; jo vair	ak att	els tiek palielin	ats, jo prec	�z	ak redzama
t	a strukt	ura;

⋆ F ir p	ar	ak neregul	ara, lai to var	etu apskat	�t tradicion	al	as �geometrijas
valod	a gan glob	ali, gan lok	ali;

⋆ bieºi kopai F ir k	ada no pa²l	�dz	�bas form	am (stingra, dal�	eja vai
statistiska);

⋆ bieºi vien kopa F tiek de�n	eta vienk	ar²	a veid	a (piem	eram, rekurs	�vi).
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Frakt	al�us iedala div	as liel	as grup	as: determin	etie frakt	al�i (deter-
ministic fractals) un gad	�juma frakt	al�i (random fractals).

Determin	etie frakt	al�i tiek veidoti, izmantojot matem	atiskas kons-
trukcijas. B	ut	�b	a tie ir iter	aciju (rekurs	�va algoritma) rezult	ats.

Determin	etie frakt	al�i ir Kantora kopa, Koha l	�kne, Serpinska tr	�sst	uris
un pakl	ajs, ar	� Mandelbrota kopa un Dº	ulija kopas, u.c.

2.z	�m. Mandelbrota kopa un viena no Dº	ulija kop	am
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Gad	�juma frakt	al�iem ir daudz liel	aka praktiska noz	�me nek	a
determin	etajiem. Gad	�juma frakt	al�i bieºi tiek model	eti un p	ec tam
analiz	eti t	ad	as nozar	es k	a k�	�mija, �zika, biolo�gija. B	utiska gad	�juma
frakt	al�u iez	�me ir t	a, ka frakt	al�a veido²an	as proces	a ir iesaist	�ts ne-
jau²	�bas moments. L	�dz ar to viena un t	a pa²a procesa rezult	at	a var
tikt ieg	uti at²k�ir	�gi frakt	al�i.

Gad	�juma frakt	al�i pamat	a ir dabas frakt	al�i, t	adi k	a papardes lapa,
zibens ²autra, krasta l	�nija, kalnu kont	uras, asinsvadu sist	ema, bronhu
sazarojums, u.c.
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KLASISKIE DETERMIN	ETIE FRAKT	AL�I

Klasisk	a Kantora kopa jeb Kantora putekl�i nosaukta Georga
Kantora v	ard	a, kur² ²o kopu aprakst	�jis 1883.gad	a.

3. z	�m. Kantora kopas konstrukcija

C0

C1

C2

C3

C4
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Form	ali par frakt	ali var saukt tikai t	adu objektu, kuram iter	acijas
ir izpild	�tas bezgal	�gi daudzas reizes. Fig	uras, kuras veidojas iter	aciju
laik	a, d	ev	e par pirmsfrakt	al�iem lielum	a k, kur k nor	ada izpild	�to
iter	aciju skaitu. Redzes iz²k�irtsp	ejas d	el� p	ec zin	ama skaita iter	acijas
sol�iem ieg	utais pirmsfrakt	al�a att	els jau sakrit	�s ar 	�st	a frakt	al�a att	elu.

Izmesto interv	alu garumu summa ir:
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Vaclavs Serpinskis (Waclaw Sierpinski) (1882-1969): s	akum	a ir
dots regul	ars tr	�sst	uris ar 1 vien	�bu garu malu. Savienojot visu malu
viduspunktus, ieg	usim regul	aru tr	�sst	uri, kuru izgrieºam 	ar	a no s	akotn	ej	a
tr	�sst	ura. Paliek tr	�s maz	aki tr	�sst	uri, kuru malu garumi ir 1

2 vien	�bas.
N	ako²aj	a sol	� atk	artojam ²o proced	uru ar katru no trim tr	�sst	uriem,
rezult	at	a ieg	usim 9 regul	arus tr	�sst	urus ar malas garumu

(
1
2

)2
. Turpinot

²o proced	uru, n-taj	a sol	� m	es ieg	usim 3n regul	arus tr	�sst	urus, kuru
malas garums ir

(
1
2

)n
. Ja piel�aujam, ka proced	uru var atk	artot bez-

gal	�gi daudzas reizes, tad k	a robeºgad	�jumu ieg	usi Serpinska tr	�sst	uri.
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4.z	�m. Serpinska tr	�sst	ura pirm	as 6 iter	acijas
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Serpinska tr	�sst	uri var izveidot ar	�, ja k	a s	akumkopu izv	elas kvadr	atu.

5.z	�m. Serpinska tr	�sst	uris ar s	akumkopu kvadr	ats
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Serpinskis klasisko frakt	al�u galerijai ir pievienojis v	el vienu ob-
jektu � Serpinska pakl	aju (Sierpinski Carpet). �aj	a gad	�jum	a
0.solis ir kvadr	ats plakn	e. Tas tiek sadal	�ts 9 mazos kvadr	ati�nos, no
kuriem vid	ejo iz�nem 	ar	a. Process tiek atk	artots bezgal	�gi daudzas
reizes.

6.z	�m. Serpinska pakl	aja pirm	as 4 iter	acijas
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Mengera s	uklis (Menger Sponge), t	a autors ir Karls Mengers
(Karl Menger), 1926.gads.

7.z	�m. Mengera s	ukl�a pirm	as 3 iter	acijas
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Koha l	�kne (Koch Curve). Zviedru matem	atik�is Helge fon Kohs
(Helge von Koch) to izveidoja 1904.gad	a.

8.z	�m. Koha l	�knes veido²ana (pirmie £etri sol�i)
Koha l	�knei piem	�t viena svar	�ga 	�pa²	�ba � t	a ir bezgal	�gi gara.
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Savietojot kop	a 3 Koha l	�knes, ieg	ust nosl	egtu l	�kni, kuru sauc
par Koha sniegp	arsli�nu (Koch Snow�ake). Interesants ir fakts, ka
sniegp	arsli�na ac	�mredzami ierobeºo gal	�gu laukumu, bet t	as perimetrs
ir bezgal	�gi liels.

9.z	�m. Koha sniegp	arsli�na
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Pitagora koks (Pythagorean tree), 1957.gads, t	a autors ir v	acu
matem	atik�is A.E.Bosmans (Bosman) (1891-1961).

10.z	�m. Pitagora koka konstrukcija
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Dimensija

Samazinot divas reizes nogrieº�na garumu, ieg	usim divas t	a samazin	atas
kopijas; ja samazin	asim s	akotn	ej	a nogrieº�na garumu tr	�s reizes, ieg	usim
tr	�s kopijas. Savuk	art kvadr	at	a ietilpst £etras kopijas, kuru malas
garums ir divreiz maz	aks k	a s	akotn	ej	a kvadr	ata malas garums; ja
kopijas malas garums tr	�sreiz maz	aks � b	us 9 kopijas. L	�dz	�gi varam
apl	ukot kubu, tan	� ietilpst 8 kopijas ar divreiz maz	ak	am mal	am un 27
kopijas ar tr	�sreiz maz	ak	am mal	am.
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11.z	�m. N � kopiju skaits, r � m	erogo²anas konstante
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Apz	�m	esim ar N kopiju skaitu un ar r skaitli, kas r	ada, cik reizes
samazin	ata �g	ura (skat	�t 11.z	�m	ejumu), tad ieg	utos rezult	atus varam
apkopot tabul	a:

�g	ura dimensija r N
nogrieznis 1 2 2 = 21

nogrieznis 1 3 3 = 31

kvadr	ats 2 2 4 = 22

kvadr	ats 2 3 9 = 32

kubs 3 2 8 = 23

kubs 3 3 27 = 33
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Tabula atspogul�o sakar	�bu starp �g	uras kopiju skaitu samazin	ataj	a
m	erog	a un t	as dimensiju: kopiju skaits ir vien	ads ar m	erogo²anas
konstanti k	apin	atu dimensijas pak	ap	e D, t.i.,

N = rD.

No ²	�s formulas var izr	ek�in	at dimensiju D, ja zin	am kopiju skaitu N
un m	erogo²anas konstanti r:

D =
lnN

ln r
. (∗)

K	a redzams, ²	� dimensijas noteik²anas formula (*) atrod dimensiju
nogrieznim, kvadr	atam, kubam.

Ar formulas (*) pal	�dz	�bu atrasto lielumu sauc par kopas frakt	alo
dimensiju (saka ar	� � l	�dz	�bas dimensija) (fractal dimension or simi-

larity dimension). J	edziens par frakt	alo dimensiju pirmo reizi par	ad	�jies
jau 1919.gad	a F.Hausdorfa darb	a, tom	er tikai Mandelbrots apvienoja
²	�s idejas un uzs	aka sistem	atisku frakt	al�u p	et	�²anu. J	edzienu par
frakt	alo dimensiju Mandelbrots izveidoja 1977.gad	a.
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Frakt	al	as dimensijas apr	ek�in	a²ana

1. Kantora kopa - taisnes apak²kopa

C0

C1

Frakt	al	a dimensija Kantora kopai D = ln 2
ln 3 ≈ 0, 63.

2. Plaknes frakt	alis

Kvadr	ata malas garums ir samazin	ajies 3 reizes (m	erogo²anas kon-
stante) un 1.iter	acij	a ir 4 kvadr	ata kopijas, t	ap	ec D = ln 4

ln 3 ≈ 1, 26.
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PALDIES PAR UZMAN	IBU!


