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Varbuftibu teorija

Lot daudzu procesu un paradibu izndkumu
nevar ieprieks precizi paredzet.

Varbutibu teorija ir matematikas nozare, kas peta
gadijuma rakstura paradibu un procesu
vispargas 1pasioas.




Galvenie jedzieni

» Eksperiments ir darbiba, kuras iznakums ieprieks
precizi nav zindmes.

Metama kaulina mesana, monetas mesana

» Notikums ir jebbkurs fakts, kas eksperimenta rezultatd
vai Nu realizéjas, vai ne.

A- notikums, ka uz labu laimi izvilkta karts bus dama

» [znakumu kopa Q ir kopa, kuras elementi ir visi
lespejamie notikumi.

Metot monétu ir divi iznakumi, tapec

) = {cipars uz augsu; gérbonis uz augsu} ={C,G}



Statistiska varbutibao

®»Pg vienam vai pa pariem atrodiet kadu
tekstu latviesu valoda, kurd butu vismaz 100
simboli.

®|zskaitiet, cik reizes pirmajos simts simbolos ir
sastopams burts ‘a’ un cik reizes ir
sastopams burts ‘I’.




» | U_WIFI lietotajvards wian02
» | U_WIFI parole NMS2017

Atbildes jaiesniedz aptauja, kuru var atrast
®» Nitps://goo.gl/forms/plAIPWGalGXoiMnND2 vai ar

®» Nnitps.//www.tacebook.com/neklatienesskola
apa

» [zmantojot QR kodu



https://goo.gl/forms/pIAiPWGglGXoiMnD2
https://www.facebook.com/neklatienesskola

Relafivails biezums

Ja k neatkarigos mégindjumos notikums A4 iestdjas m reizes,
tad m sauc par notikuma A absoluto biezumu, bet

attiecibu W(4) = % par notikuma A relativo biezumu. To var
zskafit par notikuma A varbutioas aptuveno vertibu.

Burta ‘a’ relafivais biezums latviesu valoda ir W(a) = 0,111,

beft burta ‘I’ relativais biezums ir W (i) = 0,093, fatad
varbutiba, ka uz labu laimi izvelets burts no dota fteksta bus
‘a’iro, 1.



Francija, 17. gs. vidus

Modé esosds azartspéles kluva arvien sarezgitakas,
tapec radas vajadziba pec metodes, ka noteikt, kadas ir
Izredzes uzvaret.

Labi zindms spélmanis Chevalier de Méré izvirzija
problemu

Vai varbutiba ar metamo kaulinu cefrreiz metot uzmest
vienu sesinieku Ir tik pat liela, cik varbufiba, 24 reizes
metot divus mefamaos kaulinus, vismaz vienreiz uzmest
abus sesiniekuse

Vinaprat, iespeja uzmest divus sesiniekus ir par 1/6
mazaka nekd uzmest vienu sesinieku, tapec lai uzmestu
divus sesiniekus j[amet sesas reizes vairak reizu.




Klasiska varbutibu aprekinasanas formulo

De Mere so problemu [udza atrisinat savam drauga Blezam
Paskalam. Paskals saka par sim problemam diskutéet ar savu
draugu Pjéru Ferma. Sis diskusijas rezultatd radas klasiskd
varbufibu aprekindsanas formula:

M

kur N Ir visi iespejamie iznakumi un M ir notikumam A
labveligie iznakumi.



Svarigi

m0)<P)<1

» \aram izmantot fikai tad, kad visi iespejamie
iznakumi ir vienadi iespejamil




Monéetas mesana

®» Met monéetu. Kada varbufiba uzmest ciparue

» Parbaudisim to praktiski?
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Notikumu velidi

= / ir pilnigi dross notikums, ja tas iestajas katra
méegindjuma. Cik ir P(A4)?
Metot metamo kaulinu, uzmest pozitivu skaitli

r @ apzime neiespejamu notikumu. Cik ir P(@)¢
etot metamo kaulinu, uzmest skaitl septini

» Par notikuma 4 pretéjo notikumu sauc notikumu 4, kas
lestqjas fikai tad, ja notikums A neiestqjas.

A ir notikums uzmest para skaitli. Pretéjais notikums A ir
uzmest nepara skaitli.

» /indma notikuma A4 varbUtiba. Kada ir A varbutiba?



» Notikumus sauc par nesavienojamiem, ja katru
reizi var iestaties tikai viens no tiem.

Metot spéelu kaulinu, uzmest skaitlus 1 un 6 reizé ir
neiespejami.
®» /O viena notikuma iestasanads neizsledz cita

notikuma iestasanos tajd pasd izmegindjuma,
tad notikumi ir savienojumi.

Metot divus spélu kaulinus, 3 punkfu uzmesana uz
viena no tiem neizsledz 3 punkfu uzmesanu uz oftra.
Tatad notikumi ir savienojami.




» Dijvus notikumus sauc par neatkarigiem, |0 viena
notikuma istenosanads neietekme otra notikuma

IStenosanos.
Divas reizes met mefamo kaulinu. Otra metiena
rezultats nekadi nav atkarigs no pirma metiena
rezultata.




Darbibas ar nofikumiem

» Pqar divu notikumu A un B apvienojumu saucC
notikumu, kurs realizejas tad un fikai tad, ja
lestajas vismaz viens no notikumiem A vai B. To
apzime ar A U B.

» Par divu notikumu A un B skélumu sauc
notikumu, kurs realizejas tad un fikai tad, ja
lestajas vismaz viens no notikumiem A vai B. To
apzime ar A N B.




Permutacijas

Lai aprekindtu, cik dazados veidos var parkartot
kopas elementus, izmanto permutacijas.
P, =n!

Arn! apzime visu naturalo skaitlu
no 1 idznreizingjumu jebn!=1:2----n

Piecus skolenus noseédinat rinda var
Pc=5!=1-2-3-4-5=120 veidos.



Variacijas

Lail aprekinatu, cik dazadas sakariotas izlases
ar apjomi k var iegut no kopas ar apjomu n,
izmanto variacijas.

Ar

n!
- (n—k)!
No deviniem skoleniem dezurantu un vind
paligu var izveleties
2 o] - 9_! ~ 1:2+---7-8:9

L = = Z = =8-:9 =72 veidos
(9-2)! 7! 1:2+---7




Kombinacijas

Lai aprekinatu, cik dazadas nesakartotas
izlases ar apjomu k var iegut no kopas ar
apjomu n izmanto kombinacijas.

n!
Cr =
k!-(n—k)!
No deviniem skoleniem divus dezurantus var
izveleties
9! 9! 8-9 .
7 = = — =— =36 veidos

2 721 (9=2) 2171 1.2




Uzdevumi

1. Aploksne ir piecas vienadas karfites ar numuriem
no 1 idz 5. Uz labu laimi karfites pa vienai izvelk
no aploksnes. Noteikt varbutibu, ka rezultata
arfites tiks izvilktas augosa seciba.

2. Rudis no 15 jautgjumiem ir iemacijies 12. Zinames,
ka kontroldarba tiks ieklauti divi no siem 15
jautaumiem. Kada varbutiba, ka Rudis zinAs
atbildi uz abiem jautgjumiem?



Ipasibas

» Ja notikumi ir savienojami, tad
P(AuB) =P(A) + P(B) — P(ANnB).

®» O nofikumi Ir nesavienojami, tad

P(ANnB)=0un P(AUB) =P(A) + P(B).

» Ja divi notikumi ir neatkarigi, tfad
P(ANB) = P(A) - P(B).




Piemers
» A —notikums, ka ASV prezidentam bija barda.
7

P(A) = 5

®» B — notikums, ka ASV prezidents nomiris
prezidenturas laika.

8

Sagaidam, ka Sie abi notikumi ir sava starpa
neatkarigi, tapec varbutiba, ka ASV prezidents
bija ar bardu un nomiris prezidenturas laika ir

8 56

7




Varbutiba, ka ASV prezidents bija ar bardu un
nomira prezidenturas laika ir

8 56
P(A):-P(B) = 4—5 75 = 30,5 ~ 0,028
Tatad, sagaidam, ka 0,028 - 45 = 1,35 prezident
OUS bijusi ar bardu un nomirusi prezidenturas laika.

Isteniba tadi ir bijusi ties dIVI Abrahams Linkolns un
Dzeimss Garfilds.




Chevalier de Méré uzdevums

Vai varbutiba ar metamo kaulinu cetrreiz metot
uzmest vienu sesinieku Ir tik pat liela, cik
varbutiba, 24 reizes mefot divus metamos
kaulinus, vismaz vienreiz uzmest divus sesiniekuse

1. Kada ir varbufiba cetrreiz metot uzmest vismaz
vienu sesinieku@¢

2. Kada ir varbutiba 24 reizes metot divus metamos
kaulinus, uzmest vismaz vienreiz divus sesiniekuse




1. Kada ir varbutiba cetrreiz metot uzmest
VIS Az vienu sesinieku@

Varbutfiba viena metiend nevienu reizi
vo o . 5 x .
neuzmest sesinieku Ir - Ceftras reizes metot,

varbufiba neuzmest ne reizi sesinieku ir

5 5 5 &
——————— ~ 0,48.
6 6 6 6

Preteja notikuma- uzmest vismaz vienu reizi
sesinieku ir1 — 0,48 = 0,52.




Kada ir varbutiba 24 reizes metot divus metamaos
kaulinus, uzmest vismaz vienreiz divus sesiniekuse

Varbutiba vienda metiend nevienu reizi neuzmest

—e . 35
sesinieku Ir —.

36
24 reizes metot, varbutiba neuzmest ne reizi
24

—e . . 35
sesinieku Ir (g) ~ (0,51.
Preteja notikuma- uzmest vismaz vienu reizi divus
seSiniekusir1 — 0,51 = 0,49.

Tatad varbufibas nav vienadas!



Geometriska varbutiba

Pienemsim, ka plakne dotas figuras G un g, pie kam,
figura G letver sevi figuru g. Uz labu laimi izvelas punktu
no figuras G. Varbutiba, ka izveletais punkts piederes
art figurai g, ir
5(9)
P(A) = S0
kur S(A) Ir figuras A laukumes.

Lidzigi geometrisko varbUfibu var aprékindt telpiskiem
kermeniem, salidzinot kermenu tilpumus, ka ari
nogriezniem, salidzinot to garumus.



Satiksanas

Anna un Maris horunaja satikties noteikta
vieta no plkst. 12:00 lidz 13:00. Katrs no
viniem, atnakot uz satiksanos, gaida otru 10
minutes (fikai ldz 13:00) un pec tam iet
prom. Kada ir varbutiba, ka safiksanas
notiks, ja Anna un Maris ierasanas laiku
izvelas uz labu laimi?




60

Apzimesim notikumu, ka Anna
un Maris satiksies, ar A.
Koordinatu sisteéma uz x ass
attelosim Annas, bet uz y ass *
attelosim Mara ierasanads laiku.,  *

. T _ 101
Ja Anna ierodas x minutes pec D

50 1

40 1

X,

ulksten 12:00, bet Mdaris ierodas © ™© 2 % 4 s e
y minutes pec pulksten 12:00,
fad0<x<60un0<y<60.

Geometriski SI nevienadibu

sisfema nosaka grafika redzamo

kvadratfu.



Labveligo iznakumu kopu jeb
notikumu, ka Anna un Maris
satiksies, nosaka nevienadiba
|lx — y| < 10, kas atbilst
lekrasotajai dalai grafika.
Visa kvadrata laukums ir

60 - 60 = 3600, bet iekrasotas
figuras Iaukums Ir

3600—2---50-50 =1100,

tApEC P(A) — ng ~ 0,306.
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25440 040 19100 000 €

Uzkrajuma prognoze Sonedél.

» Spéles kvifl jaatzimé 5 no 50 » Spéles kvifl jaatzimé 6 no 48
skaitiemun 2 no 10 skaitliem.

giefellles celilisin: ®» |zlozes sakuma tiek izlozets

» Galveno laimestu iegust, jair laimigais skaitlis. Galveno
atmineti pareizi 5 skaitli un abi laimestu iegust, ja ir atmineti
papildskaitli. pareizi visi 6 skaitli un kads no

= Viena varianta cena 2.00€ tiem ir laimigais skaiftlis.

» Viena varianta cena 0.60€
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FIROJACKPOT 6| 7] 8]o ][0
11\ 13( 14 15

1617 D€ 19] 20

Visi iesp&jamie veidi, ka var izlozét 5 no 50 21212 X2
¢ 27)| 28] 29 30

skaitliem ir €3, = —— = 2118760, un 2 no  [31)32)/33)34] 35
. 36| 38][39] 40

10 var izvéléties €2, = — = 45. Tatad 41)]42)143]144] 45
ZARE: 46| 47| 48] 49] 50

kopejais variantu skaits ir 95344200 un

varbUfiba uzminét visus septinus skaitlus ir L2 );( nd I

6| 71 8|10
0,0000000101. T——

Papildskait]i




uzminet visus sesus skaitlus ir 0,000000081.

. . — . — . e . 6 1
skaitlis sakritis ar izlozetajiem sesiem ir s

Tapec varbutiba uzvaret ir 0,0000000101.

arbuftibq, ka izlozes sakuma izveletais laimigais

X 21X 4] 6] 7
\/lKlNG LOTTO S| 9110) 11 12| 13|14
15| 16(| 17) 18| 19| 20| 21
Visi iespejamie veidi, ka var izveleties  [2]2]24 2526 27] 28
o . 29][30]/31]32)| 33,34/ 35
6 NO 48 skaitliem Ir SHE ERAE
48! . - E SRS
Cis = o = 12'271'512, tGpéc varbifibo




Dzimsanas dienu problemao

1.

Cik lielam jabut skolenu skaitam klase, lai
varbutiba, ka vismaz diviem skoleniem
sakrit dzimsanas dienas butu vismaz 50%¢

. Cik liela varbuftiba, ka vismaz diviem saja

telpa esosqajiem skoleniem sakritis
dzimsanas dienae



1. Varbutiba, ka diviem cilvekiem nesakrifis dzimsanas
dienas ir% ~ 0,997

Varbutiba, ka 1ns cilvekiem nesakrifis dzimsanas dienas ir

365 364
: ~ (0,991
366 366

Varbutiba, ka 10 cilvekiem nesakritis dzimsanas dienas ir

365 364 363 355

e 22 % 0,833
366 366 366 366

Ja telpad ir 23 cilveki, varbutiba, ka dzimsanas dienas
nesakritls, ir 0,494, tapec varbutiba, ka diviem cilvekiem
dzimsanas dienas sakrifis, ir 1 — 0,494 = 0,506.




Efrona kaulini
Kadam krodzina saimniekam ir neparasti cetri metamie

kaulini.
A B C D
4 3 2 1
01410 31313 6l2]6 5115
4 3 2 1
4 3 2 5
Katru krodzina apmekletaju saimnieks uzaicina uzspelet ar

vinu kaulinus ar sadiem noteikumiem. Vispirms apmekletaqjs
izvelas jebkuru no Cetriem kauliniem. Pec tam saimnieks
izvelas vienu no atlikusajiem kauliniem. Tad abi met katrs
savu kaulinu. Tas, uz kura kaulina uzknt lielaks skaitlis, uzvar.
Saimnieks regulari divas reizes biezak uzvar neka zaude. Ka
tas var bute



Ja apmekletqjs izvelas kaulinu A, tad krodzinieks
izvelesies kaulinu D.

D uzvar,
® | uz D uzkrt 5
= ja uz D uzknt skaitlis T, bet uz A uzkrt skaitlis O.

Tatad varbutiba, ka kaulins D uzvares kaulinu A, ir
1 1 1 4 2

PO >A)=3%336 % A

Tatad lielakas izredzes uzvaret ir

krodziniekam.

<

S I =

Nl |= |-




Apmekletajam sak skist, ka kaulins D ir stiprakais,
tapec vins izvelas to. Tacu tad krodzinieks izvelas
kaulinu C.

C uzvar,
=0 Uz C uzknt sesi
= ja Uz C uzknt 2, bet uz D uzknt 1.

Tatad varbutibag, I<o kaulins € vzvares kaulinu D, ir
4

2 —
P(C>D)——+E g g—g.TCITCid D

lielakas izredzes uzvaret

o . . 1

ir krodziniekam. 51105 < 5
1
5

(S I S I N I L




Soreiz apmeklétdjs izvélas kaulinu €, un
krodzinieks izvelas kaulinu B. Kaulins B uzvares, ja
uz kaulina € uzkritis skaitlis 2, tapec

2

P(B>C):%=§.

Tatad, ar soreiz lielakas izredzes uzvaret
saimniekam.

C B
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Apmekletaja pedeja cerba ir kaulins B, tfacu tad
krodzinieks izvelas kaulinu A. Kaulins A uzvares, jo
uz ta uzkritis Ceftrinieks, tatad

P(A>B)=§= |

wlw|w|w
S I = =




Tatad, lai kadu kaulinu
izveletos apmekletq;s,
saimnieks vienmer vares
izveleties metamo kaulinu,
ar kuru uzvaret ir lielaka

- varputiba.

Apskatito kaulinu sistemu
atklajis amerikanu
matematikis B.Efrons, tapec
sadu kaulinu sistemu sauc
par Efrona kauliniem.

Bl
Wl |w|w
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Paldies par uzmanibu!




