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Pasaulé nekas nenotiek ta, ka taja nevarétu
saskatit kadu maksimuma vai minimuma principu.

Saturs L. Eilers
Kas ir ekstrems? Tests
Senie uzdevumi Definicijas

Kvadratfunkcija, tas lietojumi

Komentari par ekstrému uzdevumiem (EU) un atbilstoS$ajiem
jedzieniem skolas, augstskolu macibu gramatas.

Daudzos macibu lidzeklos atrodamas novecojusas,
nekorektas, pavirsas val pat kltidainas definicijas.

Maksimums, minimums, ekstréms,
maksimuma punkts, minimuma punkts, ekstréma punkts,
Lokalie un globalie ekstremi, optimals, optimizacija.

Funkcijas vislielaka, vismazaka vertiba.



Senakie ekstréemu uzdevumi
Eiklida uzdevums (365 -300; 325 -265; 315 —255) p.m.¢.

Trijstiri ABC ievilkt paralelogramu ADEF,
EF || AB, DE || AC, kuram ir vislielakais laukums.

A D B
Val svarigs paralelitates nosacijums? /é\

C




Senakie ekstréemu uzdevumi

V. Tihomirovs [T, 30] norada, ka Eiklida slavenajos “Elementos” ir tikai
viens ckstremu uzdevums (par paralelograma ar vislielako laukumu
izgrieSanu N0 dota trystura; 6. gramata). Savukart “Enciklopédiskaja
vardnica” [EV, 55] mingts v&l viens ekstremu uzdevums, kur§ atrodams
taja pasa Eiklida elementu 6. gramata un kurS esot visvienkarsakais un,
jadoma, arT visvecakais ekstremu uzdevums, proti, kadam taisnsttrim ar
uzdotu perimetru iIr vislielakais laukums.

Cibulis A., Ekstrému uzdevumi, 1. dala, 2. izdevums, Riga, 2007.

[T] Tuxomupos B. M. Paccka3bl 0 MAaKCHMyMax i MUHUMYMax,
Mockaa, Hayka,1986, 190 c¢; Mocksa, MITHMO, 2006, 202 c.
Tikhomirov V. M., Stories About Maxima and Minima,
American Mathematical Society, 1991, pp. 200.



Zenodora uzdevums n-sturim
(200 — 140) p.m.&.

Atrast n-sturi ar vislielako laukumu, ja dots ta perimetrs.

Zenodorus is known for authoring the treatise On isometric figures,
now lost. The most important propositions proved by him are that,
Z1. Of all regular polygons of equal perimeter, that is the greatest
In area which has the most angles.

Z?2. Acircle is greater than any regular polygon of equal contour.
Z3. Of all polygons of the same number of sides and equal
perimeter the equilateral and equiangular polygon Is the greatest in
area.

Z4. Of all solid figures the surfaces of which are equal, the sphere

IS the greatest in solid content.
https://en.wikipedia.org/wiki/Zenodorus_(mathematician)


https://en.wikipedia.org/wiki/Zenodorus_(mathematician)
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Didonas uzdevums

Dido's Problem

Dido was the legendary founder of Carthage
(Tunisia). When she arrived in 814BC on the
coast of Tunisia, she asked for a piece of land.
Her request was satisfied provided that the land
could be encompassed by an ox-hide. With a
remarkable mathematical intuition, she cut the
ox-hide into a long thin strip and used it to
encircle the land. This land became Carthage
and Dido became the Queen.

What is the closed curve which has the
maximum area for a given perimeter?

Dido’s problem is an example of what is
called an isoperimetric problem.



Hérona uzdevums
Heron (or Hero) of Alexandria (10 AD — 70 AD)

Two points A and B are given on the same side of a line |. Find
a point M on | such that the sum of distances from A and B to
M is minimal.

This morning, in Italy, there was the national exam of mathematics for
students of high schools. One of the exercises asked to solve Heron's problem:
given a straight line and two points lying on the same side of the line, find the
best path (= the path of minimal length) that connects them and touches the
straight line.



TREATISE ON PROBLEMS
OF

MAXIMA AND MINIMA,
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Muses C. De Morgan's Ramanujan: An incident in recovering our
endangered cultural memory of mathematics,
The Mathematical Intelligencer, 1998, v.20, no.3, 47-51.



Uzradit funkcijas f visus ekstréma punktus

1. 'I:(X):X—X2

2. f(x)=+/x
s 1) 0, x=0,
Cf(x) =+
| X[, x=0

5 F()=v-x2

5. f(x)=2020



Ta definét un macit neder
~—

@ Funkcijai D () punkta zq ir lielaka vertiba, ja visiem x ir speka nevienadibaf{z) < f(zq) jeb visas
1 funkcijas vertibaNgmazakas par f(zg).

Teorija

Funkcijai y = f(x) punkta zo ir tas Jeffka vertiba, ja visiem @ definicijas apgabala (kuriem = # ) ir speka
nevienadiba f () < f(xzo), 132, visas citas funkcijas vértibas ir mamakas par f(z5).

Vislielako vaiVismazako vertibu visa tas definicijas apgaba nkcija
sasnjiedz punkta, kura mainas dilSanas un augsanas intervali.

https://www.uzdevumi.lv/p/matematika

[
Ka punkta var mainities kaut kadi intervali? </

/)



Ta defineét un macit neder

Punktu X, sauc par funkcijas y=f(x) maksimuma punktu, ja
funkcija Saja punktd ir nepartraukta un visiem x no punkta
X, apkartnes ir speka nevienadiba [ZS, 200]

f(xo)>1(X).

Ja funkcija f(X) ir defineta slegta intervala [a; b), tad ta
galapunkti a un b nevar but funkcijas ekstremu punkti, jo
tiem nevar definét apkartni. [ZS, 201]

[ZS] Algebra vidusskolai, 1. dala, Zvaigzne ABC, 1990, 244 lpp.



No kada interneta avota

1
Quiz. Referring to the function Yy = X+1+—,

X
which of the following statements is true?

(a) (1, 3) is a local maximum;
(b) (1, —3) is a local minimum;
(c) (-1, 1) is a local minimum;
(d) (-1, —1) is a local maximum.

Komentari:

Ekstréma punkts p€s definicijas

ir kads punkts no funkcijas definicijas kopas,
bet te tiek rakstiti grafika punkti.



D1.

D2.

D3.

DA4.

Definicijas

Punktu a sauc par funkcijas f: X— R maksimuma
punktu, ja visiem x no X ir spéka nevienadiba

f(x)< f(a) (1)

Punktu a sauc par funkcijas f: X— R minimuma
punktu, ja visiem x no X ir spéka nevienadiba

f(x)> f(a) (2)

Punktu a sauc par funkcijas f: X— R ekstréma punktu,
ja tas ir f maksimuma vai minimuma punkts.

Punktu a sauc par funkcijas f: X— R lokala maksimuma
punktu, ja eksisté tada sa punkta apkartne, ka visiem X
no X, kuri atrodas Saja apkartne, ir speka nevienadiba (1).



Kvadratfunkcija

y =ax’ +bx+c=a(x—x)(X—X,, a=0.

b
Labi zinams: D:=b?-4ac, X, = _2_a

X, + X, D a ;
=——=——(X —X
2 y yextr 4a 4(1 2)

Komentars par interneta nepamatoti sacelto aziotazu
par it ka jaunu kvadratvienadojuma risinaSanas panémienu.

Po-Shen Loh, A Simple Proof of the Quadratic Formula, 2019,
https://arxiv.org/pdf/1910.06709.pdf

Ne tik labi zinams: Xg =

Abstract. This article provides a simple proof of the quadratic formula, which
also produces an efficient and natural method for solving general quadratic
equations. The derivation is computationally light and conceptually natural, and
has the potential to demystify quadratic equations for students worldwide.



‘Jauns’ saknu noteikSanas panémiens péc L.oha

X° +Bx+C =(X-R)(x-5) (1)
B B
—+2)(——-2)=C 2
( > ) > ) (2)
B_Z_ 2_C
4
2
22=B——C
4
2
_B, B
2 4

Formula (1) ar R un S apzimétas saknes. Formula (2) izsaka Vjeta teorému.
Kreisaja pusé saknes ir izteiktas ta, ka uzreiz redzams ar ko vienada to
summa. Sis panémiens nhav ne isakais, ne vienkarsakais.



Kvadratfunkcija

Gan ekstrémus, gan kvadratfunkcijas saknes
var iegut ar Sadu loti vienkarsu parveidojumu:

y =ax’ +bx+c.

4ay = 4a’x’ +4abx+4ac= (2ax+b)’~D >-D

_h2_
day > —D. D=Db"—-4ac

X=X_. <2aX+b=0.

extr



Triviali piemeéri
Taisnstiira perimetrs ir 48 cm. Kadiem jabut malu izmériem,

lai taisnsturim butu 1esp€jami lielakais laukums?
https://www.uzdevumi.lv/p/matematika

Pieradit, ka no visiem taisnstiiriem ar uzdotu perimetru,
maksimalais laukums ir kvadratam.

L =Xy

2X+2y=P

2L =X(P —2x) = X, :;.

Seit izmantots fakts, ka kvadratfunkcijai
ekstréma punkts ir saknu viduspunkts.



Ne no Sadiem jamacas...

P A
S A
S00f
X /////X orﬁm.':?
£00 — ax Ysed X4
MmaXimrpe : :o?x

Alx)= ﬁ;w\-&x)
Alx)= 'Soox—a:ca‘
Alx)= 500 = 4x

2X+Yy=P
P
L=X(P—-2x)= X =

Seit izmantots fakts, ka kvadratfunkcijai
ekstréma punkts ir saknu viduspunkts.



Kvadratfunkcija: EU pieméri

No gramata [KZZ, 147-152] formulétajiem 74 ekstrému
uzdevumiem vismaz 25% reduc€jami uz kvadratfunkcijas
ekstrému noteikSanu.

Dazi piemeri
165. Noteikt divus skaitlus, kuru starpiba ir vienada ar 5,
bet re1zinajums ir vismazakais.

179. Taisnlenka trijstiiri, kura katetes ir 18 cm un 24 cm,
levilkts taisnstiiris. Taisnstiira viens lenkis sakrit ar trijstiira
taisno lenki. Kadiem jabiit taisnstiira malu garumiem, lai ta
laukums biitu vislielakais?

Piezime. Uzdevums ir Eiklida uzdevuma atsevisks gadijums.
Gramata nav dotas atsauces uz avotiem.



Eiklida uzdevuma risinajums

L = xysin A

y_oxX v By
C C

K(x) =x(c—Xx)

Maksimuma punkts: x=—- =y=—_.

¢
2 2



Zenodora uzdevums ¢etrstirim

Pieradit, ka no Cetrstiiriem ar uzdotu perimetru,
maksimalais laukums ir kvadratam.

Pieradijumu var veikt péc Sadas shémas:

L(X, X,, X3, X,) < L(X X, ¥,y)<L(a,a,a a)<L . (a,aaa)

Rombs Kvadrats

Redukcija uz
1zoperimetrisku trisstiri



Zenodora uzdevums trissturim

Izoperimetriska lemma trisstirim

No visiem trissturiem ar fiksétu pamatu un sanu malu summu

maksimalais laukums 1r vienadsanu trisstorim.
X+Yy

L(X,y,c)<L(a,a,c). a=

Pieradijums

L=+/p(p—X)(p-Yy)(p—c)
(p—x)(p-Yy)<(p—-a)(p—a)
— p(X+Yy)+xy<-—2ap+a’

xy<a® < (x—Yy)°=0.



Uzdevums par Normandijas logu

Normandijas loga forma ir taisnstiris ar pusaploci augsa.
Dots ir loga perimetrs. Kadi janem loga izmeri, lai logs izlaistu
visvairak gaismas? [Ab, Oz, GL, Ze]

PELIEHUE 3AJAY METOLOM MAJBIX NPHPAILEHKH.

L
-

Gramatas risinajums ir gars,
neracionals. Uzdevumu var
atrisinat elementari, izmantojot
kvadratfunkcijas 1paSibas.

-__‘-.-__H-T-" “

-—--I--——'—H'—-"'L"

A6enbcoH U. b., Makcumym u muaumym, OHTH, 1935, 110 c.



Elementars risinajums

Lietosim citus apzime&jumus.

" P=2X+2r+nr

2
L:2rx+%HmaX

2
L= (P—2r—7rr)r+% - (P—2r—%r)r =£[(2P—(4+n)r].
Saknu vid€jais aritmétiskais ir maksimuma punkts, t. 1.,
P
r. =
4+m

E:§+2+n: 4+n=Q+2+n:r:x.
rr r



Uzdevums par elektrisko stravu

Elektriska strava | sazarojuma sadalas ta, ka kopigais
siltuma daudzums, kas izdalas paral€li saslégtas pretestibas
R, un R,, Ir minimals, sk. zZzim&umu. Siltuma daudzumu Q
p&c Dzoula-Lenca likuma var izteikt ka:

Q=KkI’Rt+KIZRt,

i 7. K — proporcionalitates koeficients,
< > t—laiks, I =1, + I, — péc Kirhofa
" Fz likuma.

X+y=1,

min(px? + qy?) = ?

Macibu gramata [S2, 74] kvadratfunkcijas minimuma noteik3anai
1izmantoti pirmie divi atvasinajumi.




Uzdevums par izmaksu minimizaciju

Skolas macibu gramata [SFF, 134] ir ,,p€tits” minimizacijas
uzdevums, kuram piedevets saturs par kabela vilkSanu.

Maja atrodas 50m platas upes krasta. Lal majai pieslégtu elektribu,
jaieriko kabelis no majas Iidz tuvakajam transformatoram, kas
atrodas preteja upes krasta. Kabela ievilkSana, iegremdgjot to upes
gultn€, izmaksa Ls 20 metra, bet, ierokot zeme — Ls 10 metra.

Ka janovieto kabelis, lai ta iertkoSanas izmaksas btitu vismazakas?

C(x) =10(200 — X) + 20+/2500 + X’



Jaatrod funkcijas minimums. Ir uzzimé&ts funkcijas
grafiks un sastadita tabula un secinats, ka minimumu dod
X =29 un C(x) = 1866,02...

4 [zmaksas, |

Ja jau grafiku zZim¢€ ar programmu, tad rodas jautajums,
kapec ekstréems netiek meklets ar programmas palidzibu?



Atrisinasim So uzdevumu elementara veida,
lietojot kvadratfunkcijas ipasibas.

C(x) =10(200 — X) + 20+/2500 + X’

yi=—x+2va2+x? =
(y+Xx)° =4a° +4x° =

3x* —2xy+4a°—y° =0

_ y £y -3(4a” - y*) _ y+./4y? —12a’ _ y+2,/y? —3a°

X
he 3 3 3

—

Yiin = 833 = Xy = a_f Xin = % — 28,86751...



Valsts olimpiades EU
63. VMO, 2013, 10. K.

Funkcija
f(x)=(x+10)x(x-1D(x—-11)
definéta visam realam X vertibam. Atrast mazako

f(x) vertibu.

Vingrinajums. Parveidojiet f par kvadratfunkciju.
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Diskréta tipa ekstrému uzdevumi

St gada Novada MO ir viens ekstrému uzdevums:

12.2. a) Paradi vienu veidu, ka 12. att. figiras katra ratina
ierakstit veselu skaitli ta, lai jebkura taisnsturi 1 x 3 vai 3 x1
ierakstito skaitlu summa butu 2020 un ari visu ierakstito skaitlu
summa butu 2020. b) Paradi, ka prasito izdarit, lai figura butu
ierakstiti pec iespéjas vairak dazadi skait|i!




Diskréta tipa ekstrému uzdevumi

Uzdevumi par figuru blokésanu

Iekrasot riitinu kvadratam 10 x 10 minimalo riitinu skaitu,
lai nekur neveidojas sturitis, bet, ja iekrasotu v&l vienu
jebkuru ritinu, tad jau veidotos stiritis.

ZPD
Apzimésim ar V(n) iekrasoto riitinu skaitu kvadrata n x n.

Uz ko tiecas attieciba mexV (n)

min V (n—1)

—?,N—> w.

Piezime. Lai aprékinatu Sadu robezu, nav obligati zinat
iekrasoto rutinu skaita ekstremalas vertibas.



Annina kvadrata 4 x 4 ickrasoja dazas pel€kas rutinas ta, ka neveidojas
neviens sturitis, kam visas riitinas ir pelekas. Ja Annina ickrasos vél jebkuru
vienu rutinu, tad noteikti veidosies sturitis, kam visas riitinas ir pelékas.
Janitis, 1eveérojot t0S pasus nosacijumus, iekrasoja ritinas cita kvadrata 4x4.
Val var gadities, ka Annina iekrasoja mazak rutinu neka Janitis? Figtra
stlritis var bit ar1 pagriezta. [MO, 2. posms, 5. kl., 2019.]




Uzdevums p. d.
Velkot tikai pa ritinu Iinijam,
uzzimét maksimala laukuma 8-sturi,
ja ta malu garumi ir dazadi naturali skaitli no 1 Iidz 8.



