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Saturs

> ApZimgjumi un ievads

» Vardu kombinatorika

» Metrikas

» T-normas un t-konormas

» Nestriktas metrikas

» Nestriktas metrikas lietojumi vardu kombinatorika



Apzimejumi
» V — visiem, katram
» U — apvienojums
» 3 — summas zZime
> A — minimums
> V — maksimums
> x — t-norma

» @ — t-konorma



levads

>

Vienosanas Nr. 1.1.1.2/VIAA/4/20/706, “Nestriktas
pseidometrikas pielietojumi vardu kombinatorika"
(01.01.2021.- 30.06.2023.)

Nestrikta metrika tika ieviesta pirms aptuveni pusgadsimta.
Kops ta briza petijumi nestriktas metrikas virziena ir strauji
attistijusies.

Liels "luzuma punkts” notika 1994. gada, kad DzZordzs un
Vermani nedaudz izmainija Kramosila un Mihaleka nestriktas
metrikas koncepciju.

Ir dazadas metrikas, kas apraksta attalumu starp bezgaligiem
vardiem, bet neviena no tam nav atbilstosa un piemérota, jo
neatspogulo bezgaligo vardu kopas analitisko strukturu.



levads

Projekta mérki (divi galvenie):

» Nestriktu metriku un pseidometriku p€etnieciba un to
pielietojumu meklésana vardu kombinatorika.

» lzveidot jaunu nestriktu metriku, kas lautu labak noteikt
attalumus starp diviem bezgaligiem vardiem.

Misdienas informacija principa ir dargaka lieta pasaul€. Biezi
mums nepiecieSams salidzinat informaciju, kas ari bija motivacija
Sim projektam un ta tematikai.



levads

» Aplikosim tris bezgaligus vardus (simbolu virknes):
1. x=(1,1,1,1,1,1,...)
2. y=(0,1,1,1,1,1,...)
3. z=(0,0,0,0,0,0,...)

» Kuri divi sava starpa ir "tuvaki” (attalums vienam no otra ir
tuvaks, mazaks) — x ar y vai x ar 27

P Pie pieméra atgriezisimies pec vairakiem slaidiem.



Vardu kombinatorika

» Pienemsim, ka A ir alfabéts. Biezi izmanto A = {0,1}, jo visu
informaciju tapat var parvérst binara koda (datori tiesi ta art
parvers un uztver informaciju).

> uc A" vards garuma n.

v

|u| = n — varda garums.

» A" — visu vardu garuma n kopa.

» A" — netuk$u vardu kopa.

A* = AT U {\} - galigu vardu kopa.
» ) - tukSais vards un || = 0.

v



Vardu kombinatorika

» Operacija # konkatenacija (salikSana blakus), t.i., u#v=uv.

Piemeérs
Ja u= ab un v= ba, tad u#v = abba, bet v#u = baab.

Piebilde
Operacija nav komutativa.

» Vardu w € A* sauc par varda w € A* dalitaju, ja 3 vardi
u € A* un ve A* tadi, ka w= uw'v. Vardu u (attiecigi v)
sauc par prefiksu (sufiksu).



Vardu kombinatorika

» Vardu w € A* sauc par varda w € A* dalitaju, ja 3 vardi
u€ A* un ve A* tadi, ka w= uw'v. Vardu u (attiecigi v)
sauc par prefiksu (sufiksu).

Piemeérs

Aplikosim vardu u = aba. Tad ta dalitaju kopa ir?
Definicija

Kopas A* patvaligu apakskopu L sauc par valodu alfabéta A.



Metrikas

» Par pseidometriku uz kopas X sauc funkciju
d: Xx X—[0,00) tadu, ka visiem x,y, z € X ir speka tris
aksiomas:
(Id) x=y=d(x,y) =
(2d) d(xy) = d(y, x);
(3d) d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2)

0;

» Par metriku uz kopas X sauc funkciju d: X x X — [0, 00)
tadu, ka visiem x, y,z € X ir speka tris aksiomas:

(Idm) x=y <= d(x,y) = 0;

(2dm) d(x,y) = d(y, x);

(3dm) d(x,z) < d(x,y)+ d(y, 2)

Piezime
Metrika apraksta attalumu starp diviem kopas elementiem.



Metrikas

Metriku piemeri:

Piemers
Realo skaitlu kopa, t.i., X=RR.
To define sekojosi (ja x,y € R):

d(Xay) = |y—X|

Piemers

Realo skaitlu plakne, t.i., X =R x R.

To defing sekojosi (ja x,y € R xR jeb x = (x1,y1) un y = (x2, y2)):
d((x1,31), (x2,52)) = V/(x2 = x1)2 + (y2 — y1)?

Abiem piemeriem izpildas aksiomas — apdomasim!




Metrikas

Metriku piemeri:

Piemers
(éebis%va attalums) Realo skaitlu plakne, t.i., X =R x R.

To define sekojosi (ja x,y € R x R jeb x = (x1,y1) un y = (x2, y2)):
d((x1,y1), (x2,y2)) = max{|x — x|, ly2 — y1[}

ST pieméra pieradijumu, ka ta ir metrika, atlauos jums atstat ka
neobligatu majas darbu.



Metrikas

P Zinatniskaja literatura ir vairaki metriku veidi, kas darbojas uz
bezgaligo vardu kopas.

» Pirma pieeja. Pienemsim, ka

X = (X03X17X27"'Xn7"') un y = (}’07}’17)/27---}%---)

ir bezgaligi vardi.

> Tad

p(x,y) = D Xy
’ 27" pretgja gadijuma, kur n = min{i: x; # y;}

ir metrika uz bezgaligo vardu kopas.



Metrikas

> Vai Sadi defineta metrika dod korektu informaciju par
attalumu starp Siem bezgaligajiem vardiem?

» Aplikosim atkal ieprieks dotos bezgaligos vardus:
x=(1,1,1,1,1,1,..), y=(0,1,1,1,1,1,1,...) un

) ) ? ? Y Y

z=(0,0,0,0,0,0,...).

» Tad p(x,y) = p(x,z) =1, tas ir, abos gadijumos attalums
starp abiem bezgaligo vardu pariem ir lielaka iesp€jama
vertiba, Saja gadijuma 1.

» Vai tas ir pareizs pienemums? Ko saka intuicija?



Metrikas

> Vai Sadi defineta metrika dod korektu informaciju par
attalumu starp Siem bezgaligajiem vardiem?

» Aplikosim atkal ieprieks dotos bezgaligos vardus:
x=(1,1,1,1,1,1,..), y=(0,1,1,1,1,1,1,...) un
z=1(0,0,0,0,0,0,...).

» Tad p(x,y) = p(x,z) =1, tas ir, abos gadijumos attalums
starp abiem bezgaligo vardu pariem ir lielaka iesp€jama
vertiba, Saja gadijuma 1.

» Vai tas ir pareizs pienemums? Ko saka intuicija?

P Intuicija saka, ka x jabut novertétam tuvak ar y neka x ar z
(cerams, ka ta bija ari roku cel$ana)



Metrikas

» Ko nozZimé pieraksts
o0

i= 77
i=1



Metrikas

» Tas nozime sekojoso:

[e.9]

Zi:1+2+3+4+...
=1



Metrikas

» Ar ko ir vienada $i bezgaliga summa?

(0.9)
di=14243 444 =00
i=1
1424344 Ly
di=1+2+3+ o=

i=1



Metrikas

» Ko nozime pieraksts



Metrikas

» Tas nozime sekojoso:

o0

1—1+1+1+1+ —1+1+1+1+
,2022"_20 21 92 93 N 2 4 8 7
1=



Metrikas

» Ar ko ir vienada St bezgaliga summa?



Metrikas
» Otra pieeja. Pienemsim, ka x = (xo, X1, X2, ... Xn,...) UN
y= (Y0, Y1,Y2,---Yn,--.) ir bezgaligi vardi un dotam
i€ NU{0} vertibu s; definesim sekojosi:
(x,y) = { 0 if x; = y; kur iir i-t3 varda koordinate
1 if x; # y; kur i ir i-ta varda koordinate

> Tagad defingjam

Xy:

oo
i=0

2| -

» Tad o : X x X — [0, 1] ir metrika bezgaligo vardu kopa.

» Apliukosim atkal Sos tris bezgaligos vardus
x=(1,1,1,1,1,1,...), y=(0,1,1,1,1,1,1,...) un
z=1(0,0,0,0,0,0,...).

» Uzdevums jums — atrast metrikas vertibas o(x,y) un o(x, z).



Metrikas

> Saja gadijuma sp(x,y) = L un si(x,y) =0 Vi=1,2,....

» Tatad o(x,y) =14+0+0+4---=1.

v

Savukart si(x,z) =1Vi=0,1,....
> Tatad o(x,2) =1+ 5+ 1+ =2.

» Lidz ar to ieglistam, ka o(x,y) < o(x,z) ka art intuitivi jutam.



Metrikas

» Pretpiemers. Pienemsim, ka

x=(1,0,0,0,0,0,0....), y=(0,1,1,1,1,1,1,..),
z=(0,0,0,0,0,0,0,...).

» Kads $aja gadijuma ir o(x,z) un o(y, z)?

» Kurai vértibai, jusuprat, bitu jabut mazakai (attalums ir
mazaks/tie ir tuvaki viens otram)?



Metrikas

» Pretpiemers. Pienemsim, ka
x=(1,0,0,0,....), y=(0,1,1,1,..), z= (0,0,0,0, ...).

» Saja gadijuma sp(x,2) =1, si(x,2) =0Vi=1,2,....

» Tatad o(x,2) =14+04+0+---=1.

» Saja gadijuma sp(y,z) =0 and si(y,2) = 1 Vi=1,2,....
> Tatad o(y,2) =0+ 1+ 1+ =L

» Lidz ar to o(x,z) = o(y, z), bet intuicija saka, ka x attalums
lidz z ir tuvaks neka y attalums [idz z, jo x no z atSkiras tikai
par vienu simbolu, bet y no z sakrit tikai ar pirmo simbolu.



Metrikas

» Sis metrikas, salidzinot divus bezgaligus vardus, nenem vera
péc butibas atskiribas starp Siem vardiem.

» Tadel parastas metrikas vieta meginasim lietot nestriktas
metrikas, lai aprakstitu attalumu starp diviem bezgaligiem
vardiem.

P Lai tas lietotu, ir nepiecieSams ieviest jedzienu t-norma.



T-normas un t-konormas

Definicija
Par t-normu sauc funkciju = : [0,1] x [0,1] — [0, 1], kas apmierina
sekojosus nosacijumus (aksiomas) ¥ a, b, c € [0; 1]:

x fr monotona: a< b= a*xc<bxc;
* ir komutativa: axb=bxa ;

% ir asociativa: (ax b)xc=ax(bxc);

b=

axl=a.



T-normas un t-konormas

Vissvarigakas un visvairak izmantotas t-normas ir sekojosas:
» Pienemsim, ka a *mip b:= a A b, kur A apzime minimalas
vertibas nemsanu kopa [0,1]. To sauc par minimuma
t-normu.

Piemers

Jaa=0,3un b=0,8, tad
073*min 078 = 073/\078 = mln{0737078} - 073
» Pienemsim, ka a *poq b := a- b ir reizinajums. To sauc par

reizinajuma t-normu.

Piemers

Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3 *prog 0,8 :=10,3-0,8=0,24



T-normas un t-konormas
» Pienemsim, ka a4 b:= max{a+ b — 1,0}. To sauc par
LukaSevica t-normu.

Piemers

Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3 %14k 0,8 := max{0,3 40,8 — 1,0} = max{0,1;0} =0, 1
» Nilpotenta minimuma t-normu definé sekojosi
. min{a; b}, jaa+b>1,
0, pretg€ja gadijuma.

Piemers

Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3 %51 0,8 := min{0, 3;0,8} = 0,3, jo 0,3 +0,8 > 1



T-normas un t-konormas

» Drastisko t-normu defing sekojosi
a, jab=1,
axpb=14{b, jaa=1,
0, pretgja gadijuma

Piemers
Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3%p0,8:=0,joa#1unb#1.
Piemers

Jaa=1unb=0,8, tad
1%,000,8:=0,8, joa=1.



T-normas un t-konormas

Definicija
Par t-konormu sauc funkciju & : [0,1] x [0,1] — [0, 1], kas
apmierina sekojosus nosacijumus (aksiomas) Va, b, c € [0;1]:
1. @ ir monotona: a<b=a®c<bdc
2. @ ir komutativa: a®d b=b@® a;
3. @ ir asociativa: (a® b)Gc=ad (b ),
4. a0 =a.

T-konorma ir duala t-normai, tas ir,

adb=1—(1—a)x(1—b).



T-normas un t-konormas

Vissvarigakas un visvairak izmantotas t-konormas ir sekojosas:

> Pienemsim, ka @ ©max b := aV b kur V apzime maksimalas
vertibas nemsanu kopa [0,1]. To sauc par maksimuma
t-konormu.

Piemers

Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3 ®max0,8:=0,3V 0,8 =max{0,3;0,8} =0,8
» Pienemsim, ka a ®proq b:=a+ b— a- b. To sauc par
reizinajuma t-konormu.

Piemers

Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3 ®prog 0,8:=0,3+0,8-0,3-0,8=1,1-0,24=0,86



T-normas un t-konormas

» Pienemsim, ka a @k b:= min{a+ b,1}. To sauc par
LukaSevica t-konormu.

Piemers

Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3®1uk 0,8 := min{0,3 4+ 0,8;1} = min{1,1;1} =1

» Drastisko t-konormu defing Sekojosi

v jaaAB=0,
Q@DB_{a B, Jaanp

1, pretg€ja gadijuma.
Piemérs

Jaa=0,3un b=0,8, tad
0,3®p0,8:=1,jo0,3N0,8#0.



T-normas un t-konormas

Uzdevums

Pieradit Lukasevica t-normas un t-konormas dualitati, tas ir,
pieradit, ka

ad b=1—(1—a)*. (1—b),
ja
1. a=0,2un b=0,4

2. a=1unb=0,7



T-normas un t-konormas

Risinajums

1. 0,2®, 0,4 =min{0,2+0,4;1} = min{0,6;1} = 0,6
1-0,8%,0,6=1—max{0,8+0,6—1;0} =
1 —max{0,4;0} =1—-0,4=0,6

2. 1®,0,7=min{l+0,7;1} =1
1-0%,0,3=1—max{0+0,3—1;0} =
1—max{-0,7,0} =1-0=1



Nestriktas metrikas
Definicija
Pienemsim, ka X ir kopa un * ir t-norma. Nestrikta metrika uz

kopas X ar dotu t-normu * ir funkcija M : X x X x RT — [0,1],
kur R*™ = [0,00), kas apmierina sekojosas aksiomas:

(OFKM) M(x,y,0) =0 ir speka Vv x,y € X;

(IFKM) M(x,y,t) =1 visiem t tad un tikai tad, ja x=y;
(2FKM) M(x, y, t) = M(y, x, t) ir speka visiem x,y € X, un visiem
te RT;

(3FKM) M(x,z, t+ s) > M(x,y, t) * M(y, z,s) visiem x,y € X, un
visiem t € R, ($o sauc par trijstira nevienadibu)
(4FKM) M(x,y, —) : Rt — [0, 1] ir nepartraukta visiem x,y € X.

Piebilde

Ja grib izmantot so nestrikto metriku, lai salidzinatu attalumus
starp bezgaligiem vardiem, trijstiira nevienadibas aksioma vajag, lai
tresais mainigais visos ir viens un tas pats (jo gribam, lai Sis
parametrs norada to cik daudz poziciias esam salidzinaiusi).



Nestriktas metrikas

Definicija
Nestrikto metriku M uz kopas X sauc par stingru, ja
pamatdefinicija izmaina aksiomas (3FKM) un (4FKM)

(3°)FKM) M(x,z,t) > M(x,y, t) x M(y, z, t) visiem x,y,z € X un
visiem t € RT.
(4°FKM) M(x,y,—) : Rt — [0, 1] ir nepartraukta un nedilstosa,

(tas ir, t < s= M(x,y,t) < M(x,y,s) visiem x,y € X.).



Nestriktas metrikas
Tikai nedaudz definetas funkcijas ir nestriktas metrikas ar
konkretam t-normam.
Definicija
Pienemsim, ka ir dota metrika d : X x X — [0, +00) un t-norma

«:[0,1] x [0,1] — [0,1], tad par standarta nestrikto metriku sauc
funkciju My : X x X x RT — (0, 1], kuru definé sekojosi:

Md(Xa Y, t) = H_dié-)(,y)

Ir pieradits un zinams, ka sadi defineta funkcija ir nestrikta metrika
(izpildas visas nestriktas metrikas aksiomas) visam t-normam
(tadel arT So biezi izmanto).

Uzdevums

Pieradit, ka $adi definétai funkcijai izpildas aksioma (3*°FKM), ja
tiek izmantota reizinajuma t-norma, t.i.,

Md(X7 Z, t) 2 Md(X7 Y, t) *prod Md(% Z, t)



Nestriktas metrikas lietojumi vardu kombinatorika

Teorema
Pienemsim, ka ir dota metrika d : X x X — [0, 4+00) un definésim
funkciju m : X x X x Rt — [0; 1] sekojosi:

—d(x,
m(x,y, t) = tt+§)(<)({)'

Var pieradit, ka 8t funkcija m(x, y, t) ir stingra nestrikta metrika
gan ar Lukasevica t-normu x;,x, gan ar Drastisko t-normu *p.



Nestriktas metrikas lietojumi vardu kombinatorika

Atgriezisimies pie musu pretpieméra

x=(1,0,0,0,0,0,0,...), y=(0,1,1,1,1,1,1,1,..),
z=(0,0,0,0,0,0,0,0,...).

lepriek$ musu parasta metrika deva rezultatu, ka o(x, z) = o(y, 2).

Teorema
Ja més aplitkojam tris bezgaligus vardus

x=(1,0,0,0,....), y=(0,1,1,1,..), z= (0,0,0,0,...),
tad

m(x,z,t):1>%:m(y,z,t), kad t — oo



Nestriktas metrikas lietojumi vardu kombinatorika

» Sis rezultats norada, ka z "tuvaks” x neka y, jo nestriktajam
metrikam, jo lielaka vértiba, jo elementi ir tuvaki (attalums
starp tiem ir mazaks).

» Tas ir dabigi, jo vardi y un z sakrit tikai pirmaja pozicija, bet
vardi x un z nesakrit tikai pirmaja pozicija (sakrit bezgaligi
daudz pozicijas). Vairak informacijas (anglu valoda) un
detalizetaku skaidrojumu Sim rezultatam un tematikai
pieejams Seit:

https://www.mdpi.com/2227-7390/10/5/738



Nestriktas metrikas lietojumi vardu kombinatorika

» Augstak defineta stingra, nestrikta metrika

m(x,y, t) = t;f%’oy) ir specgadijums stingrai, nestriktai
metrikai m(x,y, t) = %(i’y), kur c € RT ir parametrs.

» Sis konstantes c izvéle ir atkariga no vajadziga pielietojuma.
Jo mazaks ir ¢, jo svarigaks ir prefikss, t.i., tas, vai pirmie
simboli sakrit vai atskiras loti ietekmé rezultatu (cik tuvi vai
tali ir attiecigie bezgaligie vardi).

» Piemeram, ja ¢ = 1, tad pirma pozicija (sakrit vai nesakrit)
dod "svaru” rezultatam 50 %.

» Bet, ja ¢ =100 (ka musu gadijuma), tad pirma pozicija
(sakrTt vai nesakrit) dod "svaru” rezultatam tikai 157 < 1%.



Paldies par uzmanibu!

Jautajumi?



