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Ziemassvetkiem roffezu nav!
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APZIMEJUMI

# dx P(x)-EKksiste tads x, ka P(x) ir
patiess/izpildas.

% Vx P(x)-Visiem x ir patiess/izpildas P(x).

% U,(b)-Punkta b apkartne ar radiusu a.
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KVANTORI - PIEMERI

JIx € N : x? = 4 - Eksiste tads x, kas pieder naturalajiem
skaitliem, ka x%=4.
dn € N : % < 0,01- Eksiste tads naturals skaitlis 7, ka % ir
mazaks neka 0,01.

Vx € N, x € R-Visi skaitli x, kas pieder naturalo skaitlu
kopai pieder ar1 realo skaitlu kopai.

vx € R3y € R: x?=y -Visiem x, kas pieder realo skaitlu
kopai, eksiste tads y kas pieder realo skaitlu kopai, ka x?= y.

) ¢
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APKARTNES - PIEMERI

% Up(a)- valeja kopa centreta punkta a ar radiusu b.

# Realo skaitlu gadyjuma, ja a, b € R apkartni var uzrakstit ka
nevienadibu: |x —al < b
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ROBEZA=«TUVOSANAS»

*Ké matematiski aprakstit tuvosanos?



TUVOSANAS MATEMATISKA NOZIME

Velamies aprakstit to, ka
funkcijas argumentam x
tuvojoties konkretai vertibai a,
funkcijas vertiba f(x), tuvojas
kadai konkretai vertibai L.

*



APKARTNES JEDZIENA IESAISTISANA

Varam aprakstit tuvosanos
izmantojot apkartnes jedzienu.
Ta vieta lai teiktu «x tuvojas a»,
«f (x) tuvojas L»

Varam teikt «Samazinas punkta ax
delta apkartney», «Samazinas
punkta L epsilon apkartney.

Sadi parfrazejot iegustam:

«Ja x pieder punkta a defta
apkartneli, un tiek samazinata
delta vertiba, tad f(x) ir japieder
punkta L epsilon apkartnei»



NELIELA NIANSE

Mes gribam, lai robeza ir kada
konkreta vertiba (vai ar1 o), bet saja
gadljuma redzam, ka x tiecoties uz
0, nevaresim iegut vienu konkretu
vertibu, neskatoties uz to, ka kadam
x, kas pieder punkta 0 delta
apkartnei, f(x) noteikti piederes
kada punkta no intervala [—1; 1]
epsilon apkartnei. Tapec pangmsim
extra nosaciyjumu, ka VISIEM x kas
pieder kada punkta delta apkartnei,
f(x) ir japieder punkta L epsilon
apkartnei.
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LABAKA DEFINICIJA

Nemot vera iepriekseja slaida
darito, varetu teikt, ka musu
robezas definicija izskatitos
apmeram Sadi:

«Visiem x, kas pieder punkta a
delta apkartnei, eksistes tads
epsilon, ka f(x) pieder punkta L
epsilon apkartnei»

Seit rodas nelielas problemas JO
mums epsilon mainas atkariba
no delta. Iepriekseja piemera
nosprauzot € = 2, S1 definicija
butu speka.




ROBEZAS DEFINICIJA =~ -

Realu argumentu funkcijam ar realam vertibam.

lim f(x) =L & Ve > 036 > 0:Vx € Us(a) N De\{a} = f(x) € U (L)
X—a *

Visiem eps*m lielakiem par 0 eksiste delta lielaka par 0, tada, ka visiem x, kas pieder punkta a delta
apkartnes Skelumam ar funkcijas f definicijas kopu, iznemot pasu punktu a, f(x) ir japieder punkta L

epsilon apkartnel.
*
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PIEMERS

Apskata robezu lim
x—->0 X

sinx

Acimredzami, funkcija nav defineta punkta 0
(nenoteiktiba %)

Bet, no funkcijas grafika ir redzams, ka, A
funkcijas argumentam tiecoties uz 0,

funkcija tiecas uz 1.

Tatad lim 2% = 1

x—-0 X

) ¢

S1ir 1pasa robeza, to sauc par pirmo
ieverojamo robezu.
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ROBEZAS PIERADIJUMS

Kapec lirr% 3x = 67

X—
VaiVe > 036 > 0:Vx € Us(2) N De\{2} = f(x) € U (6)?
Saja gadijuma: Ug(2)=|x-2|< &, U.(6)=|3x-6/< ¢
Jaatrod delta ka funkcija no epsilon §(¢)
3‘X_6|‘< £ tad: 6< g

-2(<

28 288 x-2|< 8 < =
X-2|<= 3

3 3|x-2|<e
Panem &< - 3x-6|<c m



VIENPUSEJAS ROBEZAS

Kada ir robeza funkcijai i kad x tiecas uz 0?

Ja mes skatamies no labas puses, ir
acimredzami, ka tuvinot x nullei, funkcija
tiecas uz +oo.

Bet, skatoties no kreisas puses, mes
redzam, ka funkcija tiecas uz - oo.

Tad kura no S1m ir pareiza atbilde?

NEVIENA!




VIENPUSEJAS ROBEZAS

No robezas definicijas izriet, ka funkcijai ir jatiecas
uz vienu konkretu vertibu, nevis divam. Tadel,
sados gadijumos saka, ka robeza neeksiste.

Bet saja gadijjuma mes varam stradat ar
vienpusejam robezam. Tas ir tas pasSas robezas,
vienigi mes ierobezojam pusi no kuras funkcijas*
arguments var tiekties uz nepieciesamo vertibu
Apzime Sadi:

lim f(x)

X—a—

lim f(x) *

x—-a+

Tatad robeza eksiste tad un tikai tad kad:
lim f(x) = lim f(x)

x—a-— x—a+

Tad lim f(x) = lim f(x) = lim f(x)
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PRAKTISKA DALA

*
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[EVIETOSANA

Visvienkarsakas ir robezas, kuras var atrast, vienkarsi
ievietojot argumenta vertibu, uz kuru tas tiecas.

Piemeri:
. Xx%2-3x+2 2
x  lim——————= —-,
x—0X%2—-2x-3 3
y)
. x“—2x—3
. ImEEE o,
x—>1 X“—5Xx
sin x
N S |
T V1-x cos x ’
2
! elnx i
* lim ==
x—e? X e
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SADALISANA REIZINATAJOS'

N . A . - v.qy O
% Ja, ievietojot x vieta vertibu, uz kuru tas tiecas iegust nenoteiktibu P
tad skaititaju un sauceju sadala reizinatajos un saisina.

#% Plemeri:

: x%-9 0] . (x—=3)(x+3 . X+3

oo lim e = (2] = i EEEES) gy, X8 g
x—3 X*—4x+3 [0 x—3 (x—3)(x—-1) x—3x—1
. x%4x-2 0] . (x=1D)(x+2 . X+2 3

*  lim —— =—=11m(_)(_)= ===
x—1X*—4x+3 [0 x—-1 (x—=3)(x—-1) x—0X—3 2
li x3-8 _[o] _ li (x=2)(x%+2x+4) _ ;. x*+2x+4

*  lim——— =|-| = — — = lim — =3.
x—o2 X>—Xx*—4x+4 0 x-2 (x=2)(x+2)(x—-1) x-2 (x+2)(x—-1)
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REIZINASANA AR SAISTITO*

% Ja, ievietojot x vieta vertibu, uz kuru tas tiecas iegust nenoteiktibu % un

izteiksme zem robezas satur saknes, tad skaititaju un sauceju
pareizina ar saistito reizinataju, lai iegutu kvadratu starpibu.

s  Plemers:

*

H (\/7 x=2)(N7—x+2) _ — lim )
B x_>3 (x—3)(V7—x+2) x>3 (x—=3)(V7- x+2)

x—>3 x—3

: 1 1
}C‘E; (x— 3)(\/7 —x+2) ‘,‘}L% Vi—x+2 4

¢
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DALISANA AR AUGSTAKO PAKAPI .

% Jaizteksme zem robezas satur divu polinomu dalijumu, un x tiecas uz
bezgalibu, tad, lai aprekinatu robezas vertibu, skaititajs un saucejs ir jareizina

kur £ - polinoma karta ar augstako pakapi.

%  Plemeri:
4,12 4
. x3—-4x%+12x—4 00 —*(x —4x2+12x— 4—) _ 1—; 23 1
*  lim - =|—| = lim % — T T3 _ 1
x—+oo 3x°—12x+4 0o X—+00 —3*(3x3—12x+4) X>+00 3——3+— 3
2 3,2
2x3-3x+2 0 —*(Zx —3x+2) .
* 11m4———=11m = lim =% =0,
9
—*(x +9) _ 1+—
* llm = l—] = lim &&—— = lim % = +oo0.
x>+ x—1 X—+00 —*(x 1) x_)+oo;_x_2
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PIRMA IEVEROJAMA ROBEZA

v . Sinx . N »
# Robezu lim=—= = 1 sauc par pirmo ieverojamo robezu.

x—=0 X
%  Piemeri:
. Sin 3x
x lim =1,
x—>0 3x
) sin 5x ; 5sin 5x ; sin 5x
* lim = lim = 5% lim =5%x1=5
x->0 X x—-0 5x x—0 5x
) sin(x—3 . Ssint
x lim x=3) _ lim =1,
x—3 (x=3) t—>0 t

% Sekas: x~sinx ~tanx ~arctanx ~e* — 1~In(1 + x) (x - 0).

x
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OTRA IEVEROJAMA ROBEZA ,

X 1
% Robezu lir+n (1 + i) = e un lirr(1) (1 + x)x = e sauc par otro ieverojamo
X—>100 X—

robezu.

s Plemeri:

i, (042 = i (02)) =

2 l
X 2 1

c (14 2) = am (142)7 = m (14 2)7) - =g
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PALDIES PAR UZMANIBU!

*
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