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Ievads

Skola nakas sastapties ar uzdevumiem par nevienadibas
risinasanu, bet matematikas olimpiadés uzsvars tiek likts uz
nevienadibas pieradisanu.

Svarigi ir saprast atskiribu starp nevienadibu risinasanu un
pieradiSanu.



Nevienadibu pieradisana

Atrisinat nevienadibu nozimé atrast visus tas atrisinajumus
un pieradit, ka citu atrisinajumu nav. Visu nevienadibas
atrisinajumu apvienojumu sauc par $is nevienadibas
atrisinajumu kopu.

Pieradit nevienadibu nozimé pamatot, ka nevienadiba ir
patiesa pie jebkuram pielaujamajam mainigo vértibam.



Ekvivalentas nevienadibas

Divas nevienadibas sauc par ekvivalentam, ja tam ir viena ta
pati atrisinajuma kopa.

Pieméram, nevienadibas x — 1 > 2023 un x > 2024 ir
ekvivalentas.

BieZi vien nevienadibas pierada, izmantojot ekvivalentus
parveidojumus.

Tadéjadi iegust nevienadibu, kuras patiesums ir acimredzams
vai viegli noskaidrojams ar elementaru spriedumu palidzibu.



Ekvivalenti parveidojumi

* Nevienadibas kadu pusi aizstaj ar tai identisku izteiksmi.
2x +3x<3+7 = 5x < 10.

* Nevienadibas abam pusém pieskaita vienu un to pasu
skaitli vai izteiksmi, kas nemaina definicijas apgabalu.

X—9<5 = x—94+9<5+09.

* Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to
pasu pozitivu skaitli (vai izteiksmi, kas ir pozitiva visam
mainigo vértibam).

1
x2+3

<5 [-(x?2+3)>0 = 1<5(x%+3).



Ekvivalenti parveidojumi

* Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to
pasu negativu skaitli (vai izteiksmi, kas ir negativa visam
mainigo vértibam).

—%x27 (-3) = x< —-21
* Nevienadibas abas puses kapina kvadrata vai velk

kvadratsakni, ja definicijas apgabala dotas nevienadibas
abas puses ir nenegativas.

x2>9 = |x|>3.

N.B. v/x2 = |x].



Pilno kvadratu atdalisana

Viens no ekvivalento parveidojumu veidiem ir pilno kvadratu
atdaliSana. Lai atdalitu pilno kvadratu, izmanto saisinatas
reizinaSanas formulas:

« (a+b)? =d?+ 2ab + b,
« (a—b)? =a? - 2ab + b, N.B. (a —b)? = (b — a)?

c (a+b+c)? =a’+b%+c?+ 2ab + 2ac + 2bc.



Pilno kvadratu atdalisana

Biezi vien tikai ar formulu izmantosanu nepietiek, tapéc
jaizmanto ari spriedumi. Visbiezak izmantotie ir sadi:

* ja A ir algebriska izteiksme, tad A% > 0.

* ja A, Ay, ..., A, ir algebriskas izteiksmes, tad
A2+ A2+ + A, >0.

* ja Aq, Ay, ... A, ir algebriskas izteiksmes un ¢y, ¢y, ..., ¢, ir
nenegativas izteiksmes, tad ¢; A2 + cy A% + - + ¢, AZ > 0.



Dalisana reizinatajos

Dazos gadijumos tikai ar pilno kvadratu atdalisanu nepietiek,
tapéc papildus izmanto citas metodes.

Dazreiz nevienadibu izdodas pieradit, veicot visu nevienadibas
loceklu parnesanu uz vienu pusi un ieguto izteiksmi sadalot
reizinatajos.

Turklat siem reizinatajiem jabut tadiem, lai par tiem skaidri
varétu pateikt, vai tie ir pozitivi, nenegativi vai negativi.



Dalisana reizinatajos

Apgalvojumi
* Divu negativu skaitlu reizinajums ir pozitivs;
* Divu pozitivu skaitlu reizinajums ir pozitivs;

* Pozitiva un negativa skaitla reizinajums ir negativs.

Formulas
* ab+bc=bla+c)
« a®>—b> =(a-b)a+D);
« a3+ b = (a+b)d® Fab+b);
« ax® 4+ bx + ¢ = a(x — x7)(x — x,), kur x; un x, ir
kvadrattrinoma saknes.



Piemeri
Pieradit nevienadibu
x2+y2+10x—6y+3420,

ja x un y ir reali skaitli.



Piemeéri
Pieradit nevienadibu
x2+y2+10x—6y+3420,
ja x un y ir reali skaitli.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

(x* +10x+[ )+ (P —6y+[ ])+34>0



Piemeri
Pieradit nevienadibu
x?+ 9% +10x— 6y +34 >0,

ja x un y ir reali skaitli.

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

(x* +10x+[ )+ (P —6y+[ ])+34>0
(x* +10x+25) + (y* =6y +9) >0



Piemeri
Pieradit nevienadibu
x2+y2+10x—6y+3420,

ja x un y ir reali skaitli.

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

(x* +10x+[ )+ (P —6y+[ ])+34>0
(x* +10x+25) + (y* =6y +9) >0
(x+5)°%+(y—-3)2>0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas
kreisaja puseé ir divu nenegativu skaitlu summa, kas ari ir
nenegativs skaitlis. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi,
tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x
un y.



Piemeri

Pieradi, ka a2 + b + % + Z >a+b+c, jaa,buncirreali skaitli!



Piemeéri
Pieradi, ka a2 + b + % + Z >a+b+c, jaa,buncirreali skaitli!

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

a2+b2+c2+3—a—b—020



Piemeéri
Pieradi, ka a2 + b + % + % >a+b+c, jaa,buncirreali skaitli!
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

a2+b2+c2+%—a—b—020

(az—G+D)+(b2—b+|:])+(CZ—C+D)+Z20



Piemeéri
Pieradi, ka a2 + b + % + % >a+b+c, jaa,buncirreali skaitli!
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

a2+b2+c2+%—a—b—020

(az—a+D)+(b2—b+|:])+(cz—c+D)+3

4
(az—a+i>+<b2—b+i>+<cz—c+

\V

0

l20
4



Piemeéri
Pieradi, ka a2 + b + % + % >a+b+c, jaa,buncirreali skaitli!
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
a2+b2+c2+%—a—b—020
(az—G+D)+(b2—b+|:])+(CZ—C+D)+Z20
(az—a+1>+<b2—b+1>+<cz—c+l> >0
4 4 4
2 2 2
<a—l) +(b—1> +<c—l) > 0.
2 2 2

Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota
nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem a, b un c.



Piemeri

2 2
Pieradit, ka 621 ha Zz > a3 ki 23 ,ja aun b ir pozitivi skaitli.
a + a +




Piemeri

Pieradit, ka a+b > @’ +b’ ,ja aun b ir pozitivi skaitli.

a+b  ad+ b3 i
Atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad ari abu dalu
saucéji ir pozitivi, t. i., @ +b>0unad®+0 >0, tapéc abas
puses drikst reizinat ar (a® + b%)(a® + b*) > 0 (3is ir ekvivalents
parveidojums):

(a+b)a® +b?) > (@® + b*)(a® + b?)



Piemeri

Pieradit, ka a+b > @’ +b’ ,ja aun b ir pozitivi skaitli.

a+b  ad+ b3 i
Atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad ari abu dalu
saucéji ir pozitivi, t. i., @ +b>0unad®+0 >0, tapéc abas
puses drikst reizinat ar (a® + b%)(a® + b*) > 0 (3is ir ekvivalents
parveidojums):

(a+b)a® +b?) > (@® + b*)(a® + b?)
a* +ab® + a3b + b* > a* + 242 + b
ab’® + a3b — 24%b% > 0



Piemeri

Pieradit, ka a+b > @’ +b’ ,ja aun b ir pozitivi skaitli.

a+b  ad+ b3 i
Atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad ari abu dalu
saucéji ir pozitivi, t. i., @ +b>0unad®+0 >0, tapéc abas
puses drikst reizinat ar (a® + b%)(a® + b*) > 0 (3is ir ekvivalents
parveidojums):

(a+b)a® +b?) > (@® + b*)(a® + b?)
a* + ab® + a®b + b* > a* + 24%0% + b*
ab® + a3b — 2a%h? > 0
ab(b?® + a® — 2ab) > 0
ab(b — a)®> > 0.



Sarezgitaki piemeéri

BieZi vien uzreiz nevar saskatit, ka atdalit pilno kvadratu, vai
ari paradas saskaitamiem, kas veido jauktu reizinajumu.

Sados gadijumos ir nepieciesams atdalit mainigos pakapeniski
un visticamakais pielietot saisinatas reizinasanas formulas tris
vai vairak saskaitamajiem.

Merkis ir panakt to, lai ar katru soli kads no mainigajiem vairs
neietilptu atlikusajos kvadratos.



Sarezgitaki piemeéri

Papétisim sekojoso uzdevumu.

Pieradi, ka 2x? + 24/x3 — 27x — 22/x + 130 > 0 visam
nenegativam x vértibam!

Sada veida uzdevuma varbit varam saskatit saskaitamos, no
kuriem atdalit pilno kvadratu (2x? — 27x + 130), bet tad jabat
loti uzmanigiem vai viltigiem (butu nepieciesams dalit divas
dalas un atdalit divus atseviskus pilnos kvadratus).

Pie tam més neatrisinam to, ko iesakt ar saskaitamajiem 2+/x3
un —22./x.



Mainigo izolésana

Ir kaut kada vélme tikt vala no 2v/x3 un —22/x, lai tie
netraucétu talak atdalit pilnos kvadratus no paréjiem
saskaitamajiem.

Vispirms ievérosim, ka 2+/x3 = 2x./x, tapéc patiesiba mums ir
tikai viens reizinatajs, ar kuru ir neérti darboties parasti, t. i.,

Jx.

Centisimies vinu izolét, atdalot kvadratu un parapéjoties, ka
atlikusajos saskaitamajos $is reizinatajs vairs neparadisies.



Mainigo izolésana

Pakapeniski veidosim pilno kvadratu, nemot véra, ka
visticamakais vajadzés saisinato formulu ar tris
saskaitamajiem.

(Vx+[] +E])2:2x\/}—22\/}+[] +et+[ ]

Lai atbrivotos no 2x./x varam ievérot, ka der saisinataja
formula pievienot saskaitamo x, jo tad veidosies divkarsais
reizinadjums ar /x, t. i,

(\/§+x+[])2:2x\/§—22\/§+[] +e+ ]



Mainigo izolésana

(Vi +x+ )} = 20y — 2205+ [ +-+[] .

Talak ievérojam, ka paradas saskaitamais —22./x. So ari varam
uzskatit ka divkarsu reizinajumu saskaitamajam /x ieks
saisinatas formulas ar kadu citu saskaitamo. Saja gadijuma tas
batu —11, jo 2 - (—=11) - /x = —22/x. Tatad varam papildinat
formulu un iegut

(\/§+x—11)2 =2xyx —22Jx+ [ | ++[ .
Tagad tik atliek izrakstit formulu pilniba, t. i.,

2
(Vx +x—11)" = x + x* + 121 + 2x/x — 22J/x — 22x.



Mainigo izolésana

Tatad iegustam, ka
2
2x\x — 22x = (Vx + x —11)" — x — x* — 121 + 22x. Nemot
véra sakotnéjo izteiksmi, varam taja aizvietot iegtto izteiksmi
un turpinat parveidot:
2x% + 24/x3 — 27x — 224/x + 130 > 0
2
2x* —27x + 130+ (Vx +x —11) —x—x* — 1214+ 22x > 0
2
(Vx+x-11)" +x*—6x+92>0
2
(Vx+x—-11)"+(x-3)? >0

Esam nonakusi lidz ekvivalentai nevienadibai, kuras patiesums
ir acimredzams.



Sarezgitaki piemeéri

Si stratégija noder ari tados gadijumos, kad ir dots kads
kvadratisks polinoms ar vairakiem mainigajiem.

Pieradit, ka visiem realiem skaitliem x, y un z izpildas
nevienadiba

y2
2x2+7+22—2xy—2xz+yz—2y+4x—22+2 > 0.

Jautajums tik rodas, kuru mainigo ir visizdevigak izolét pirmo?
Vispirms janem tads mainigais, kura kvadrats paradas ka

2
saskaitamais, t. i., 2x2, y? vai z2. Ta ka visiem mainigajiem $1
prasiba izpildas, tad varam nemt to, pie kura koeficients ir
visvienkarsakais. Saja gadijuma z*



Mainigo izolésana

Tatad veidosim pakapeniski saisinato formulu, censoties izolét
mainigo z. Vispirms jasagrupé visi saskaitamie, kuros z
paradas ka reizinatajs.

(z+[] +[] +|:])2:zz—2xz+yz—22+|:] + ]

Varam ievérot, ka saisinataja formula paradisies 4 saskaitamie
$aja gadijuma. Lai sagrupétu visus saskaitamos, kur z paradas
ka reizinatajs, tad pienemam, ka tajos tas ieklaujas ka

divkarsSots reizinatajs, iznemot, protams, Z2.



Mainigo izolésana

Varam ievérot, ka vienadiba izpilditos, ja sarakstam sekojosas
vertibas:

2
(z—x+§—1> =22 —2xz+yz—2z+[ | ++[ ] .

Tagad tik jaizraksta formula pilniba.

Y v
(z—x+ 57 1) = zz+x2+Z+1—2xz+yz—22—xy+2x—y.



Mainigo izolésana

Varam izteikt intereséjosos saskaitamos

2 2
22—2xz+yz—22= (z—x+%—l) —x2—1—1+xy—2x+y

un ievietot tos sakotnéja izteiksmé
2
2x2+7—2xy—2y+4x~|—2

A ¥
+<z—x+5—1> —xz—Z—1+xy—2x+y20.



Mainigo izolésana

Vienkarsojot iegstam:
2 2
(z—x+%—1> +x2+yz+1—xy+2x—y20

2 2
(z—x+z—1> +<x—z+1) > 0.
2 2

Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad sakotnéja
nevienadiba ir spéka visiem realiem x, y un z.



Ekstremu meklésana

Biezi vien uzdevumi, kuros prasits noteikt izteiksmes lielako
vai mazako vértibu, ir apslépti nevienadibas pieradisanas
uzdevumi.

Tikai $aja gadijuma papildus japamato, ka izteiksme var
pienemt So ekstremalo vértibu.

Kaut ari varam rakstit, ka x2 > —3 jebkuram realam skaitlim,
tai isti nav nozimes, jo nevienai x vértibai nav spéka x% = -3,
t. i., ekstréms netiek sasniegts.



Ekstréma uzdevumi

Uzdevuma, kura jaatrod lielaka vai mazaka vértiba (ekstréms),
atrisinajumam jasastav no divam dalam:
1) jaatrod vislielaka (vismazaka) vértiba un japarada
piemeérs, kura izpildas visas prasibas;

2) japierada, ka lielaku (mazaku) vértibu iegat nevar.

Otrais punkts izpauzas ar to, ka tiek pieradita kada
nevienadiba, kas risinatajam pasam jaatrod, t. i., ta netiek
teikta prieksa.



Ekstréma uzdevumi

Lidz $im atdalot pilno kvadratu, gluzi neparpalika pari neviens
saskaitamais.

Ekstrému uzdevumos mazaka vai lielaka vertiba bieZi vien
atklasies, kad apkoposim parpalikumus no pilna kvadrata
atdalisanas.

Biezi vien tas izpaudisies, ka tiks atnemta un pieskaitita viena
un ta pati vértiba, lai kopéja izteiksme netiktu mainita, bet
varétu atdalit pilno kvadratu.



Piemeérs

. 2023 . . .
Kada ir izteiksmes x + —— mazaka iespéjama vértiba, ja
x
x>07?



Piemeérs

. 2023 . . -
Kada ir izteiksmes x + —— mazaka iespéjama vértiba, ja
x
x>07?

Atrisinajums. Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegiistam

P2 (5 o (B2 v



Piemeérs

. 2023 . . -
Kada ir izteiksmes x + —— mazaka iespéjama vértiba, ja
x
x>07?

Atrisinajums. Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegiistam

P2 (5 o (B2 v

2
(ﬁ— %> + 24/2023
X



Piemeérs
e 2023 s e e 1.
Kada ir izteiksmes x + —— mazaka iespéjama vértiba, ja
x
x>07?

Atrisinajums. Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegiistam

2
4 202 (J‘) — 242023 +( %) + 242023
X

X

2
(& - /%> + 24/2023 > 242023,
X

jo skaitla kvadrats vienmeér ir nenegativs. Vienadiba izpildas
pie x = +/2023. Tatad dotas izteiksmes mazaka iespéjama
vértiba ir 2/2023.




Parabolas virsotnes

Ta ka pilna kvadrata atdaliSana parasti notiek ar
kvadrattrinomiem, tad ir vérts atceréties, ka pastav atrs veids,
ka noteikt ekstrému tiem — parabolas virsotne.

Ja ax? + bx + c ir kvadrattrinoms, tad tas sasniedz savu
_ - b
ekstrému punkta x, = 22"
Ja parabolas zari ir vérsti uz augsu (a > 0), tad $is atzimés
punktu, kur sasniedz mazako veértibu, bet, ja zari ir vérsti uz

leju (a < 0), tad lielako vértibu.



Piemeérs

Kada ir izteiksmes 3x% — 12x — 7 mazaka vértiba?



Piemeérs

Kada ir izteiksmes 3x% — 12x — 7 mazaka vértiba?

Atrisinajums. Dota kvadrattrinoma virsotne atrodas punkta
x = 2. Tatad ta sasniedz mazako vértibu saja punkta un ta ir
3:4-12-2-7=-19.



Piemeérs

Kada ir izteiksmes 3x% — 12x — 7 mazaka vértiba?

Atrisinajums. Dota kvadrattrinoma virsotne atrodas punkta
x = 2. Tatad ta sasniedz mazako vértibu saja punkta un ta ir
3:4-12-2-7=-19.

Ja ir vélme atdalit pilno kvadratu, tad varam iegut, ka
3x2 —12x — 7 = 3x% — 12x + 12 — 19 = 3(x — 2)? — 19, ko varbut
uzreiz nevaram saskatit.



Uzdevumi patstavigai risinasanai
« Pieradit nevienadibu x? + xy + y? > 0.

* Pieradit, ka visiem realiem skaitliem x un y izpildas
nevienadiba

x2+y2+422x+2y+xy.

2

- Kada ir izteiksmes 2x* — 2x3 — x2 mazaka vértiba?

e Kada ir izteiksmes

a0 +a* +

at +1

mazaka iespéjama vértiba, ja a ir reals skaitlis?



Paldies par uzmanibu!



