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ROBEZAS

Vesturiska retrospekcija

Zenona paradokss

Zenons no Elejas dzivoja 490. - 430. gada pirms misu €ras tagadejas
Italijas dienvidos.

Katru reizi, kad Ahilejs sasniedzis nakamo atzimes punktu, brunurupucis
ticis par vienu talak. Vai Ahillejs tiesam nenokers brunurupuci?
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ROBEZAS

Vesturiska retrospekcija

Izaks Natons un Gotfrids Vilhelms Leibnics

Gotfrids Vilhelms Leibnics Izaks Nitons
(1646 - 1716) (1642 - 1727)

Strad3jot ar bezgaligi maziem lielumiem, Niatons un Leibnics neatkarigi
viens no otra guva ieverojamus rezultatus diferencialrekinu joma.

3/38



ROBEZAS

Vesturiska retrospekcija

Augustins Luiss Ko$r

FranZu matematikis barons Augustins Luiss Ko3T (1789 - 1857)
pirmais precizi formulgja funkcijas robezas definiciju.
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Taisnstura laukums
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

NIERETLOINS
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas definicijas ideja

lim f(x)=A

X—a

Jo tuvak x atrodas punktam a, jo mazak funkcijas vertiba f(x) at3kiras no A.

v
y= f(z)
A+e —
Ap-——--—-----—--- =
A—¢ // I
1 >T
O a—6 ¢ a+d
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ROBEZAS
Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas definicija

y=f(z)
A+e
e 7/
A—¢ :
: x
o a—d0 @ a+d

Definicija

lim f(x) = A tad un tikai tad, ja katram € > 0 var atrast § > 0 tadu,
xX—ra

ka visiem x, kas no a atrodas tuvak ka J attaluma, bet nesakrit ar a,

funkcijas vértiba f(x) no A at¥kiras mazak par e.

limf(x)=A<=Ve>0 3§>0Vx#a: [x—a<d |[f(x)-Al<e

X—a
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana

Domajot par funkcijas robezu, mus interese nevis funkcijas vertiba
$aja punkta (kas bieZi vien nepieder funkcijas definicijas apgabalam
Dr), bet kas notiek ar funkcijas vértibam 37 punkta apkartné.

Janem vér3, ka gan arguments var tiekties uz kadu konkrétu skaitli
vai bezgalibu, gan funkcijas robeza var biit skaitlis vai bezgaliba.

Situacijas var bit $adas:

1.)!11)13 f(x) = A
2.XI|_>n;O f(x) = A
3.)I<[>na f(x) = o0;

4. lim f(x) = occ.

X—00
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana

y
y = f(x)
A+E //
A ,,,,,,,,,,,,,, L _ _ _
A—c¢ // :
1 > X
0] a—~06 24 a+d
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana

Skaitli A sauc par funkcijas f(x) robezu, kad x tiecas uz +oo,

un raksta lim f(x) = A, ja katram pozitivam skaitlim ¢ var
X—r+00

atrast tadu skaitli N, ka ar visam x vertibam, kas lielakas neka N ir
speka nevienadiba |f(x) — A| < e.

Jeb, saisinataja pieraksta:

lim f(x)=A<Ve>0,aN x> N:|f(x)— Al <e.

X—+400
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana

A+e

A—c /
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana

Funkcijas f(x) robeza ir bezgaliba, kad x tiecas uz a, un raksta

lim f(x) = oo, ja katram pozitivam skaitlim M var atrast tadu
X—a

pozitivu skaitli 0, ka ar visam x vértibam, kuram 0 < |x —a| < 4, ir
speka nevienadiba |f(x)| > M.

Jeb, saisinataja pieraksta:

limf(x) =00 VM>0,36>0 0<|x—al<d:|f(x)>M.

X—a
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana

y '
\\y f(z)
M !
S
a—0d i até o
'a "

14/38



ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana

Funkcijas f(x) robezai ir bezgaliba, kad x tiecas uz bezgalibu,
un raksta lim f(x) = oo, ja katram pozitivam skaitlim M var
X—>00

atrast tadu pozitivu skaitli N, ka ar visam x vertibam, kuram
|x| > N, ir speka nevienadiba |f(x)| > M.

Jeb, salsinataja pieraksta:

lim f(x) =co = VM >0,3N >0 |x| > N:|f(x)| > M.

X—00
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasana
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ROBEZAS

Funkcijas robeza

Funkcijas robeZas aprekinasanas piemeri

limx2 =9
x—3

i x+2 3
m —— = —
XI—>1X2—|-3 4

x>—2 16-2 14 7
x>—4 27X 2% 16 8
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ROBEZAS

Dali$ana ar bezgalibu

Pakapes funkcija, kuras kapinatajs ir nepara skaitlis
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ROBEZAS

Dali$ana ar bezgalibu

Pakapes funkcija, kuras kapinatajs ir para skaitlis
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ROBEZAS

Dali$ana ar bezgalibu

Ka dalit ar bezgalibu?

1
im —=0<= Ve>0 3i>0Vx:x>0 0<f(x)<e
X—+00 X

1
im —=0«<= Ve>0 3I6>0Vx:x< -0 —e<f(x)<0

X——00 X

1
im —=0<= Ve>0 3§>0Vx:|x|>d |f(x)|<e

X—00 X
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ROBEZAS

Dali$ana ar bezgalibu

Funkcijas robeZas aprekinasanas piemeri
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ROBEZAS

Dali$ana ar bezgalibu

Funkcijas robeZas aprekinasanas piemeri

: —x XY _ 1 1 _
@3 = i (g ) -
1 1
= lim —4+ |lm —=040=0

x—+00 4X = x—+4o00 3X
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ROBEZAS

Dali$ana ar bezgalibu

Funkcijas robeZas aprekinasanas piemeri

T (S A
L

. 1+2+43+..+2n . (2n+1)n
= |im 3 = |im —
n—-4o00 n n—-400 n

2
— gim 2T i (2+1>—2
n

n——+o00 n n——+4o00o
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ROBEZAS
DalZana ar nulli

K3 dafit ar nulli?

1
lim —=400<=Ve>0 I3I>0Vx:0<x<d f(x)>e¢
x—0t X

1
Iirg ;:—oo<:>V6>0 J6>0Vx: - <x<0 f(x)<-—¢
x—0~

1
Iimo;:oo<:>V€>0 FI>0Vx: x#0&|x| < |f(x)|>¢
X—
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ROBEZAS

DalZana ar nulli

Funkcijas robeZas aprekinasanas piemeri

. 1
lim = -0
x—2— X — 2
. 1
lim =00
x—22 X — 2
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ROBEZAS
DalZana ar nulli

Funkcijas robeZas aprekinasanas piemeri
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ROBEZAS
Nenoteiktiba &2
oo

00 7

K3 novérst nenoteiktibu o !

2
x2+1 %4—%

lim = lim %5 =
x—00 3x2 + 2 x%oo3i_|_l
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ROBEZAS
Nenoteiktiba &2
oo

00 7

K3 novérst nenoteiktibu o !

= lim =
X—r—+00 Lz _ @
x5 x5

L+ %5+5 5

= lim —=~ = ——

X—00 = 6
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ROBEZAS
Nenoteiktiba &2
oo

00 7

K3 novérst nenoteiktibu o !

. x> +7
im —— —
x—+00 2x3 + Bx2 4+ x

5
X 7
. BT 55
= lim 2x3 5x2 x
X—r—+00 2X= X
X + x5 + x5
1+ %
H X
= lim - 5 T = +o0
XDt S5+ 3+ a
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ROBEZAS
Nenoteiktiba &2
oo

9]

K3 noverst nenoteiktibu = ?

im x"+x2+5
x50 X9 BxB 4 xT +5
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ROBEZAS
Nenoteiktiba &2
oo

00 7

K3 novérst nenoteiktibu
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ROBEZAS
Nenoteiktiba g

K3 noverst nenoteiktibu 8?

i x2+4x —5
im-—————=
x—>1X2+2X—3

(x — 1)(x + 5)

x—1(x —1)(x+3)

. x+5 6
= |lim = -
x—1x+3 4

3
2
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ROBEZAS
Nenoteiktiba g

K3 noverst nenoteiktibu 8?

i x3 -8
m ———=
X—>2X2+X—6

— i (x —2)(x*+2x+4)
Cox=2 (x=2)(x+3)

X2 42x+4 12
= lim >Y—F— " " ==
x—2 x+3 5
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ROBEZAS
Nenoteiktiba g

K3 noverst nenoteiktibu 8?

1o VA3 (VKB VKD
x—4  x2—16 it (x2 —16)(1 + v/x — 3)

— Im 1—(x-13) _

x—4 (x2 —16)(1 + v/x — 3)

. 4 —x
A = 16)1+ VX =3)
) 4 —x _
- >|<[>n4 (x—8)(x+4)(1+vx—-3)
im - S
_X—>4(x+4)(1+\/>f) 16
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ROBEZAS
Nenoteiktiba g

K3 noverst nenoteiktibu 8?

’ V1+x2—1 ’ (VI4+x2—=1)(¥/(1+x2)2+V1+x2+1)
m ———-—=1m =
x—0 x? x—0 (M +x2)2 +V1+x2+1)

I 1+x2-1
= lim =
x50 x2(3/(1+x2)2 4+ V1+x2+ 1)

X2

x50 x2(3/(1+x2)2 4+ V1+x2+ 1)

1 1
= lim —
x>0 (14 x2)2+V1i+x2+1 3
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ROBEZAS

Nenoteiktiba g

K3 noverst nenoteiktibu 8?

b—x—4 . 1—x
= |im

V2 ox—D)(B-x+2) AN (V2—x—1)(-x+2)

~ im (1-x)(vV2—x+1) _
x=1 (V2 —x—1)(vV2 = x+1)(v/5 - x+2)

i =02 x41) (-2 x 1)
x—1 (2—X—1)(\/5j+2) x—1 (1_X)(\/m+2)

(\/ -x+1) 2 1
(—x+2) 4 2
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ROBEZAS

Nenoteiktiba co — oo

K3 noverst nenoteiktitbu co — 0o?

~im (=5s i) -
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ROBEZAS

Nenoteiktiba co — oo

K3 noverst nenoteiktitbu co — 0o?

/2 2x — /2 2
lim (Vx?2+2x—x)= i (Vo +2x — X)(VP F 2x+ x) _
X—400 —>+oo (VX% +2x + x)
’ X +2x—x2
= lim
x—r+00 \/x2 + 2x + x
= lim =
X—00 \/x2 +2x + x
2x
X—1+00
L4+ 5+
= lim —— =1
X——+00

1+2+1
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PALDIES PAR UZMANIBU!
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