Lenku izteiksana
[lmars Stolcers, Kims Georgs Pavlovs

1 Ievads

Geometrijas stundas skola parasti uzdevumos tiek prasits aprekinat kadu lielumu, ja zinami dazi
nosacijumi. Olimpiazu uzdevumos tipiski prasitais ir visparigaks - pieradit, ka izpildas kada ipasiba.
Kaut arl daudzi no faktiem, ko izmanto skolas uzdevumos, noder olimpiazu uzdevumu risinasana,
lai veiksmigi risinatu starptautisku sacensibu uzdevumus, nepiecieSsams zinat daudz papildu faktu un
metozu, ko skolas geometrija neapliko. Tacu Saja materiala mes aplikosim pamatmetodi geometrija,
ar kuru noteikti katram lasitajam jau kaut kada mera ir bijusi saskarsme un bez kuras labam iemanam
nav iespejams rekinat lielako dalu geometrijas uzdevumu - lenku izteiksanu.

No lasttajiem tiek sagaiditas pamatzinasanas geometrija - trijstiri, to lenki un Iijas, ieskaitot augstu-
mus, bisektrises, vidusperpendikulus un medianas, ka art ar Stm Iinijam un to krustpunktiem saistitas
1pasibas, lenki pie paralelam taisnem, vienadi un lIidzigi trijsturi, popularie cetrstiru veidi, tostarp par-
alelogrami. Optimala gadijuma ir zinasanas arl par ievilktiem un centra lenkiem rinka linija, lenkiem
pie pieskarem un ievilktu cetrstiiru pazimem.

2 Lenki un rinka Iiijas
Skolas kursa parasti viena no geometrijas témam ir lenki rinka linija. Diemzel pedéjos gados veido-

jas uzskatama tendence atteikties no daudziem geometrijas tematiem matematikas apmaciba. Tadel
aplukosim pamatfaktus par lenkiem rinka linija.

A

Pirmaja zimejuma redzams, ka rinka Iinija ®(ABC) ar centru punkta O uzzimétais centra lenkis
/ZBOC ir 2 reizes lielaks par ievilkto lenki /BAC, kur abi Sie lenki balstas uz loku BC. Tair
vispariga ipasiba, ko var pieradit, novelkot AO un izsakot lenkus.

Otraja zimejuma redzams secinajums, ko var iegtit no minetas ipasibas - divi ievilkti lenki, kas
balstas uz vienu un to pasu loku, ir vienadi (zimejuma ZBAC = ZBDC'). Tas izpildas tadel, ka
attiecigais centra lenkis abiem ievilktajiem lenkiem ir viens un tas pats.

Geometrijas kursa parasti tiek art macitas precizas lenku aprekinasanas formulas, izmantojot rinka
Iinijas loku lielumu, ta¢u olimpiazu uzdevumos parasti precizi lenku lielumi nav tik svarigi - nozimigakas
ir lenku vienadibas un cita veida to attiecibas.



2.1 Vienkarsi piemeri par lenkiem

1.piemers. Trijstur1t AABC punkts [ ir bisektrisu krustpunkts. Pieradit, ka
ZBIC =90° + 3/BAC.

Atrisinajums. Izmantosim ierastos lenku apzimejumus bisektrisu krustpunkta gadijuma, ka ZBAC =
20, ZABC = 2 un £/BCA = 2~. Tada gadijuma viegli redzams, ka

2@+ p+7)=180° = a+f+7=90°" = [f+~7=90°—q.
Aplukojot trijsturi ABIC, redzams, ka

1
/ZBIC =180° — ZIBC — ZICB = 180° — (5 + ) = 180° — (90° — ) = 90° + o = 90° + géBAC’,
kas bija japierada.

Komentars. Uzdevumos lenku izteikSanu varetu vienkarsoti aprakstit sadi - ir kads lenkis, kuram
mes veletos uzzinat ta lielumu, tacu par to trukst informacijas. Lai to ieguitu, mes meklejam veidus,
ka caur citiem lenkiem izteikt mekleto lenki, lidz ta lielums ir viennozimigi iegiits. Saja uzdevuma
lenka lielumu izteikt palidzeja lenku apzimesSana, kas var ieverojami atvieglot risinasanas gaitu, jo
zimejuma var viegli ar vienu burtu atzimet vienadus lenku parus.

2.piemers. Dots trijsturis ABC, kura apvilktas rinka Imijas centrs ir punkts O. Punkts D ir
pamats augstumam, kas vilkts no virsotnes A. Pieradit, ka /ZBAD = ZOAC.

A

Atrisinajums. Pienemsim, ka AD ir trijstura AABC augstums. Apzimesim LABC = (. Tada
gadijuma ZBAD = 90° — (3 (trijstura lenku summa ABAD). leverosim, ka ZAOC = 2§, jo tas ir
centra lenkis, kas savelk loku AC. Atzimesim, ka trijsturis AAOC' ir vienadsanu, jo AO = OC ka
radiusi. Lidz ar to ZCAO = 90° — 3. Secinam, ka /BAD = ZC AQO, kas ar1 bija japierada.

Komentars. Kad risinasanas gaita ir japierada, ka divi lenki ir vienadi, péc biutibas pieradijums
vienmer balstas uz katra lenka atkartotu izteikSanu caur citiem lenkiem, lidz tiek iegtits, ka abus lenkus
1steniba var izteikt vienada veida. Loti biezi uzdevumos ir verts izveleties sakotnéji doto figuru ka
atskaites figiru, ar kuras lenku palidzibu tiks izteikti prasitie lepki. Saja uzdevuma ka atskaites
figura ir izvelets AABC.



2.2 Tevilkti lenki

3.piemers. Dots trijsturis ABC', kura ievilktas rinka linijas centrs ir punkts I. Punkts My ir
viduspunkts lokam BC', kurs nesatur punktu A. Pieradit, ka M ir trijstura BIC apvilktas rinka
Iinijas centrs.

AN

Atrisinajums. Ta ka AI ir lenka Z/BAC bisektrise, tad ta dala loku, uz kuru balstas lenkis, divas
vienadas dalas (jo ievilkta lepka lielums ir puse no loka lieluma, uz kuru tas balstas, tapéec vienadiem
lenkiem atbilst vienadi loki). Tadel punkti A, I, M4 atrodas uz vienas taisnes. Vienadus lokus arl
savelk vienadas hordas, tapec M,B = M4C.

[zmantosim ierasto konvenciju, ka /BAC = 2a, ZABC = 28 un /BCA = 2. leverosim, ka
/MsBC = ZM4AC = «, jo tie balstas uz vienu loku, tatad /MBI = /ZM,BC + ZCBI = o+ £.
Aplukojot trijsturi ABI A, redzams, ka arejais lenkis /BIM, = ZIBA+ ZBAI = 3+ a. Secinam, ka
MBI = ZBIMjy = a+ B, lidz ar to MyB = M 4I. Saliekot to kopa ar My B = M4C, iegustam, ka
punkti B, I, C atrodas vienada attaluma no punkta M4 jeb tie atrodas uz rinka linijas ar centru M4
un radiusu M4 B, kas dod prasito.

4.piemers. Trijsturt AABC punkts [ ir bisektrisu krustpunkts. Ar Mp un Mg apzimesim
®(ABC) mazo loku AC un AB viduspunktus. Pieradit, ka Al 1 MpMc.

Atrisinajums. Iepriekseja piemera noskaidrojam, ka trijstura lenku bisektrises iet caur trijstura
apvilktas rinka Imijas attiecigo loku viduspunktiem. Tatad punkti B, I, Mg un C, I, M¢ ir kolineari.
Lidz ar to varam izteikt LZCMoMp = ZCBMp = %ACBA. Ta ka no l.uzdevuma zinams, ka
ZCTA =90° + %ACBA, tad ZAIMs = 90° — %ACBA. No ta viegli redzet, ka taisnes AI un MM

ir perpendikularas, apliikojot So taiSnu un nogriezna Mq1 veidoto trijstiri.



5.piemers. Dots trijsturis ABC, kura izvelets punkts 7', kas apmierina $adas lenku sakaribas:
/BTC =/BAC +60°, ZCTA=/CBA+60°, ZATB=/ACB + 60°.

Stari AT, BT,CT krusto trijstuira ABC' apvilkto rinka Imiju attiecigi punktos A;, By, C;.
Pieradit, ka trijsturis A, B,C} ir vienadmalu.

Atrisinajums. Aprekinasim lenki /By A;C. leverosim, ka /B A\ T+/C1 AT = /B A,C. leverosim,
ka no trijsturu B1T'A; un C1T Ay ieksejo lenku summas izriet, ka

ZBlAlCl = ZBlAlT + églAlT =
- (1800 - 4AlBlT - 4BlTA1) + (1800 - 401TA1 - éAlClT) -
- 3600 - (éBlTAl + AC’lTAl) - (lAlBlT + LAlClT)

leverosim, ka /BT Ay = ZATC un LCTA, = ZATB. Lidz ar to

/B, TA, + LC\TA, =
— 60° + ZABC 4 60° + ZACB =
= 120° + (180° — ZBAC) =
— 300° — ZBAC

leverosim, ka ZA1 BT = ZA1AC un LTC1 Ay = ZBAA,, lidz ar to
Tada gadijuma /By A;C] vienkarsojas par

ABlAlcl = 3600 - (ZBlTAl + ZC’lTAl) - <4AlBlT —|— ZAlclT) -
= 360° — (300° — ZLBAC) — ZBAC =
= 60°.

Analogiski varam pieradit, ka atlikusie trijstura A; B1Cy lenki ir 60°, kas dod prastto.

Komentars. Biezi izmantota ideja uzdevumos ir sadalit lenki mazakas dalas, kuras uzdevuma
var vieglak izteikt. Saja uzdevuma /ZB;A;Cy tika izteikts mazakas dalas. Alternativs §is pieejas
izmantosSanas veids ir izteikt lenki ka starpibu starp lielaku lenki un lieko dalu.



2.3 Pieskares lenkis

Aplukosim situaciju, kura trijsturim ABC' uzzimeta apvilkta rinka linija un punkta B novilkta pieskare
BD.

>

Tad izpildas lenku vienadiba ZCAB = ZCBD. Lenki ZCBD ierasti sauc par hordas-pieskares lenksi.
Sos lenkus daudz izmanto uzdevumos, kur ir dotas pieskares. Ka arT, ja caur trijstiira virsotni novilkta
taisne, kura izpilda mineto lenku vienadibu, tad var secinajumu apgriezt un iegiit, ka minéta taisne
tadel ir pieskare trijstiira apvilktajai rinka liijai. Pieskares biis svarigas talakajas geometrijas temas
saistiba ar punkta pakapi un projektivo geometriju.

6.piemers. Dots trijsturis ABC, kura apvilktas rinka linijas centrs ir punkts O. Punkts D ir
pamats augstumam, kas vilkts no virsotnes A. Pieradit, ka /BAD = ZOAC.

Atrisinajums. Ta ka XY ir ©(AXC) pieskare, tad ZACX = ZY X A. No otras puses, ir zinams,
ka ap cetrsturi AX BY var apvilkt rinka Imiju, tapec /Y BA = /Y X A ka lenki, kas balstas uz vienu
loku. Ieverosim, ka AABC' ir vienadsanu, kura BA = BC, kas nozime, ka / XCA = /BAC'. Secinam,
ka /ZBAC = ZXCA = /Y XA = ZYBA, kas nozime, ka BY || AC, kas ar1 bija japierada.



7.piemers. Dots vienadsanu trijsturis, kuram AB = AC. Punkti O un [ ir attiecigi apvilktas un
ievilktas rinka Iinijas centri. Trijsturim ABIO apvilkto rinka liniju apzimeésim ar w un pienemsim,
ka ta krusto ®(ABC) punkta D. Pieradit, ka AD ir w pieskare.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka punkti D, I, C ir kolineari (atrodas uz vienas taisnes). No
rinka Iinijas ®(DOIB) zinams, ka Z/BDI = ZBOI, jo tie balstas uz vienu loku. Ta ka taisne,
kas iet caur punktiem A,QO, [ ir vienadsanu trijstura ABAC vidusperpendikuls, tad simetrijas dél
/ZBOI = %ABOC. Ta ka ZBOC' ir centra lenkis rinka Imija ©®(BAC), tad ZBOC = 2/BAC —
/BOI = ZBAC. Varam arl ieverot, ka Z/BDC = ZBAC, jo tie balstas uz vienu loku rinka Imija
®(BDAC). Tatad ZBDI = ZBOI = ZBAC = ZBDC, no ka varam secinat, ka punkti D,I,C
atrodas uz vienas taisnes (no uzdevuma dota acimredzami, ka I un C atrodas viena plaknes pusé un
viena virziena no taisnes BD).

Talak apzimesim ZACB = 2a = ZCBA, jo trijsturis AABC' ir vienadsanu. No rinka linijas ©(BDAC)
viegli ieverot, ka ZACD = ZABD = «, jo tie balstas uz vienu loku un CT ir bisektrise. Lidz ar to
/IBD = /IBA+ ZABD = ZICB + ZACD = ZACB = 2a«a, kur atkartoti tika izmantots fakts,
ka BI un CT ir bisektrises vienadsanu trijsturt. Papildus no minétas rinka linijas varam iegut, ka
LCDA = ZCBA = 2a, jo minetie lenki balstas uz vienu loku. Tatad ZCDA = ZIBD = 2a, kas no
apgrieztas pieskares 1pasibas nozime, ka AD ir ©(DOI B) pieskare, kas pierada prasito.

Komentars. Pirmkart, saja uzdevuma varam redzet, ka var pieradit, ka tris punkti atrodas uz
vienas taisnes - nepieciesams pieradit, ka divas taisnes atrodas vienada lenkt pret treso taisni, tatad
tas ir sakritosas (Seit tikai japiedoma, lai lenku rotacija butu vienada, jo potenciali tadu pasu lepki
varetu dot simetriska taisne no pretéjas puses).

Otrkart, §1 uzdevuma viena no pamatidejam ir pieradit, ka punkts D isteniba atrodas uz ZACB
bisektrises, kas ieverojami atvieglo talako lenku izteiksanu. Griitakos geometrijas uzdevumos ar sadu
1pasibu uzminesanu ir jasaskaras biezi, jo nepiecieSsams ieverot lietas, kas nav dotas un ko nevar triviali
secinat no dota. Gan Saja uzdevuma, gan lidzigos to pamanit var palidzet precizs un liels zimejums,
kura var izvirzit hipotézes un meginat tas pieradit.



8.piemers. Dots taisnlenka trijsturis AABC, kuram Z/BAC = 90°. Uz ©(ABC) mazajiem
lokiem AB un AC ir izveleti patvaligi punkti Cy un By. Taisne BB, krusto nogriezni AC' punkta
By, savukart taisne C'Cy krusto nogriezni AB punkta C,. Pieradit, ka rinka Imijas AB; By un
AC:Cy pieskaras viena otrai.

Atrisinajums. Pienemsim, ka AX ir ©(AByB;) pieskare punkta A. Tada gadijjuma a = LCAX =
/B1ByA. No otras puses, /ZBCA = /B1ByA = « ka lenki, kas balstas uz viena loka. Ta ka ABAC
ir taisnlenka, tad ZABC = 90° — «. leverosim, ka ZABC = LAC,C = LAC,C; = 90° — «a, tacu
LC1AX = LA — ZCAX = 90° — a. Secinam, ka ZC1CyA = ZC1AX = 90° — a. No apgrieztas
pieskares Tpasibas izriet, ka AX ir ©(CyC1A) pieskare. Tas nozime, ka abas rinka Iimijas ©®(C1CyA) un
®(ByBoA) pieskaras punkta A, kas ar bija japierada.

Komentars. Saja uzdevuma bija nepieciesams pieradit, ka divas rinka ITnijas pieskaras - to parasti
veic pec uzdevuma risinajuma izmantotas shemas, kura pierada, ka divam rinka liijam viena un taja
pasa punkta ir sakritosas pieskares. Tada gadijuma var no simetrijas pieradit, ka abam rinka Imijam
ir tiesi viens kopigs punkts, tacu to parasti olimpiades atseviski nepierada un pienem ka visparzinamu
faktu.



3 lIevilkti cetrsturi

Olimpiazu geometrijas uzdevumos starptautiskas sacensibas visbiezak mekletas un izmantotas figtiras
ir ievilkti cetrstiiri. Bez veiksmigas to pamaniSanas un izmantoSanas nav iesp€jams vairuma rekinat
jebkuras griitibas uzdevumus. Ievilkto cetrstiru nozimiba bis labak uzskatama talakajos piemeros,
tacu tie ir loti specigs riks, lai pa zimejumu dazos solos parvietotu un izteiktu vienadus lenkus vietas,
kur uzdevuma dotais nepalidz. Lai tos veiksmigi izmantotu, aplukosim to noteikSanas pazimes.

1.zimejuma redzama klasiska ievilktu cetrstiru 1pasiba - ja cetrstiira pretejo lenku summa ir 180°,
tad tas ir ievilkts rinka linija (ziméjuma Z/BAD + ZBCD = 180°). ST 1pasiba darbojas ari apgriezta
virziena.

2.zimejuma redzams papildinajums 1.1pasibai, izmantojot blakuslenkus. Ja preteja lenka blakuslenkis
ir vienads ar sakotnejo lenki, tad Getrstiiris ir ievilkts rinka lnija (zimejuma LADC = ZABX). So
1pasibu biezi vien ir vieglak pamanit, jo parasti ziméjuma atzime vienadus lenkus. ArT §1 1pasiba dar-
bojas apgriezta virziena.

3.zimejuma redzama Ipasiba, kura ir iegistama no ieprieks aplukotajam ievilktu lenku 1pasibam.
Ja divi lenki, kas balstas uz vienu un to pasu nogriezni, ir vienadi, tad attiecigais cetrstiiris ir ievilkts
ripka lmija (zimejuma ZBAC = ZBDC). Sis ipadibas apgriezto versiju mes redzejam jau ieprieks.

Lai ievilktus cetrsturus veiksmigi izmantotu uzdevuma, ir nepiecieSams apzinati tos meklet. Vis-
biezak var pamanit vienu no lietam - vai nu kadi ¢etri punkti izskatas, ka tie varetu atrasties uz vienas
rinka linijas, vai ar1, analizejot uzdevuma pieradamo, izdodas iegut, ka ¢etrsturim btuitu jabtut ievilktam,
lai izpilditos prasitais. Talakie piemeri ir balstiti uz ievilktu cetrstiiru meklesanu.

3.1 Meklesana zimejuma

l.piemers. Trijstur1 AABC novilkti augstumi AD, BE, CF, kuri krustojas punkta H.
Pieradit, ka punkts H ir ADEF bisektrisu krustpunkts.

A

»
.......
-------



Atrisinajums. Ta ka /BFC = ZADB = /ZBEC = 90°, tad ap cetsturiem BFHD, DHEC un
BFEC var apvilkt rinka Imijas, jo to pretejo lenku summa ir 180°. Tas nozime, ka /FBE = /ZFCFE
ka lenki, kas balstas uz vienu loku. No otras puses, ta pasa iemesla del /FBFE = ZFDH un
/FCFE = /ZHDE. Varam secinat, ka /ZFDH = ZEDH , kas nozime, ka DH ir lenka ZF DFE bisektrise.
Analogiski var pieradit, ka FH, EH ir lenku ZFFD un ZFED bisektrises, kas nozime, ka punkts H
ir ADEF ir bisektrisu krustpunkts, kas arT bija japierada.

Komentars. Saja uzdevuma uzskatami redzama bieza ideja geometrijas uzdevumos - ja zimejuma ir
daudz lenku, kas ir 90° gradus lieli, tad ziméjuma var atrast daudz cetrstiiru, kas ir ievilkti rinka Imija.
Seit arT redzama jega ievilkto Getrstiiru meklesanai - tie lauj pa ziméjumu loti atri iegtit daudz vienadu
lenku paru, kurus var izmantot, lai izteiktu mekletos lenkus. To uzskatami ilustres arl visi nakamie
piemeri.

2.piemers. Dota vienadsanu trapece ABCD, kur BC || AD. Rinka Inija w, kas iet caur
punktiem B un C, krusto nogriezni BD punkta Y, bet nogriezna AB pagarinajumu punkta X.
Pieskare punkta C' rinka Imijai w krusto nogriezni AD punkta Z. Pieradit, ka punkti XY, 7
atrodas uz vienas taisnes.

Atrisinajums. Atrisinajums sastaves no diviem soliem.

1.solis Ap cetrsturi CY ZD var apvilkt rinka liiju.
Pieradijums: No pieskares Ipasibas izriet, ka /Y BC' = ZYCZ. No otras puses, BC || AD, tapéec
ZYBC = ZYDA. Lidz ar to secinam, ka /Y CZ = ZY DA, kas nozime, ka ap cetrsturi C'Y ZD var

apvilkt rinka Imiju.

2.solis: Punkti X,Y, Z atrodas uz vienas taisnes.

Pieradijums: Apzimesim, Z/CDA = «. Ta ka ap c¢etrsturi C'Y ZD var apvilkt rinka Imiju, ZZYC =
180° — ZCDZ = 180° — a. No otras puses, ZABC = 180° — « (no vienadsanu trapeces ABCD).
leverosim, ka ap cetrsturi X BY C' var apvilkt rinka liniju, tapec ZCY X = 180° — ZABC = «. Lidz ar
ZC0Y X 4+ ZCY Z = 180°, kas nozime, ka punkti X, Y, Z atrodas uz vienas taisnes, k.b.j.

Komentars. Saja uzdevuma redzams vel viens veids, ka pieradit, ka tris punkti atrodas uz vienas
taisnes - pieradit, ka divu lenku, kuri atrodas blakus, summa ir 180°, tatad isteniba tie ir blakuslenki
un to malas veido vienu un to pasu taisni.



3.piemers. Dots paralelograms ABCD, kura diagonales krustojas punkta O. Uz nogriezna
BC ir atlikti tadi punkti £ un F', ka taisnes AE un DF pieskaras ©(AOD). Pieradit, ka taisnes
AE un DF ir ar1 ©(EOF) pieskares.

Atrisinajums. Atrisinajums sastaves no diviem soliem.

1.solis Ap cetrsturiem ABFEO un OFCD var apvilkt rinka linijas.

Pieradijjums: Ta ka FA ir ©(AOD) pieskare, tad ZEAO = ZODA. No otras puses, meés zinam, ka
BC' || AD, tapec ZODA = ZOBE. Tas nozime, ka ZOBE = ZOAFE, lidz ar to ap Cetrsturi ABEO
var apvilkt rinka liiju. Analogiski pierada to, ka ap cetrsturi OFC'D var apvilkt rinka liniju.

2.s0lis AE un DF ir ®(OEF) pieskares.

Pieradijums: Ieverosim, ka ta ka ap cetrsturi OFCD var apvilkt rinka lIniju, tad ZOFD = Z0OCD.
No otras puses, mes zinam, ka AB || CD, tapec ZOCD = ZOAB. Tac¢u ap ¢etrsturi ABEO var apvilkt
rinka liniju, tapec ZOAB = ZOFF. Varam secinat, ka ZOFD = ZOFEF. No apgrieztas pieskares
Ipasibas izriet, ka DF ir ©®(EFO) pieskare. Analogiski var pieradit, ka DF ir ©@(EFO) pieskare, k.b.j.
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4.piemers. Dots Saurlenku trijsturis ABC. Uz ta malas BC ir izvelets patvaligs punkts D.
Zinams, ka ©(ADB) krusto malu AC punkta M, bet ®(ADC) krusto malu AB punkta N. Ar
E apzimesim AAM N apvilktas rinka Iiijas centru. Pieradit, ka ED 1 BC.

Atrisinajums. Ta ka ap cetrsturi AM DB var apvilkt rinka Iiniju, tad ZM DC = ZA. Lidzigi varam
spriest, ka ta ka ap cetrsturi ANDC' var apvilkt rinka lmiju, tad ZNDB = ZA. Tas nozime, ka
/ZMDN = 180°— ZNDB — ZMDC = 180° — 2/ A. Atcerésimies, ka punkts F ir AAMN apvilktas
rinka Imijas centrs, Iidz ar to ZNEM = 2/A ka centra lenkis. leverosim, ka /NEM + /NDM =
2/A 4+ 180° — 2/ A = 180°, tapeéc ap Cetrsturi EM DN var apvilkt rinka Imiju.

Ta ka punkts F ir AEMN apvilktas rinka Imijas centrs, tad EM = EN un /ZNEM = 2/A, kas
nozime, ka ZEMN = 90° — ZA. Lidz ar to ZEMN = ZEDN = 90° — ZA ka lenki, kas balstas uz
viena loka. Tas nozime, ka /FDB = /ZEDN+/NDB = 90°—ZA+ /A = 90°, kas lauj mums secinat,
ka ED 1 BC, kas ar1 bija japierada.

Komentars. Sis uzdevums ir laba ilustracija par to, ka biezi vien bez ievilktajiem Getrstiriem nemaz
1sti nevar pieradit uzdevuma prasito, tacu pasus ievilktos cetrsturus tik viegli uzdevuma nevar pamanit.
Tadel jebkura geometrijas uzdevuma vienmer ir nepiecieSams pieverst uzmanibu, vai kads iegutais fakts
var palidzet iegtit ievilktus cetrstiirus.
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5.piemers. Dots izliekts cetrsturis ABCD ar 1pasibu, ka punkts D atrodas ©®(ABC) iekspuse
un atrodas uz ZABC bisektrises. Taisnes AD un C'D krusto ®(ABC) attiecigi punktos P un Q.
Savukart taisne, kas vilkta caur punktu D paraleli taisnei AC, krusto taisnes AB un BC' attiecigi
punktos R un S. Pieradit, ka punkti P, @), R, S atrodas uz vienas rinka linijas.

.
....
"""""""
..........

Atrisinajums. Atrisinajums sastaves no vairakiem soliem.

1.solis: Ap cetrsturiem DBR(Q un DBSP var apvilkt rinka Iijas.

Pieradijums: Ieverosim, ka /BAC = ZBRD un /BCA = Z/BSD, jo AC || RS. No otras puses, més
zinam, ka /BAC = Z/BQC = ZBQD un /BCA = ZBPA = ZBPD Xka lenki, kas balstas uz viena
loka. Lidz ar to ZBRD = ZBQD un /BSD = /BPD, kas nozime, ka ap ¢etrsturiem BRQD un
BQPS var apvilkt rinka Iinijas, jo vienadie lenki balstas uz vienu nogriezni, kas ar1 bija japierada.

Pienemsim, ka BD krusto ®(ABC') punkta 7.

2.solis: Punkti R,Q,T un S, P,T ir kolineari (atrodas uz vienas taisnes).

Pieradijums: Pienemsim, ka ZABD = ZDBC = « (BD ir lenka ZABC bisektrise). Ta ka ap
cetrsturi BRQD var apvilkt rinka Iiniju, tad ZRQD = 180° — ZABD = 180° — a. No otras puses, mes
zinam, ka Z/DBC = /TBC = ZCQT = ZDQT = « ka lenki, kas balstas uz vienu loku. Lidz ar to
ZRQT = ZRQD + ZDQT = 180° — o + a = 180°. Tas nozime, ka punkti R, @), T atrodas uz vienas
taisnes. Analogiski pierada, ka punkti S, P, T atrodas uz vienas taisnes.

Atliek ieverot, ka ta ka ap cetrsturi BRQ D var apvilkt rinka Iiniju, tad ZDBQ = ZDRQ) = ZSRQ. No

otras puses, mes zinam, ka ZDBQ = ZQPT), jo tie balstas uz vienu loku. Secinam, ka ZSRQ = ZQPT,
kas nozime, ka ap cetrsturi PQRS var apvilkt rinka liniju, kas art bija japierada.
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3.2 Piecu punktu triks

Reizem uzdevumos izdodas veiksmigi atrast kadu cetrstiri, kuram butu jabut ievilktam. Tomer izradas,
ka ap kadu no cetrstiira virsotnem lenkus izteikt ir loti griiti, tadel no ierastas lenku izteiksanas neizdo-
das pieradit, ka Sie cetri punkti ir uz vienas rinka Iinijas. Tada gadijuma paliga var nakt piecu punktu
triks - pieradit, ka uz mekletas rinka linijas atrodas vel piektais punkts. Nemot So punktu ar trijiem
no sakotnejiem cetriem punktiem, var pieradit, ka veidojas vairaki citi ievilkti ¢etrsturi, kuri isteniba
ir ievilkti viena un taja pasa rinka Imija, tadejadi pieradot sakotneji velamos cetrus punktus uz rinka
Iiijas. Sis princips darbojas, jo jebkuri 3 punkti atrodas uz vienas unikalas rigka linijas.

6.piemers. Dots trijsturis ABC, kura ZBAC = 60°. Ar punktiem H, I, O apzimesim attiecigi
AABC ortocentru (augstumu krustpunktu), incentru (bisektrisu krustpunktu) un apvilktas rigka
Iiijas centru. Pieradit, ka trijstura H IO apvilkta rinka linija iet caur punktu B.

Atrisinajums. Pirmaja materiala piemera mes pieradijam, ka /BIC = 90° + %ABAC’ = 120°.
leverosim, ka Z/BOC = 2/BAC = 120° ka centra lenkis. Esam ieguvusi, ka Z/BIC = ZBOC = 120°,
kas nozime, ka punkti B, I, O, C atrodas uz vienas rinka linijas.

Pienemsim, ka BH krusto AC punkta X un CH krusto AB punkta Y. Ieverosim, ka ZHXA =
ZHY A = 90°, kas nozime, ka ap cetrsturi AX HY var apvilkt rinka Imiju. Tada gadijuma ZBAC +
/XHY =180° = /BHC = /ZXHY = 180°—60° = 120°. Tas nozime, ka /BHC = ZBOC = 120°,
kas nozime, ka punkti B, H, O, C' atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Esam ieguvusi, ka punkti B, H,O,C un B,I,O,C atrodas uz vienas rinka linijas, kas nozime, ka
visi 5 punkti B, H, I, 0, C atrodas uz vienas rinka linijas (ko unikali definé punkti B, O, C), kas dod
prasito.

Komentars. Saja uzdevuma piektais punkts ir C, ar kura palidzibu var daudz vieglak iegtit ievilktos
cetrstirus BHOC un BIOC, jo lenku ZBIC, ZBOC un ZBHC lielums ir labi zinams jebkuram
pieredzejusam risinatajam.

Jaatzime, ka patvaliga trijstirmt minetie 5 punkti neatrodas uz vienas rinka linijas - Saja uzdevuma
to nodrosinaja 1pasais nosacijums, ka ZBAC = 60°.
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7.piemers. Dots platlenka trijsturis ABC' ar plato lenki /B un augstumiem AD, BE,CF.
Punkti 7" un S ir attiecigi nogrieznu AD un C'F viduspunkti. Punkti M un N ir attiecigi punkta
T simetriskie attelojumi pari taisnem BE un BD. Pieradit, ka S atrodas uz trijstura BM N
apvilktas rinka Imijas.

Atrisinajums. Definésim punktu H ka taisnu AD un F'C krustpunktu. Viegli ieverot, ka punkts B
ir trijstura AHC augstumu krustpunkts, tapec punkti E, H, B atrodas uz vienas taisnes.

1.solis: Ap cetrsturi BN HM var apvilkt rinka liniju.

Pieradijums: Ieverosim, ka BT = BN, tapec ZBTN = ZBN'T. No otras puses, HT' = HM, tapec
no simetrijas apsverumiem izriet, ka /BTH = ZBMH. 1idz ar to Z/ZBNT = ZBM H, kas nozime, ka
ap Cetrsturi HN BM var apvilkt rinka Imiju.

2.solis: Ap cetrsturi HN BS var apvilkt rinka Imiju.

Atrisinajums: leverosim, ka ap cetrsturi ADFC var apvilkt rinka liniju, jo ZADC = ZAFC = 90°.
Lidz ar to ZDAB = ZFCB ka lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka. Lidz ar to AADB ~
ACFB. Ta ka punkts T ir nogriezna AD viduspunkts, bet punkts S ir nogriezna F'C' viduspunkts,
tad nogriezni BT un B.S ir atbilstosie nogriezni lidzigos trijsturos, tapec /BTN = ZBSH. Tacu
/BSH = /BTN = /ZBNT, kas nozime, ka ap cetrsturi H N BS var apvilkt rinka liniju.

Ta ka ap cetrsturiem HN BS un HN BM var apvilkt rinka linijas, tad secinam, ka punkti H, N, B, M, S
atrodas uz vienas rinka lijas, kas atrisina uzdevumu.
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8.piemers. Dots trijsturis ABC, kura AB < AC un bisektrisu krustpunkts ir I. Punkts
E izvelets uz malas AC' ta, ka izpildas AE = AB. Punkts G izvelets uz taisnes ET ta, ka
/IBG = ZCBA un I atrodas starp punktiem E un G.

Pieradit, ka taisne Al, caur F vilktais perpendikuls pret AE un lenka ZBGI bisektrise krustojas
viena punkta.

Atrisinajums. Ar X apzimejam pret AE caur F vilkta perpendikula un Al krustpunktu.

1. solis. Punkti A, F, X, B, G atrodas uz vienas rinka Imijas.

Pieradijums: Ta ka ABAEFE ir vienadsanu un Al - Z/BAFE bisektrise - ir ta simetrijas ass, tad no
simetrijas un dota ZXBA = ZAEX = 90°. Tatad LXBA + ZAEX = 180°, kas pierada, ka punkti
A, E, X, B atrodas uz vienas rinka linijas.

Talak aplukojam ZCBG. No dota zinams, ka ZIBG = ZCBA. No abiem Siem lepkiem atnemot
to kopigo dalu ZI BA, iegustam, ka ZABG = ZCBI. Taka I ir ACBA incentrs, tad ZCBI = ZIBA.
No ieprieks iegutas simetrijas varam secinat, ka ZIBA = ZAFI. Tatad

/ZABG = /ZCBI = ZIBA = ZAFEI = ZAEG,

kas pierada, ka punkti A, E/, B, G’ atrodas uz vienas rinka Iijas. Ta ka abam iegutajam rinka Imijam
sakrit 3 punkti, tas ir sakritosas, kas pierada soli.

2. solis. GX ir ZBGI bisektrise.

Pieradijums: No 1. soli iegtitas simetrijas varam secinat, ka X B = X E. Tad cetrsturt X BGE varam
secinat, ka hordas X B un X FE savelk vienadus lokus, tadel Z/BGX = ZXGFE, kas pierada, ka GX ir
/BGI bisektrise. Lidz ar to varam secinat, ka uzdevuma prasitais izpildas.

Komentars. Saja uzdevuma ka piekto punktu var uztvert A - caur to ir iespejams pieradit, ka punkti
G, B, X, E atrodas uz vienas rinka linijas, kas péc tam diezgan vienkarsi dod prasito. Tomer §is piemers
jau realistiskak parada starptautisko olimpiazu geometrijas uzdevumus - tajos biezi vien nepieciesams
iegiit vairakus rezultatus ar dazadam metodem, lai no tiem visiem kopa iegtitu prastto.

Seit piecu punktu triks mums palidzéja iegit papildu informaciju, tomeér ar to tikai nepietiek,
lai atrisinatu uzdevumu, jo sakotnéji nepieciesams gudri izveleties punkta X definiciju, lai to varetu
veiksmigi iesaistit uzdevuma. Vairak sadus griitakus uzdevumus apliikkosim talakajos piemeros.
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4 Grutaki piemeri no olimpiadem

1.piemers. Dots izliekts cetrsturis ABCD | kas ir ievilkts rinka Imija un kam izpildas DA <
AB = BC < CD. Punkti F un F ir izveleti attiecigi uz malam C'D un AB ta, ka BE 1 AC un
EF || BC. Pieradit, ka FB = FD.

Atrisinajums. Atrisinajums sastaves no vairakiem soliem.

1.solis: Ap cetrsturi DAF'E var apvilkt rinka Imiju.
Pieradijums: Ileverosim, ka /BCD = ZFED = 180° — ZDAB = 180° — ZDAF'. Tas nozime, ka
cetrstura DAF'E pretejo lenku summa ir 180°, tapec ap So Cetrsturi var apvilkt rinka Imiju.

leverosim, ka punkti £ un F' atrodas uz nogriezna AC' vidusperpendikula, tapec AE = EC. Tas
nozime, ka /EAC = /ZECA =a un ZDEA = 2a, jo tas ir AAEC aréjais lenkis.

2.solis: Ir speka sakartba F'D = FB.

Pieradijums: Ta ka ap cetrsturi DAF'E var apvilkt rinka liju, tad ZDEA = ZDFA = 2a. No
otras puses, mes zinam, ka ap cetrsturi ABC'D ar1 var apvilkt rinka Iiniju, tapec ZDCA = ZECA =
LABD = /FBD = «. Lidz ar to varam secinat, ka /ZFDB = /DFA — ZFBD = «. Tas nozime, ka
/FBD =/FDB=a = FB=FD.

No ieprieksejiem soliem izriet prasitais.
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2.piemers. Dots rombs ABC'D un rigka Imija ['g, kuras centrs ir punkta B un kuras radiuss
ir BC. Novilkta art rinka linija I'¢, kuras centrs ir punkta C' un kuras radiuss ir BC'. Vienu no
rinka Imiju I'g un I'c krustpunktiem apzimesim ar E. Taisne ED krusto I'g punkta F. Atrast
visas iespejamas lenka ZAF' B vertibas.

Atrisinajums. Atrisinasim uzdevumu, ja romba ZABC ir plats. Gadijumu, ja tas ir Saurs, risina
analogiski.

1.solis: AAF B ir vienadmalu.

Pieradijums: Ta ka BC' = C'E ka radiusi 'c un BC' = BFE ka radiusi ', tad CE = BC' = BE un
trijsturis BC'E' ir vienadmalu.

Apzimejam LAFE = ZACE = a un ZABFE = 2a (vienadi lenki un centra legkis I'g). Varam ieverot,
ka ZABC = ZABE+ /ZEBC = 2a+60°. Tad no romba lenkiem /BC'D = 180° — ZABC = 120° —2a..
Tada gadijuma ZECD = /BCD — ZBCFE = 60° — 2a. Ta ka AECD ir vienadsanu, tad ZCDFE =
0.5(180° — ZEC'D) = 60° + «. Ta ka romba pretéjie lenki ir vienadi, tad ZCDA = ZABC = 2a:+ 60°.
Lidz ar to ZFDA = /FEDA = /ZCDA — ZCDFE = (2a + 60°) — (60° + «) = «.

Varam redzet, ka /ZFDA = o« = LZAFD — AF = AD. No romba ABCD malam zinams, ka
AB = AD, bet no I'g, ka AB = BF ka radiusi. Tatad

AD = AF = AB = BF,
kas nozime, ka AAF B ir vienadmalu.

No AAF B uzreiz secinam, ka vieniga iespejama ZAF B vertiba ir 60°.
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3.piemers. Dots izliekts cetrsturis ABCD, kura izpildas ZCAD + Z/BCA = 180° un AB =
BC + AD. Pieradit, ka /BAC + ZACD = Z/CDA.

Atrisinajums. Pienemsim, ka taisnes AD un BC krustojas punkta 7. leverosim, ka /BCA =
180° — LC'AD = LT AC. Tas nozime, ka AT AC' ir vienadsanu, lidz ar to ZATC = 180° — 24T AC.

Atliksim uz nogriezna AB tadu punktu X, ka AD = AX, tad ta ka AB = BC + AD, tad izriet,
ka BX = BC. Apzimesim ZADX = ZAXD = a un /BXC = /BCX = (. Aplukosim ADAX
un ABXC arejo lenkus /TAB un /TBA. leverosim, ka / TAB = ZADX + ZAXD = 2a un
LTBA=/BXC+ £ZBCX = 2. Secinam, ka:

180° — 2/TAC = LATC = 180° — L/TAB — ZABT = 180° — 2o — 28 — /LTAC =a+p
No Sejienes izriet, ka ZCAD = 180°— LTAC =180°—a— 3 =180°—LAXD - /BXC = ZDXC. Tas
nozime, ka ap cetrsturi DAXC' var apvilkt rinka Imiju. leverosim, ka ZACD = ZAXD = ZADX un

/BAC = /X DC ka lenki, kas balstas uz viena loka. Lidz ar to /ZBAC+/ZACD = /XDC+/ADX =
ZCDA, kas ar1 bija japierada.
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4.piemers. Dots vienadsanu trijsturis AABC, kuram izpildas, ka AB = AC. Punkts M ir
nogriezna BC' viduspunkts, savukart punkts P ir tads, ka PB < PC un PA || BC. Punkti X
un Y ir izveleti uz nogrieznu PB un PC pagarinajumiem ta, ka ZPXM = ZPY M. Pieradit, ka
ap Cetrsturi APXY var apvilkt rinka Imiju.

Atrisinajums. Piepemsim, ka ®(BM X) krusto taisni AM punkta Z.

1.solis: Ap cetrsturi MCY Z var apvilkt rinka liiju.

Pieradijums: leverosim, ka ta ka ap cetrsturi M BX Z var apvilkt rinka limiju, tad ZBXM = ZBZM.
No otras puses, punkts Z atrodas uz nogriezna BC' vidusperpendikula, jo taisne AM ir ST nogriezna
vidusperpendikuls. Lidz ar to ZBZM = ZC'Z M. Izmantojot uzdevuma doto lenku nosacijumu, varam
secinat, ka ZCYM = /BXM = /BZM = ZCZM, kas nozime, ka ap cetrsturi MCY Z var apvilkt

rinka Imiju.

2.solis: Punkti A, P, X, Z,Y atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Pieradijums: Ieverosim, ka ta ka ap cetrsturiem M BXZ un MCY Z var apvilkt rinka Iiijas un
AM 1 BC, tad /BXZ = ZCY Z = 90°. Tas nozime, ka ap cetrsturi ZY PX var apvilkt rinka liniju.
No otras puses, ZAPY = /ZPCB, jo PA || BC, ka ari ZPCB = /YZM = /Y ZA, jo ap cetrstiiri
MCY Z var apvilkt rinka Imiju. Lidz ar to LYZA = ZAPC, kas nozime, ka ap cetrsturi APZY
var apvilkt rinka Imiju. Ta ka ap cetrsturiem YPXZ un APZY var apvilkt rinka Imijas, tad punkti
A, P, X, Z Y atrodas uz vienas rinka linijas.

No ieprieksejiem soliem izriet prasitais.
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5.piemers. Aplukosim izliektu cetrsturi ABCD. Punkts P atrodas ¢etrstura ABC' D iekSpuse.
Izpildas sadas attiecibas:

LPAD : /PBA:Z/DPA=1:2:3=/ZCBP: /ZBAP : ZBPC.

Pieradit, ka nosauktas tris taisnes krustojas viena punkta: lenku ZADP un ZPCB bisektrises
un nogriezna AB vidusperpendikuls.

Atrisinajums. Apzimesim ZDAP = « un ZCBP = (. Tada gadijjuma ZPBA = 2a un ZPAB =
206, ka ar1 ZDPA = 3a un ZCPB = 3. Atliksim punktus £ un F' uz attiecigi nogriezniem AD un
CB ta, lai /ZEPA=aun ZFPB = f5.

1.solis: Punkti F, A, B, F, P atrodas uz vienas rinka linijas.

Pieradijums: leverosim, ka /DEP = /DAP + /ZEPA = 2o = ZPBA, kas nozime, ka ap ¢etrsturi
EPBA var apvilkt rinka liniju. Analogiski Z/CFP = ZCBP + ZFBP = 23 = ZPAB, kas nozime, ka
ap cetrsturi APF' B var apvilkt rinka Imiju. Lidz ar punkti A, FE, P, F, B atrodas uz vienas rinka linijas.

No otras puses, viegli redzet, ka /DEP = ZEPD = 2o un LCFP = ZCPF = 23, tapec DP = DE
un C'F = C'P. Lidz ar to lenku ZADP un ZPCB bisektrises sakrit attiecigi ar nogrieznu EP un PF
vidusperpendikuliem. Tacu nogrieznu AB, EP un PF vidusperpendikuli krustojas viena punkta, kurs
ir rinka Imijas, kas iet caur punktiem F, A, B, F, P, centrs, kas arT bija japierada.
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6.piemers. Uz trijstura AABC malam uz arpusi ir konstrueti taisnsturi BCC By, CAA;Cy,
un ABB;A,. Pienemsim, ka

ZBClc + ZCAlA + AABlB S 1800.

Pieradit, ka taisnes B1C5, C1As un A; By krustojas viena punkta.

Atrisinajums. Atrisinajums sastaves no vairakiem soliem. Definésim punktu X ka ®(BCC)B;) un
©(ABB; As) krustpunktu.

1.solis Punkts X atrodas art uz ®(AA,CyC).
Pieradijums: Ieverosim, ka ta ka ap cetrsturiem C' X BC; un BX AB; var apvilkt rinka Iinijas, tad
/BXC =180° — ZBC1C un LZAXB = 180° — ZBB; A. Lidz ar to:

LAXC =360° — /BXC — LAXB = /BC,C + £ZBB1A = 180° — LAA,C

Tas nozime, ka cetrstura AA;CX pretéjo lenku summa ir 180°, tapec punkts X atrodas uz ©®(AA;C,C),
kas arT bija japierada.

2.solis Taisnes Ay By, B1Cy un C7 Ay krustojas punkta X.

Pieradijums: leverosim, ka Z/CXBy, = ZCXA; = 90°, jo ap cetrsturiem BXCBy un CXAA; var
apvilkt rinka liijas. Tas nozime, ka /By XC + ZC X A; = 180°, lidz ar to punkti By, X, A; atrodas uz
vienas taisnes. Analogiski var pieradit, ka punkti By, X, Cy un C4, X, Ay art atrodas uz vienas taisnes,
kas art bija japierada.

No ieprieks minetajiem soliem izriet prasitais.
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