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1 Ievads

Saja materiala aplikosim dazus pamatjautajumus par grafiem un to pielietojumus uzdevumos. Grafi
lauj modeléet dazadas strukturas, kur starp objektiem pastav attiecibas. Lielu nozimibu pedéjas desmit-
gades tie ir ieguvusi datorzinatne, tadel grafu teorija ir attistijusies ka atseviska matematikas petijumu
nozare, kura ir daudz specifisku rezultatu. Visus no tiem Saja materiala neaplukosim, tadel lasitaji, kas
velas uzzinat par grafiem vairak, ir aicinati angliski meklet dazadas diskretas matematikas gramatas
un palasit papildus par tadam temam ka divdaligi (bipartite) grafi, Eilera formula grafiem utt.

2 Pamatlietas

Definicija. Par grafu sauc pari (V) E), kur V ir virsotyu kopa un E ir skautnu kopa.

Visvienkarsak grafus risinasana ir uztvert ka punktus, kuri sava starpa ir savienoti ar nogriezniem,
kur attiecigi punkti tiek saukti par virsotnem, bet nogriezni — par skautnem. Grafus izmanto, lai
modeletu attiecibas starp objektiem. Piemeram, virsotnes var but cilveki, bet skautnes — draudzibas
starp cilvekiem, kur skautnes velk starp tikai tam virsotnem, kuru modeletie cilveki ir draugi. Lidziga
veida var modelet ar1 citus objektus, ka pilsetas un celus starp tam, lidostas un avioreisus utml.

Janem vera, ka olimpiazu uzdevumos parasti tiek runats par vienkarsiem grafiem, kur starp divam
virsotnem var pastavet ne vairak ka viena skautne, kura darbojas abos virzienos vienadi, ka ari virsotnes
nav savienotas pasSas ar sevi. Eksiste ar1 dazadi citi grafu paveidi — kur skautnes var but orientetas, lai
paraditu, ka attiecibai ir svariga seciba; kur ir atlauts, ka skautne sakas un beidzas taja pasa virsotne,
veidojot cilpu; kur ir atlautas vairakas atskirigas skautnes starp divam virsotnem, kas veido multigrafu.

Definicija. Virsotnes v pakape, ko apzime ar deg v, ir virsotnu skaits, ar kuram §1 virsotne ir
savienota.

Butiba pakape pasaka to, cik kaiminu ir konkretai grafa virsotnei. Ieprieks aplikotaja piemera
par cilvekiem un draudzibam katrai virsotnei pakape ir draugu skaits konkretas virsotnes modelétajam
cilvekam.

[ Definicija. Grafu sauc par saistitu, ja starp jebkuram divam virsotnem eksiste skautnu cels.

Citiem vardiem sakot, grafs ir saistits, ja no jebkuras virsotnes uz jebkuru citu var aiziet pa grafa
skautnem — §is Skautnes, pa kuram tika iets, kopa veido celu. Cita veida So medz uztvert ta, ka grafs
ir saistits, ja taja nav divu vai vairaku dalu (komponensu), kuras ir viena no otras atdalitas jeb starp
kuru virsotném nav nevienas Skautnes.
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1.zim. Nesaistita un saistita grafa piemers.



Lemma. Aplikosim patvaligu grafu (V, E). Izpildas sakariba

Zdegv = 2|E],

veV

kur |E| ir kopejais skautnu skaits grafa.

Pieradijums. Aplukosim skautni, kas, piemeram, ir novilkta starp virsotnem wv; un vs. Ta tiks
ieskaitita divas reizes — vienu reizi pie degwv; un vienu reizi pie degwv,. Lidz ar to secinam, ka

Zdegv = 2|F].

veV

ST lemma ir noderiga uzdevumos, kuros ir japierada, ka kaut kads grafs ar noteiktam Ipasibam neeksisté.

Lemma. Aplukosim grafu, kurs satur n > 2 virsotnes. Tad eksiste divas virsotnes ar vienadam
pakapem.

Pieradijums. Ieverosim, ka katrai virsotnei v izpildas, ka 0 < degv < n—1. Tas nozime, ka virsotnes
pakape pienem vienu no n iespejamam vertibam. Tada gadijuma, ja neeksiste divas virsotnes ar vienadu
pakapi, tad ta ka ir n virsotnes, tad visas iespejamas pakapju vertibas tiek pienemtas. Tas nozime,
ka ir virsotne ar pakapi n — 1 un virsotne ar pakapi 0. Citiem vardiem sakot, eksiste virsotne, kas ir
savienota ar visam parejam virsotnem, un ir virsotne, kas nav savienota ne ar vienu virsotni. Ta ir
acimredzama pretruna.

Definicija. Par ciklu grafa sauc skautnu celu, kurs sakas un beidzas viena un taja pasa virsotne
un kura neatkartojas neviena skautne un neviena virsotne, iznemot sakuma un beigu virsotni.

Verts ieverot, ka 1sakais iespejamais cikla garums vienkarsa grafa ir 3 virsotnes, kas veido trijsturi —
mazak virsotnu acimredzami nevar bit, jo tad kadai Skautnei butu jaatkartojas. Garakais iespejamais
cikla garums ir n virsotnes, jo pie lielaka skaita atkartotos kada virsotne cikla pa vidu.

2.zim. Grafs, kura ir cikls ar garumu 5.



Definicija. Par koku sauc grafu, kurs ir saistits un kurs nesatur nevienu ciklu.

Sadu nosaukumu sis grafu veids ir ieguvis, jo to struktiira atgadina kokus. Grafu uzdevumos citreiz
ir vai nu netiesa veida dots, ka grafa neeksiste cikli, vai ar1 ir atseviski jaapluko gadijums, kad grafa
nav ciklu, jo mainas risinajuma spriedumi. Koki ir 1pasi ar to, ka tiem ir gan loti specifiskas 1pasibas,
gan loti daudz pielietojumu datorzinatne.

3.ztim. Dazi koku piemeri.

Lemma par kokiem. Minétie grafa raksturojumi ir ekvivalenti (ja izpildas viens, tad izpildas
ar1 parejie).
1. Grafs G ir koks.

2. Grafs G ir saistits, un, ja izdzes jebkuru grafa G skautni, tad iegutais grafs nav saistits.

3. Grafs G nesatur nevienu ciklu, un, ja pievieno grafam G jebkuru vel nenovilktu skautni,
iegutais grafs satures ciklu.

Pieradijums. Pieradisim, ka no 1. izriet 2. Pienemsim, ka grafs G ir koks, tad tas ir saistits un
nesatur ciklu. Izdzesam skautni starp virsotnem v; un vy. Ja iegttais grafs butu saistits, tad eksiste
cels C' starp virsotnem v; un v,. Tada gadijuma sakotneja grafa eksiste cels, kurs ir C' un skautnes
starp v; un vy apvienojums. Acimredzami, ka tas ir cikls — pretruna ar to, ka G ir koks. Lidz ar to
jauniegutais grafs nav saistits.

Pieradisim, ka no 2. izriet 1. Aplukosim grafu G ar ipasibu, ka, izdzesot jebkuru skautni, iegutais
grafs ir nesaistits. Miusu merkis ir pieradit, ka sakotnejais grafs ir koks. Pienemsim pretejo, tad grafs G
satur ciklu C. Izdzesot skautni starp virsotnem v, un vy, kuras ir cikla C', iegttais grafs bus joprojam
saistits, jo no virsotnes v; uz vy vares nonakt, ejot caur ciklu C' preteja virziena, ka ar1 visi parejie celi
starp virsotnem, kur tika izmantota dala no cikla C| joprojam nebts partraukti, izveloties garako celu
starp v, uz vs.

Pieradisim, ka no 1. izriet 3. Pienemsim, ka meés pievienojam skautni starp virsotnem v; un vq, kuras
nav savienotas ar Skautni — tadas eksistes, jo preteja gadijuma acimredzami grafa ir cikls. Ta ka grafs
ir saistits, tad eksiste cels C' starp virsotnem v; un vy. Tada gadijuma $1 cela apvienojums ar Skautni
starp virsotnem v; un vy dod ciklu, kas ar1 japierada.

Pieradisim, ka no 3. izriet 1. Pienemsim, ka grafs G nav saistits. Tad grafam ir 2 nesaistitas kom-
ponentes. Pievienojot Skautni, kas saista §is divas komponentes, iegtitais grafs joprojam nesatures
ciklu, jo ST cela pievienosana nevar radit ciklus, kas pilnigi atrodas kada no komponentem, bet, ja butu
cikls, kas iet caur abam komponentem, tad eksistetu vismaz divas Skautnes, kas saista abas kompo-
nentes, tatad tas jau pirms tam bija savienotas — pretruna. Lidz ar to sakotnéjais grafs ir saistits un
nesatur nevienu ciklu, Iidz ar to koks.



No 2. izriet 3., jo no 2. izriet 1. un no 1. izriet 3. Lidzigi no 3. izriet 2., jo no 3. izriet 1. un no 1.
izriet 2.

ST lemma ir loti noderiga, jo, pieméram, ja mums ir dots grafs, kuru var aprakstit ar Ipasibu 3.,
tad mes zinam, ka tas ir koks un to, ka tam piemit ar1 1pasiba 2.

Lemma par lapu. Aplukosim koku, kur§ satur vismaz 2 virsotnes. Tad eksiste virsotne v ar
1pasibu, ka degv = 1. So virsotni sauc par lapu.

Pieradijums. Aplukosim garako celu dotaja koka, kas iet caur kaut kadam virsotnem vy, vs, ..., Ug.
Ja degwv; # 1, tad virsotne v; ir savienota ar vel kadu virsotni, iznemot vy. Ta nevar but savienota ar
kadu virsotni v;, kur ¢ = 1,2...,k, jo preteja gadijuma eksistetu garaks cels, kas iet caur virsotnem
Vi, U1, ...,V Tas nozime, ka ta ir savienota ar kadu virsotni v;, kur 3 < ¢ < k, bet tada gadijuma
mums ir cikls vy, ..., v;,v; — pretruna ar to, ka grafs ir koks. Lidz ar to secinam, ka degv; = 1. Lidzigi
varam pieradit, ka degv, = 1, kas nozime, ka koka isteniba ir vismaz 2 lapas.

Teorema. Koka ar n > 2 virsotnem ir tiesi n — 1 Skautnes.

Pieradijums. Prasito pieradisim ar indukciju pa n, kas ir virsotnu skaits. Acimredzami, ka, ja mums
ir 2 virsotnes, tad tam jabut savienotam, lidz ar to Skautnu skaits ir 1. Pienemsim, ka koka ar k
virsotném ir k — 1 Skautnes. Tad pieradisim, ka koka ar k£ + 1 virsotnem ir k& Skautnes. Aplukosim
koku ar k£ + 1 virsotnem. No lemmas par lapu eksiste virsotne v ar 1pasibu, ka degv = 1. Tada
gadijuma, izdzesot virsotni v un no tas izejoso vienigo Skautni, iegutais grafs acimredzami bus saistits
un bez cikliem, tatad koks ar k virsotnem, kur péec induktiva pienemuma ir £ — 1 Skautnes. Lidz ar to
sakotneja grafa kopa ir tiesi £ — 1+ 1 = k Skautnes, kas arT bija japierada.



2.1 Uzdevumu risinasanas piemeri

1l.piemers Vai plakneé ir iespejams uzzimet 9 taisnes ta, lai katra taisne krusto tiesi tris citas
taisnes?

Atrisinajums. Formulesim uzdevumu grafu teorijas valoda. Ar virsotnem vy, vy, ..., v9 apzimesim
dotas 9 taisnes. Skautni starp virsotném v; un v; vilksim tad un tikai, tad, ja i-ta taisne krusto j-to
taisni. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka degv; = 3 visiem 1 < ¢ < 9. Tacu tada gadijuma

2|E| =39 =27,

kas ir pretruna, jo skaitlis 27 ar 2 nedalas. Secinam, ka uzzimet taisnes prasita veida nevares.

Komentars. So ideju, ka virsotnu pakapju summu izsaka divos dazados veidos, kuri ir pretrunigi,
literatura sauc par divkarso skaitisanu (double counting). To biezi pielieto grafu uzdevumos minétaja
veida, lai iegtitu pretrunu starp nosacijumiem un paraditu, ka ir apliikota neiespejama situacija.

2.piemers Karalvalstl no katras pilsetas iziet 100 celi uz citam pilsetam, piedevam no katras
pilsetas var aizcelot uz jebkuru citu pilsetu, braucot pa dotajiem celiem. Karalis Ilmars nolema
veikt celu parbiives darbus, ka rezultata viens no celiem tika slegts. Pieradit, ka eksiste pilseta,
no kuras joprojam var aizbraukt uz jebkuru citu pilsetu.

Atrisinajums. Aplukosim grafu, kura pilsétas ir virsotnes un celi ir skautnes. Pienemsim pret€jo,
ka pilseta ar prasito 1pasibu neeksiste. Tad pec cela slegsanas dotajam grafam ir vismaz 2 nesaistitas
komponentes, kuras apzimesim ar A un B. leverosim, ka slegtais cel$ savienoja komponentes A un B
sava starpa, preteja gadijuma neizpilditos nosacijums, ka sakotnéji no jebkuras pilsetas vareja aizbraukt
uz jebkuru. Komponente A ir sakotneja grafa apaksgrafs, ar ipasibu, ka visam virsotnem v ir speka, ka
degv = 100, iznemot vienu virsotni v*, kurai izpildas degv* = 99. Tada gadijuma

2|E| =100 - ((|A] — 1) 4 99,

tacu ta ir pretruna, jo vienadojuma kreisa puse ir para skaitlis, bet laba puse ir nepara skaitlis. Tatad
pec cela slegsanas grafs joprojam saglabajas saistits, kura prasitais attiecigi izpildas.

3.piemers Rigas Valsts 1.gimnazijas Biozauru klubu apmekle 102 puisi. Katrs puisis ir
pazistams ar vismaz 68 citiem puiSiem. Pieradit, ka eksiste cetri puisi ar vienadu pazinu skaitu.
Pazisanas ir abpusejas.

Atrisinajums. Aplukosim grafu, kura puisi tiek apzimeti ar virsotném un Skautne starp virsotnem
tiek novilkta tad un tikai tad, ja dotie puisi ir pazistami. Ieverosim, ka katrai virsotnei v izpildas
68 < degv < 101. Tas nozime, ka virsotnes pakape var var pienemt 34 dazadas vertibas. Pienemsim
pretejo, ka neeksiste 4 puisi ar vienadu pazinu skaitu, kas nozime, ka neeksiste 4 virsotnes, kuram
ir vienadas pakapes. Ta ka virsotnu skaits ir 102, bet to iespéjamo vertibu skaits ir 34, tad katrai
pielaujamai pakapes vertibai var atrast tiesi 3 virsotnes, kuram ir Sada pakape. Tada gadijuma

21E| = degv=3-(68+69+...+101) =3
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101-100 67 -66
2 2 ’

tacu ta ir pretruna, jo pedejas sakaribas kreisa puse ir para skaitlis, bet laba puse ir nepara skaitlis.



4.piemers Dots saistits grafs G. Pieradit, ka eksiste virsotne v ar 1pasibu, ka, izdzesot to un
visas no ta izejosas Skautnes, iegtitais grafs bus joprojam saistits.

Atrisinajums. Ja grafa eksiste virsotne v ar ipasibu, ka degv = 1, tad, izdzesot to, iegutais grafs
acimredzami bus saistits. Preteja gadijuma katras virsotnes pakape ir vismaz 2. Pienemsim, ka grafa
ir n virsotnes. Tada gadijuma

2]E]:Zdeg1122‘n = |E|>n
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leverosim, ka koka ar n virsotnem ir tiesi n — 1 skautne un no lemmas par kokiem izriet, ka grafa ar
vairak skautnem noteikti atradisies cikls. Tada gadijuma apliukosim ciklu C. Izdzesot patvaligu cikla
skautni starp virsotném v; un vy, iegtitais grafs biis joprojam saistits, jo, ja ir vajadziba noklat no
virsotnes v, uz v, vai otradak, mes to varam izdarit, ejot pa ciklu preteja virziena, ka art parejie celi
starp virsotnem, kas izmantoja dalu no aplukota cikla, joprojam ir saistiti, izveloties jauno celu starp
V1 un vs.

5.piemers Dots grafs, kura katras virsotnes pakape ir vismaz k. Pieradit, ka Saja grafa eksiste
cikls ar garumu vismaz k + 1.

Atrisinajums. Aplikosim garako celu saja grafa. Vispirms pieradisim, ka tas satur vismaz k + 1
virsotni. Pienemsim pretéjo, ka tas satur ne vairak ka k virsotnes. Aplukosim pedejo cela virsotni — ta
nedrikst but savienota ar virsotnem, kas nav cela, jo pretéja gadijuma mes iegutu garaku celu. Lidz ar
to ta ir savienota tikai ar cela virsotnem, kas ir atskirigas no tas, bet to ir ne vairak ka k — 1. Bet tas
ir pretruna ar to, ka virsotnes pakape ir vismaz k.

Tatad garakais cels satur vismaz k + 1 virsotni. Aplukosim virsotni, kas ir §1 cela gala. Ta drikst
but savienota tikai ar virsotnem, kas ir cela. Apzimeésim So virsotni ar v un tie$i pirms tas ejosas vir-
sotnes cela ar vy, vo,...,v;. Ta ka degv > k, tad eksiste skautne starp virsotni v un virsotni v;, kur
i > k (virsotne v, vai vel talak). Tada gadijuma cikla v, vy, ve,...,v; garums ir vismaz k + 1, kas art
bija japierada.



3 Eilera un Hamiltona cikli

Definicija. Par Eilera celu grafa sauc skautnu marsrutu, kura katra grafa skautne tiek ap-
mekléta vienu reizi. Par Eilera ciklu sauc Eilera celu, kurs sakas un beidzas viena un taja pasa
virsotne.

Tatad Eilera cela/cikla gadijuma mus interese, vai ir iespejams secigi iziet pa visam grafa skautnem.
Visbiezak to izmanto grutos kombinatorikas uzdevumos, kur ir gudra veida iespejams nodefinet grafu,
lai biitu nepieciesams secigi izmantot katru sakaribu, ko modele skautnes.

Lemma. Saistita grafa eksiste Eilera cikls tad un tikai tad, ja katras virsotnes pakape ir para
skaitlis.

Pieradijums. Vispirms pieradisim, ka, ja grafa eksiste Eilera cikls, tad katras virsotnes pakape ir para
skaitlis. Uzsakam iet pa Eilera ciklu no patvaligas virsotnes v,. Katra virsotne, ko mes apmeklejam,
mes ieejam pa vienu no skautnem un izejam pa citu, piedevam katra virsotnes apmeklésanas reize mes
ejam pa 2 pirms tam neapmeklétam skautnem. Tatad katras virsotnes pakape ir 2 reizes lielaka par tas
apmeklejumu skaitu - para skaitlis. Vienigais iznemums ir sakotnéja virsotne, tacu apvienojot pirmo
noieto skautni Eilera cikla ar pedejo, ar1 v; pakape acimredzami biis para skaitlis.

Pieradisim, ja savienota grafa katras virsotnes pakape ir para skaitlis, tad taja eksiste Eilera cikls.
[zmantosim matematisko indukciju — bazes gadijuma ar 3 virsotnem acimredzami veidojas trijstiris,
kas ir Eilera cikls. Pienemsim, ka visiem grafiem ar ¢ < k virsotnem, kur visam virsotnem ir para
pakape, eksiste Eilera cikls. Aplukojam grafu ar k£ + 1 virsotném, kur visam virsotnem ir para pakape.
Sakam iet patvaliga virsotne v; uz citam virsotnem, skautnes izmantojot vienu reizi, Iidz kada bridt
atgriezamies v;. Ta noteikti bius, jo katra cita virsotne, kura mes ieejam, noteikti biuis arl skautne,
pa kuru iziet — tas tadel, ka ikviena reize, kad apmekléjam virsotni, mes tas pieejamo skautnu skaitu
samazinam par 2, tatad tas saglabajas para skaitlis. IeSana kada bridi arl noteikti nonaks atpakal vy,
jo grafa ir galigs skautnu.

Izdzesam no grafa visas Skautnes, kas bija ietaja cela. Paliek grafs, kura joprojam katras virsotnes
pakape ir para skaitlis. Ja tas joprojam ir saistits, tad veicam So darbibu atkal, tikai jau grafa ar
mazak skautnem. Viena bridi grafs klus nesaistits, jo procesa gaita skautnu skaits var klut mazaks var
n— 1. Tad no induktiva pienemuma varam secinat, ka ikviena iegtitaja grafa komponente eksiste Eilera
cikls. Ta ka sakotneji grafs bija saistits, katrai no komponentem eksiste virsotne, kura bija kada no
izdzestajiem celiem. Pievienojot Sos komponensu Filera ciklus izdzestajam celam brizos, kad tiek iets
caur kadu no komponentes virsotném, mes iegtisim Eilera ciklu visam sakotnéjam grafam.

Lidz ar to abi uzdevuma izteikta apgalvojuma virzieni ir pieraditi.

Secinajums. Var ari pieradit, ka saistita grafa eksiste Eilera cels tad, ja grafa ir tiesi divas virsotnes,
kuru pakape ir nepara skaitlis. Ja savieno §is divas virsotnes ar jaunu skautni, tad var pielietot augstak
veiktos secinajumus.

Definicija. Par Hamiltona celu grafa sauc celu, kura katra grafa virsotne tiek apmekleta
vienu reizi. Par Hamiltona ciklu sauc Hamiltona celu, kurs sakas un beidzas viena un taja
pasa virsotne.

Hamiltona celg/cikls un ar to saistitas idejas ir svarigas, ja uzdevuma aplukojam lielako ciklu/garako
celu. Diemzel Hamiltona cikla eksistencei grafa nav tik uzskatamu kriteriju ka Eilera cikla gadijuma.
Literatura eksiste vairaki meginajumi izveidot visparigu kriteriju, tomer tie olimpiazu uzdevumos reti
kad ir pielietojami, tadel visbiezak Hamiltona cikla eksistenci pierada no preteja.



3.1 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers Dots nepara naturals skaitlis n > 3 un karsu kava ar @ kartim, kur kartis ir
sanumuretas ar skaitliem 1,2, ..., @ Divas kartis sauksim par magisku pari, ja to numuri ir
n(n—1)

secigi naturali skaitli vai ar1 tie ir 1 un ———. Pieradit, ka dotas kartis var sadalit n kaudzes ta,
ka jebkuru divu kaudzu karsu apvienojuma var atrast tiesi vienu magisku pari.

Atrisinajums. Aplukojam n virsotnu grafu, kura starp katram divam virsotnem ir novilkta skautne
— Saja grafa ir @ skautnes. Ta ka n ir nepara skaitlis, tad katras virsotnes pakape n — 1 ir para
skaitlis. Tatad Saja grafa eksiste Eilera cikls. Aplukojam to, un apziméjam apmekléeto virsotnu secibu

taja ar vy, vs, ..., Unm-1,v1, kur katram apzimejumam atbilst kada no grafa n virsotnem, lidz ar to

katrai grafa virsotnei atbilst vairaki apzimejumi. Liekam karti ar numuru ¢ taja kaudze, kurai atbilst
virsotne v;. Tada gadijuma magiskie pari atbilst skautnem grafa, pie tam katrs no tiem atbilst unikalai
skautnei, to secinot Eilera cikla 1pasibu del. No sakotnejas grafa definicijas izriet, ka starp jebkuram
divam virsotnem ir tiesi viena Skautne, tadel prasitais ir sasniegts.

Komentars. So uzdevumu varétu arT risinat algoritmiski, uzdodot precizu skaitlu sadalijumu pa
kaudzem un pieradot, ka izpildas prasitas 1paSibas, tomer Seit uzdevuma translacija grafu valoda lauj
izmantot grafu ipasibas (8aja gadijuma — Eilera cikla 1pasibas), lai atri iegutu risinajumu.

2.piemers Grafa GG ir n virsotnes, ka arT zinams, ka ikvienas virsotnes pakape ir vismaz
Pieradit, ka G eksiste Hamiltona cikls.

I3

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka G ir savienots grafs. Pienemsim, ka ta nav, tad aplukojam
mazako grafa savienoto komponenti C. Ta ka ir vismaz 2 komponentes, tad C' nav vairak par g vir-
sotnem. Tada gadijuma katra virsotne C' var but savienota ar ne vairak ka § — 1 < Z virsotnem, kas

ir pretruna ar nosacijumu. Tatad G ir savienots.

Aplukojam garako celu G, kur$ satur virsotnes vy, v, ...,vx. Ja vy vai vy ir savienota ar kadu vir-
sotni u, kas nepieder garakajam celam, tad celu var pagarinat, pievienojot u ta gala - pretruna ar
maksimalitati. Pieradisim, ka eksisté virsotne v; (ar 1 < i < k—1), ka skautnes v1v;41 un v;v; ir novilk-
tas G. Pienemsim, ka tas ta nav. Tada gadijuma katram i izpildas, ka ir novilkta ne vairak ka viena no
skautnem vyv; 11 un v;vg, tatad kopa no vy un vy iziet ne vairak ka k — 1 skautnes, jo §is virsotnes nav
savienotas ar citam virsotnem, kas nepieder garakajam celam. Lidz ar to v, vai vy pakape ir ne lielaka
par % < 3. Ja izpildas vienadiba, tad n ir nepara un pec nosacijumiem katras virsotnes pakapei ir
n+1

jabut vismaz 7= - pretruna; ja n ir para, tad acimredzama pretruna ar nosacijumiem. Tatad mineto

virsotni un skautnu pari var atrast, kas veidos ciklu
V1 =V — ... 2V =V —> V=1 — ... Uiyl — V1.

Pieradisim, ka minetais cikls satur visas grafa virsotnes. Pienemsim, ka eksisté viena vai vairakas
virsotnes, kas nepieder minetajam ciklam. Ta ka G ir savienots, tad varam atrast virsotni u, kura ir
savienota ar kadu v;. Tada gadijuma eksisté cels ar garumu k + 1, kurs sakas v un talak iet pa minéto
ciklu. Ta ir pretruna ar maksimalitati aplikotajam garakajam celam, tadel sadas arpus cikla virsotnes
neeksiste. Tatad ieguitais cikls satur visas G virsotnes, kas nozime, ka tas ir Hamiltona cikls.



3.piemers Kada valstt ir 100 lidostas. Super-Air kompanija nodrosina tiesos reisus abos
virzienos starp daziem lidostu pariem. Par lidostas nozimibu sauksim lidostu skaitu, uz kuram
var aizlidot ar tieso Super-Air reisu no aplukotas lidostas. Jauna kompanija Concur-Air nolema
ienakt tirgtu un izveidot tieSos reisus starp tiem lidostu pariem, kuriem abu lidostu nozimibu
summa ir vismaz 100. Izradijas, ka ar tikai Concur-Air reisiem ir iespejams apcelot visas li-
dostas, katru apmeklejot vienu reizi un beigas atgriezoties sakuma lidosta. Pieradit, ka ar1 ar
tikai Super-Air reisiem ir iespejams apcelot visas lidostas, katru apmeklejot vienu reizi un beigas
atgriezoties sakuma lidosta.

Atrisinajums. Ar G un G’ apzimesim grafus, kuri atbilst attiecigi Super-Air un Concur-Air reisiem.
Tad lidostas nozimiba ir tas pakape grafa, ka armT uzdevuma nosacijumi nozime, ka G’ satur Hamiltona
ciklu.

Lemma. Aplukojam grafu H, kura ir 100 virsotnes un kurs satur Hamiltona celu (ne ciklu), kas sakas
virsotné A un beidzas virsotne B. Ja A un B pakapju summa ir vismaz 100, tad H satur Hamiltona
ciklu.

Pieradijums. Apziméjam N = deg A. Tad deg B > 100 — N. Sanumuréjam virsotnes Hamiltona cela:
Cy = A0y, ...,Choo = B. Apzimejam tas N virsotnes, kuras ir savienotas ar A, ka C,,C,,C,, .. ..
Aplikojam N virsotnes, kuras cela atrodas pirms minetajam: C,_1,Cy_1,C,_1,.... Ta par€jas vir-
sotnes, kas nav starp tikko nosauktajam, ir 100 — N (ieskaitot B), un deg B > 100 — N, tad B ir
savienota ar kadu no apliukotajam virsotnem — nezaude€jot visparigumu, pienemsim, ka ta ir C,_;.
Tada gadijuma veidojas Hamiltona cikls

A:Cl—>C’2—>...—>CT_1—>B:C’100—>ng—>...—>C’,,—>A.

Atgriezisimies pie uzdevuma. Pienemsim, ka G nesatur Hamiltona ciklu. Aplikojam divas virsotnes A
un B, kuras G nav savienotas, bet grafa G’ — ir (ja tadu nav, tad acimredzami G’ ir G apaksgrafs un
G eksiste Hamiltona cikls). Tas nozime, ka deg A 4+ deg B > 100 grafa G. Pievienojam G skautni AB.
No lemmas ir zinams, ka G pirms tam nepastaveja Hamiltona cels starp A un B (pretéja gadijuma
jau eksistetu art Hamiltona cikls). Lidz ar to péc AB pievienosanas grafa GG nevares rasties Hamiltona
cikls. Atkartojot So operaciju katram minétajam virsotnu parim, iegtisim, ka grafa G bus savienoti visi
virsotnu pari, kas ir savienoti G, tac¢u grafa G joprojam nebus Hamiltona cikla. Ta ir acimredzama
pretruna, jo grafa G bus visas tas Skautnes, kas G’ veido Hamiltona ciklu. Tatad pienémums ir aplams,
un G satur Hamiltona ciklu, kas ir uzdevuma prasitais.



4 Dazu ideju piemeri

1l.piemers Pilnaja Vienvirziena zemeé katra pilseta ir savienota ar katru citu ar vienu vien-
virziena celu. Pieradit, ka, ja Saja zeme ir vismaz 3 pilsetas, tad ir iespéjams nomainit maksimums
viena cela virzienu ta, ka pec tam bis iespejams no katras pilseétas nonakt jebkura cita.

Atrisinajums. Translejam uzdevumu grafu valoda, kur pilsetas ir virsotnes, bet vienvirziena celi
ir orientetas skautnes, kas ka bultinas no vienas virsotnes iziet un ieiet otra virsotne. Izmantosim
matematiskas indukcijas principu. Bazes gadijums, kad ir 3 virsotnes, ir acimredzams. Pienemsim,
ka prasitais izpildas pilnam orientétam grafam ar & > 3 virsotném (pilns grafs - kura novilktas visas
iespejamas Skautnes). Pieradisim, ka tas izpildas arT pilnam orientetam grafam ar k£ + 1 virsotnem.

Ieverosim, ka pilna orienteta grafa nevar but vairak par vienu virsotni, kurai visas skautnes ir izejosas
(ja tadas virsotnes butu divas, tad apliko tas savienojoso skautni un iegist pretrunu), ka art ne vairak
ka viena virsotne, kurai visas Skautnes ir ieejosas. Ta ka aplukotaja k + 1 virsotnu grafa ir vismaz 4
virsotnes, tad var atrast virsotni v, kurai ir gan ieejosa Skautne no kadas citas virsotnes v;,, gan izejosa
skautne uz kadu citu virsotni v,;.

Paslepjam v un visas ar to saistitas skautnes, rezultata paliek £ virsotnu pilns orientets grafs. Tas
izpilda visus induktiva pienemuma nosacijumus, tadel varam to pielietot, lai ar maksimums vienas
skautnes virziena mainu panaktu, ka no katras pilsetas var nonakt jebkura cita. Padaram paslepto
virsotni v atkal redzamu ar visam tas Skautnem. Ieverosim, ka no v var nonakt v,,;, no kuras pec in-
duktiva pienemuma ieguta var nonakt jebkura cita grafa virsotne, kas nav v. Papildus tam no jebkuras
grafa virsotnes, kas nav v, var nonakt v;,, no kuras var nonakt talak v. Tatad Saja grafa var no jebkuras
virsotnes sasniegt jebkuru citu, kas pierada prasito.

Komentars. Saja uzdevuma ilustrétas divas idejas — pirmkart, ka uzdevumos var izmantot orientétus
grafus. Orientetiem grafiem 1pasibas un lietojumi ir samera lidzigi neorientétiem grafiem, ko apliikojam
ieprieks, tacu ar Siem grafiem var attelot attiecibas, kuram ir svarigs virziens/seciba. Piemeéram, ja
salidzina objektus sava starpa ka uzvaretajs/zaudetajs, lielaks/mazaks utml.

Otra svariga ideja ir indukcijas nozimiba. Sis nav pirmais piemérs materiala, kura pieradijuma tiek
izmantota matematiska indukcija. Grafu uzdevumus biezi var risinat ar indukciju, jo tajos var erti
samazinat virsotnu skaitu, iegtit mazakas komponentes utt., ka art biezi ir pietiekami paanalizet tikai
kadu 1pasu virsotni un iegtit secinajumu. Tacu jaatceras indukcijas materiala aplukotas detalas par
indukcijas lietosanu grafu uzdevumos — parasti lietota shema ir patvaligu lielaku grafu parveidot uz
induktivajam pienémumam derigu mazaku, nevis otradi.

2.piemers Kada valstt ir N aviolinijas, kas nodrosina tiesos lidojumus starp pilsetam (abos
virzienos). Katra aviolinija no katras pilsétas nodrosina tiesi vienu lidojumu, pie tam ta, ka no
jebkuras pilsetas var aizlidot uz jebkuru citu, izmantojot vienas vai vairaku avioliniju pakalpo-
jumus. Ja sliktu laikapstaklu del tiek atcelti N — 1 lidojumi (abos virzienos), katrs no citas
aviolinijas, pieradit, ka, joprojam no jebkuras pilsetas var ar vienu vai vairakiem lidojumiem
aizlidot uz jebkuru citu pilsetu.

Atrisinajums. Ar G apzimesim attiecigo grafu, kur pilsetas ir virsotnes un neorientetas skautnes
ir avioliniju lidojumi starp pilsetam. Ar G’ apzimesim grafu, kura ir izdzestas N — 1 Skautnes, kas
atbilst atceltajiem lidojumiem. Pastaves viena aviolinija, kuras lidojumi netika atcelti — apziméjam to
ar C', bet parejas ar C1,Cs,...,Cn_1. Ar G apzimesim grafu, ko veido C' un C} piedavato lidojumu
apvienojums. Tada gadijuma G}, katras virsotnes pakape ir 2, jo no tas iziet viens C' lidojums un viens
Cy lidojums.

10



Viegli redzams, ka Gy sastav no viena vai vairakiem nesaistitiem cikliem, jo katras virsotnes pakape ir
2. To var viegli pieradit, sakot iet no kadas virsotnes. Katrai nakamajai virsotnei, kura ejot nonak pa
vienu skautni, biis iespejams no tas iziet pa otru skautni. Ta ka skautnu skaits ir galigs, kada brid1 bis
jaatgriezas jau apmekleta virsotne, tacu visam parejam saistitajam virsotném abas Skautnes jau bis
izietas, tadel cels atgriezisies sakuma virsotne, veidojot ciklu.

Tatad Gy sastaves no viena vai vairakiem cikliem. Pienemsim, ka atceltais aviolinijas C} reiss ir e,
kur$ ir kada no minétajiem cikliem. Tad e bus vieniga skautne, kas nebtus novilkta grafa G’. Ieverosim
ar1, ka visas virsotnes, kas bija cikla ar e, péc tas izdzeSanas joprojam paliek saistitas. Tadel grafa
G' jebkur§ cels, kur§ sava cela izmantoja Skautni e, joprojam paliek saistits, jo var iet pa neskarto
cikla dalu. So secinajumu varam pielietot jebkuram grafam Gy, tadel jebkurs cels grafa G’ joprojam
saglabasies saistits, kas pierada, ka jebkura pilseta bus saistita ar jebkuru citu art pec skautnu dzesanas.

Komentars. Sis uzdevums ir samera grits piemers, tomer tas ilustré plasi izmantotu ideju grafu
uzdevumos — papildu divaini nosacijumi par virsotnu savienojamibu, pakapem utml. biezi vien nozime,
ka uzdevuma nosacijumi izpildas tikai grafiem ar specifisku struktiru. Piemeram, Saja uzdevuma var
iegtit, ka sakotnejais grafs butiba ir daudzu ciklu apvienojums. Tadel vienmer ir verts paanalizet, ja
uzdevuma ir doti kadi specifiski ierobezojumi virsotnem vai skautnem, un kad tie vispar var izpildities.

3.piemeérs Labirinta pilseta katra celu krustojuma satiekas tiesi 3 ielas (Sajos krustojumos
atrodas ielu sakumi un beigas, t.i., nav tadu ielu, kas ietu cauri kadam krustojumam un turpinatos
talak). Katra iela ir nokrasota viena no trim krasam, pie tam katra krustojuma satiekas tris
dazadu krasu ielas. Pilseta ar1 ir tris ielas, kuras iziet ara no Labirinta pilsetas un bezgaligi
turpinas talajos valsts plasumos. Pieradit, ka §is tris no pilsetas izejosas ielas ir visas atskirigas
krasas.

Atrisinajums. Apzimesim krustojumus ka grafa virsotnes un ielas ka skautnes, pie tam katra skautne
ir nokrasota viena no 3 krasam. Papildus tam pienemsim, ka plasumi ir vel viens krustojums, kura
satiekas 3 no pilsetas izejosas ielas. Ja pilsetas ieksiene ir n krustojumi, tad izveidojas grafs ar n + 1
virsotnem, kur no katras iziet 3 skautnes. Apzimeéjot skautnu skaitu grafa ar F, izpildas sakariba

2F = 3(n + 1).

No tas var secinat, ka n + 1 jabut para skaitlim, tatad n ir nepara. Pienemsim, ka 1pasaja plasumu
krustojuma ieiet c; pirmas krasas Skautnes, co otras krasas Skautnes un cs tresas krasas skautnes.
Zinams, ka ¢; + ¢o + ¢35 = 3.

Aplukojam skautnes, kuras ir pirmaja krasa. Kopa sim skautnem ir n+c; galu, kas ieiet krustojumos
(viens katra no n pilsetas krustojumiem un ¢; plasumu krustojuma). Ta ka galu skaits ir 2 reizes lielaks
neka skautnu skaits, tad n + ¢, jabtut para skaitlim. Nemot vera, ka n ir nepara, tad c¢; ar1 ir nepara
un c¢; > 1. Lidzigu secinajumu var veikt art par co > 1 un c3 > 1. Tatad ¢; + ¢3 + ¢3 > 3. Nemot vera
ieprieksejo, ir jaizpildas vienadibai, tatad c¢; = ¢y = ¢3 = 1, kas nozime, ka visas no pilsétas izejosas
skautnes ir katra sava krasa.
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4.piemers Atrast lielako naturalo skaitli k£, kuram eksisté vienkarss 2023 virsotnu grafs G, kam
vienlaicigi izpildas minétas tris 1pasibas:
1. G nesatur ciklus ar garumu 3;

2. katram naturalam ¢, kur 1 < ¢ < k, eksiste vismaz viena G virsotne, kuras pakape ir i;

3. visam G virsotnem pakape nav lielaka par k.

Atrisinajums. Atbilde ir £ = 1348.

Aplukojam virsotni, kuras pakape ir k. Tas kaiminu virsotnem maksimala pakape ir n — k, jo nekadas
divas no §1m k virsotnem sava starpa nevar but savienotas, citadi grafa veidotos cikls ar garumu 3. Tas
nozime, ka §is k virsotnes var maksimali but ar n — k dazadam pakapem.

Aplukojam atlikusas n — k — 1 virsotnes. Tas var radit ne vairak ka n — k — 1 dazadas virsotnu
pakapes. Ta ka grafa ir jabut k dazadam virsotnu pakapem, tad jaizpildas nevienadibai

l+(n—k)+(n—k—1) >k,

preteja gadijuma uzdevuma nosacijumi neizpilditos. Parveidojot nevienadibu, iegiist 2n > 3k —
2] > k. Tatad k < | 22028 | — 1348,

Atliek atrast grafu, kuram k& = 1348 un izpildas visas minetas ipasibas. Apzimejam t = 674, tad

3t + 1 = 2023. Mes velamies konstruet tadu grafu, kura ir virsotnes ar pakapem 1,2, ..., 2t. Sadalam
virsotnes grupas: Ai, A, ..., Ay, tad art By, By, ..., B, ka arT viena virsotne X. Savienojam X ar
visam virsotnem Aq, Ao, ..., Ay. Tada gadijuma X pakape ir 2t.

Talak savienojam katru A;, kur 2 < ¢ < t, ar virsotnem By, Bs,...,B;_1. Tagad virsotnem
Ay, Ay, ..., Ay it attiecigi pakapes 1,2,...,t (jo tas ir savienotas art ar X), bet By, Bs, ..., B; attiecigi
ir pakapes t — 1,t — 2,...,0. Visbeidzot, savienojam katru B; ar visam virsotnem A; 1, Aso, ..., Ag.
Tad

e By, By, ..., B, attiecigi ir pakapes 2t — 1,2t — 2, ... t;

Api1, Apio, ..., Aoy visam ir pakape t + 1;

Aq, Ay, ..., Ay ir attiecigi pakapes 1,2,...,1;

X ir pakape 2t.

Visas pakapes ir iegutas, tas neparsniedz 2t, ka art grafa nav ciklu ar garumu 3, jo visi savienojumi ir
starp divam grupam — A; un X N B;. Ja grafa butu cikls ar garumu 3, tad divam virsotnem no vienas
grupas biitu jabut savienotam sava starpa, tacu konstrukcija nodrosina, lai ta nebtutu. Tatad lielaka
iespejama k vertiba patiesam ir 1348.
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