Grafi - 1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums. Universitates maja sastav no daudzam istabam. Katra istaba, kura ir nepara
skaits durvju, atrodas dators. Majai ir tiesi vienas ieejas durvis, visas paréjas durvis ir starp
istabam. Pieradit, ka ir iespejams no arpuses ienakt maja un aiziet lidz kadam datoram.

Atrisinajums. Pienemsim pretejo, ka Iidz datoram nav iespejams aiziet. Tada gadijuma visam
istabam, kuras var sasniegt no ieejas telpas (kura ir ieejas durvis), butu jabut ar para skaitu durvju.

Saskaitisim kopejo Sajas istabas esoSo izeju skaitu. No vienas puses, katra istaba ir para skaits
durvju, tatad kopejais izeju skaits ar1 ir para skaitlis, ko apzimesim 2¢. No otras puses, katras durvis
starp istabam rada 2 izejas (vienu katra no istabam, kas ir savienotas ar konkretajam durvim). Vienigais
iznemums ir ieejas durvis, jo tas rada tikai vienu izeju uz majas arpusi. Ja starp istabam esoso durvju
skaits ir k, tad, sadi skaitot pa durvim, kopejais istabu izeju skaits ir 2k + 1, kas ir nepara skaitlis. Tada
gadijuma bitu jaizpildas 2t = 2k 4 1, kas ir acimredzama pretruna. Pienémums ir nepatiess, tadel
prasito var izdarit.



2.uzdevums. Kada valstiir N pilsetas. Jebkuras 2 pilsetas ir savienotas vai nu ar zemes celu,
vai ar asfalta celu. Kads turists velas celojuma apmeklet katru pilsetu vienu reizi un beigas
atgriezties sakuma pilseta. Pieradit, ka tirists to var izdarit, sava marsruta laika mainot cela
segumu ne vairak ka vienu reizi.

Atrisinajums. Pieradisim prasito ar matematiskas indukcijas palidzibu.
Indukcijas baze. Ja N = 1, tad procesa sakuma prasitais ir sasniegts. Ja N = 2, tad tiurists izmanto
vienigo celu divas reizes. Ja N = 3, tad ar gadijumu parlasi prasitais acimredzams.
Induktivais pienemums. Pienemsim, ka naturalam n = k — 1 turists var apcelot visas £ — 1 pilsetas,
atgriezoties sakuma pilseta un mainot cela segumu ne vairak ka vienu reizi.
Induktiva pareja. Pieradisim to n = k. Aplukojam patvaligu pilsetu v, paslepjam to un visus no
tas izejoSos celus. Atlikusajam k — 1 pilsetam acimredzami izpildas induktiva piepémuma nosacijumi,
tatad varam atrast marsrutu v; — v9 — ... — vr_1 — vy, kura segums mainas ne vairak ka vienu reizi.
Nezaudgjot visparigumu, pienemsim, ka pirmais cels vyvy ir zemes. Ja segums marsruta mainas, tad
pedejais cels v,_qv; ir asfalta.

Paslepto pilsetu v padaram atkal redzamu ar visiem tas celiem. Aplukojam celus vy_iv un vo;. Ir
izSkirami cetri gadijumi.

e Ja vp_1v ir zemes un vv; ir zemes. Tad turists marsrutu var sakt vy_; — v — v un talak turpinat
ka ieprieks iegtitaja marsruta. Redzams, ka izmainas sakuma nerada jaunas seguma mainas, tapec
Sim marsrutam izpildas uzdevuma nosacijumi.

e Ja vp_qv ir asfalta un vv; ir zemes. Tad turists marsrutu sak v — wvq, talak iet pa ieprieksejo
marsrutu un nosleguma iet v;_; — v. Redzams, ka sakuma pirms zemes cela tiek pievienots vel
viens zemes celS, un beigas tiek pievienots asfalta cels. Ja pirms tam marSruta nosleguma bija
asfalta celi, tad papildu seguma mainas nav notikusas; ja pirms tam bija tikai zemes celi lidz v_1,
tad pievienotais asfalta cels rada tiesi vienu mainu visa marsruta.

e Ja v,_yv ir asfalta un vv; ir asfalta. Tad tiurists marsrutu sak vy, ejot pa ieprieksejo marsrutu,
tikai nosleguma izejot vy_1 — v — v;. Ja pirms tam marsruta nosleguma bija asfalta celi, tad
papildu seguma mainas nav notikusas; ja pirms tam bija tikai zemes celi lIidz v;_1, tad pievienotie
asfalta celi rada tiesi vienu mainu visa marsruta.

e Ja vp_1v ir zemes un vv; ir asfalta. Ja visi celi iepriekseja marsruta no vy Iidz vy_q ir zemes, tad
turists marsrutu sak vy, ejot pa ieprieksejo marsrutu, tikai nosleguma izejot vp_y — v — vy, lidzigi
ka iepriekseja gadijuma. Ja ta nav, tad iepriekSeja marsruta notiek maina no zemes uz asfaltu.
Aplukojam celu vvy. Ja tas ir asfalta, tad turists marsrutu sak vy, iet uz prieksu pa ieprieksejo
marsrutu Iidz vp_; un beigas iziet vy — v; — v — v9. Redzams, ka visas pilsetas Sadi tiek
izietas, un pec nomainas uz asfaltu visi talakie celi ir tikai no asfalta. Ja vvy ir zemes, tad turists
marsrutu sak v — vy, talak iet pa ieprieksejo marsrutu Iidz v,_; un beigas iziet vy_1 — v — v.
Sakums marsrutam iet pa zemes celiem, bet péc nomainas uz asfaltu atlikusie celi ir asfalta. Abos
gadijumos notiek tikai viena seguma maina.

Visos gadijumos redzams, ka tirists var pielagot marsrutu atkariba no v izejoso celu 1pasibam. Ta ka
visi iespejamie gadijumi ir aplikoti, tas pierada induktivo pareju un attiecigi armi uzdevuma prasito.



3.uzdevums. Pikis sastav no vairakam galvam un vairakiem kakliem, kur katrs kakls savieno
divas galvas. Kad puka galvai A iecert ar zobenu, visi no A izejosie kakli pazud, tacu izaug jauni
kakli no A uz visam tam galvam, kas pirms pedeja cirtiena nebija savienotas ar A. Bruninieks
uzveic puki, ja tas tiek sagriezts vismaz divas nesaistitas dalas. Atrast minimalo N vertibu, kam
izpildas, ka bruninieks jebkadu piki ar tiesi 100 kakliem var uzveikt ne vairak ka N cirtienos.

Atrisinajums. Atbilde ir N = 10.

Parveidojam uzdevumu grafu valoda, kur galvas ir virsotnes, bet kakli - skautnes. Vispirms pieradisim,
ka prasito noteikti var sasniegt ne vairak ka 10 cirtienos. Ieverosim, ja kadai virsotnei v izpildas
deg(v) < 10, tad varam mazak ka 10 gajienos cirst pa katru no v blakusvirsotnem, kas to atvienos no
grafa un sasniegs prasito.

Tatad paliek gadijums, ja visam virsotnem pakape ir vismaz 10. Ieverosim, ka ir pavisam 100
skautnes, tapec varam noteikt pakapju summu 200 = 2|E| = > d(v) > 10|V|. Tas nozime, ka |V| < 20
jeb grafa ir ne vairak ka 20 virsotnes. Varam apliikot patvaligu virsotni v, ta nav savienota ar maksi-
mums 20—1—10 = 9 citam virsotném, jo deg(v) > 10. Varam veikt gajienu katrai no Sim nesavienotajam
virsotnem, un beigas veikt gajienu virsotnei v, kas atdalis to no visam parejam virsotnem. Tas aiznems
ne vairak par 9 4+ 1 = 10 gajieniem, un prasitais bus sasniegts.

Uzkonstruesim grafu, kura ir nepieciesami vismaz 10 cirtieni kadas virsotnes atdalisanai. Aplukojam
divdaligu grafu ar 20 virsotnem, kas sadalits divas grupas pa 10 (t.i., ir divas grupas ar virsotnem, kur
vienas grupas virsotnes ir savienotas ar visam otras grupas virsotnem, bet grupas ieksiene savienojumu
nav). Viegli redzams, ka 2|FE| =Y d(v) = 20 x 10 = 200, tatad grafa ir tiesi 100 skautnes.

Apzimesim So divdaligo grafu Kip19. Viegli redzams, ka cirtiena laika virsotne maina savu grupas
piederibu (savienojas ar savas sakotngjas grupas virsotném, un atvienojas no sakotngji otras grupas
virsotnem) un grafa struktira saglabajas divdaliga, tadel cirtiena rezultata grafs parveidojas no K,
uz K, 1p11 vai Kqiqp-1. Viegli redzams, kamer abas grupas ir vismaz viena virsotne, grafs ir saistits.
Tatad ir jasasniedz situacija K19 vai Ky9; pirms pedg€ja cirtiena, lai grafu padaritu nesaistitu. Tam
acimredzami ir nepiecieSami vismaz 9 cirtieni, un papildus vel 1 gala cirtiens, kas pierada, ka minimalais
cirtienu skaits saja grafa ir 10, kas pierada prasito.



4.uzdevums. Fizikis Kvantins nejausi atklaja jaunu elementardalinu - #monu, un pec
neveiksmiga eksperimenta vairaki imoni paradijas vina laboratorija. Dazi no imonu pariem ir
saistiti, un viens imons var izveidot vairakas saites. Kvantins ir atklajis, ka ar imoniem ir iespejams
veikt divu veidu operacijas:
1. ja kads imons ir saistits ar nepara skaitu imonu, tad $o imonu (un visas ta saites) var
iznicinat;

2. ir iespejams nodubléet visu laboratorijas imonu kopu ta, ka katram imonam [ izveidojas
atbilstoss imons I’. SI procesa laika I’ un J’ sasaistas tad un tikai tad, ja to originali I
un J bija sasaistiti, un, papildus tam, katrs I sasaistas ar ta kopiju I’. Citos brizos saites
neveidojas un nepazud.

Pieradit, ka ar §1m operacijam Kvantins spej iegut pilnigi nesaistitu imonu saimi.

Atrisinajums. Aplukojam grafu, kura imoni ir virsotnes, un, ja divi imoni ir saistiti, starp to at-
tiecigajam grafa virsotnem ir novilkta skautne. Izkrasojam grafa virsotnes vairakas krasas ta, lai katram
divam savienotam virsotném butu dazadas krasas (to noteikti var izdarit, jo §is ir labi zinams rezultats
par grafu krasosanu, kas tiek daudz petits zinatne, tacu var vieglakaja veida katru virsotni nokrasot
sava krasa). Sauksim $adi nokrasotu grafu par labi izkrasotu.

Apgalvojums. Pienemsim, ka grafs G ir labi izkrasots ar n krasam (n > 1). Tad §im grafam var
atkartoti pielietot dotas operacijas, lai iegtitu labi izkrasotu grafu ar n — 1 krasam.

Pieradijums. Sakotneji pielietojam grafam pirmo operaciju, kamer vien tas ir iespejams. Ja Sada
veida tiek izdzestas visas virsotnes no kadas krasas, tad apgalvojums ir pieradits. Pretéja gadijuma
paliek grafs, kura visam virsotnem ir para pakape un tas ir labi izkrasots n krasas. Sanumurejam Sis
krasas 1,2,...,n.

Pielietojam otro operaciju sim grafam. Jauniegtitas virsotnu kopijas nokrasojam pec sada principa —
ja virsotnes originals ir nokrasots krasa i, tad kopija tiek nokrasota krasa ¢ +1 (mod n). Acimredzami,
ka originalas virsotnes sava starpa joprojam ir labi izkrasotas, arl kopijas sava starpa ir labi izkrasotas
(ja eksistetu kopiju paris vienada krasa, tad arT originalais paris butu vienada krasa), ka ar1 skautnes
starp originalajam virsotnem un kopijam ir ar dazadu krasu galapunktiem, jon > 1. Tatad sadi iegitais
un nokrasotais grafs ir labi izkrasots n krasas, ka ar1 visas virsotnu pakapes taja ir nepara.

Tagad jauniegutaja grafa izvelamies patvaligu krasu un secigi ar pirmo operaciju izdzesam visas
virsotnes Saja krasa. To var izdarit, jo nevienas divas §is krasas virsotnes nav savienotas, tapec dzesana
neietekme parejo §is krasas virsotnu pakapju paritati. Gala tiks ieguts grafs, kurs ir labi izkrasots n — 1
krasas, kas pierada apgalvojumu.

Atkartoti izmantojot aprakstito pieradijumu stratégiju, mes varam sakotnejo grafu parveidot lidz labi
izkrasotam grafam 1 krasa. Acimredzami, ka viena krasa var izkrasot tikai grafu, kura visas virsotnes
ir nesaistitas, tatad sasniegtais stavoklis biis mekletais, kas pierada prasito.



Grafi - 2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums. Muzejs sastav no 4004001 istabam, kas izvietotas 2001 x 2001 rutinu kvadrata.
Par blakusesosam istabam sauksim tas, kuram attiecigi rutinu kvadrata ir kopiga mala. Vai ir
iespejams, ka ikviena istaba ir tiesi 2 durvis, kas ved uz blakusesosam istabam?

Atrisinajums. Ne, nav iespejams.

Izkrasojam istabas Sahveida. Ta ka ruitinu skaits ir nepara, tad acimredzami, ka vienas krasas riitinu
bus par 1 vairak, neka otras krasas. Pienemsim, ka melno rutinu ir vairak. Apzimejam melno rutinu
skaitu ar M, bet balto rutinu skaitu —ar B. Tad M = B + 1.

Ieverosim, ka jebkuras durvis ved tikai starp blakusesosam istabam, kas Sahveida krasojuma ir
atskirigas krasas. Ja mes skaitam durvju skaitu melnajas riitinas un baltajas riitinas, tad sanaktu, ka
ikvienas durvis pieskaititu klat vienu reizi melnajam rutinam un vienu reizi baltajam. Ja durvju skaitu
melnajas rutinas apzime ar D), bet baltajas — Dpg, tad izpilditos Dy; = Dp, jo nekadu cita veida
durvju muzeja nav.

Papildus tam uzdevuma ir dots, ka ikviena istaba ir tiesi 2 durvis. Tatad Dy, = 2M un Dg = 2B.
Tacu zinams, ka Dy = 2M = 2B + 2 # Dp, kas ir pretruna ar ieprieks ieguito. Tatad aprakstita
situacija nav iespejama.



2.uzdevums. Ziemelzeme atrodas vairakas pilsetas, un katrs pilsetu paris ir savienots ar
vienu no trim pieejamajiem transporta veidiem: autobusu, vilcienu vai lidmasmu. Zinams, ka
Ziemelzeme vismaz reizi tiek izmantots katrs no trim transporta veidiem, ka ar1 nav tadas pilsetas,
kura izmanto visus tris transporta veidus. Pie tam, nav tadu tris pilsetu, kuras visas ir savstarpeji
savienotas tikai ar vienu transporta veidu. Kads ir lielakais iespejamais pilsetu skaits Ziemelzeme?

Atrisinajums. Lielakais iespejamais pilsetu skaits ir 4.

Vispirms konstruesim derigu Ziemelzemi ar 4 pilsetam. Nosaucam pilsetas A, B, C, D un apziméjam
pilsetu savienojumu ar abu pilsetu burtiem, piemeram, AD savieno pilsétas A un D. Tad Saja
Ziemelzeme AC' izmanto autobusu, BD izmanto vilcienu, bet visiem parejiem savienojumiem izmanto
lidmasiu. Viegli redzet, ka ikviens transporta veids ir reizi izmantots, nevienai pilsétai nav visi tris
transporta veidi, jo starp AC un BD nav kopigu pilsetu, ka arT ar pilno parlasi var viegli parliecinaties,
ka nevar atrast tris pilsetas ar tikai vienu transporta veidu.

Pieradisim, ka pie 5 vai vairak pilsetam derigu Ziemelzemi nav iespejams izveidot. Sadalam pilsetas 3
grupas:

e grupa X ir pilsetas, kas izmanto tikai autobusu un vilcienu;
e grupa Y ir pilsetas, kas izmanto tikai vilcienu un lidmasmu;
e grupa Z ir pilsetas, kas izmanto tikai autobusu un lidmasinu.

Ja kada pilseta izmanto tikai vienu transporta veidu, to var patvaligi pievienot viena no grupam, kas
izmanto attiecigo transporta veidu. Ieverosim, ka Sada sadalijjuma vismaz divam grupam ir jabut ar
vismaz vienu pilsetu, preteja gadijuma butu kads transporta veids, kas vispar nebiitu izmantots.

Pienemsim, ka pilsetas pieder tiesi divam grupam. Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka grupas
ir X un Y. Pieradisim, ka katra no §im grupam nav vairak par 2 pilsetam. Pienemsim pretejo, ka
X ir vismaz 3 pilsetas, ko apzimeéjam ar x1, 2o, x3. Apzimejam pilsetu no Y ar y. Tada gadijuma
katram savienojumam x1y, oy, x3y jabut ar vilcienu. Aplukojam savienojumus 2o, To3, x123. Ja
kads no tiem ir ar vilcienu, tad acimredzami §is divas pilsetas kopa ar y veidos trijsturi ar viena veida
savienojumu, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad visi Sie tris savienojumi ir ar autobusu.
Tacu atkal tiek ieguts trijsturis, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad miusu pienémums
ir aplams, un X nevar but vairak par 2 pilsetam. Tada gadijuma kopa pa X un Y nav vairak par
2 4 2 = 4 pilsetam.

Pienemsim, ka visam trim grupam ir katra pa vismaz vienai pilsetai. Pieradisim, ka tada gadijuma
katra grupa var but tikai viena pilseta. Pienemsim pretéjo, ka X ir vismaz 2 pilsetas, ko apzimejam
ar xi,ro. Apzimejam pilsetu no Y ar y un pilsetu no Z ar z. Tad savienojumiem z;y un xsy jabut
ar vilcienu un zz,x92 jabtut ar autobusu. Tacu neatkarigi no ta, vai savienojums x;xy ir ar auto-
busu vai vilcienu, veidosies viena veida transporta savienojumu trijstiris, kas ir pretruna ar uzdevuma
nosacijumiem. Tatad Saja gadijuma maksimalais pilsetu skaits ir 1 +1+1 = 3.

Redzams, ka visos iesp€jamajos gadijumos pilsetu skaits neparsniedz 4, tadel lielaka Ziemelzeme
neeksiste, kas pierada prasito.



3.uzdevums. Celotajzeme ir vairakas pilsetas, un viena no tam ir galvaspilseta. Katram divam
pilsetam A un B ir tieSs avioreiss no A uz B un tiess avioreiss no B uz A, pie tam ir zinams,
ka abu virzienu cenas sakrit. Papildus zinams, ka visi marsruti, kas apcelo katru pilsetu vienu
reizi un atgriezas sakumpunkta, maksa vienadu summu. Pieradit, ka visi celojumi, kas tiesi vienu
reizi apmekle katru pilsetu, iznemot galvaspilsetu, un atgriezas sakumpunkta, art maksa vienadu
summu.

Atrisinajums. Ar C apzimeésim galvaspilsetu un ar Cp,Cs,...,C, — pargjas pilsetas. Ar d(z,y)
apzimesim cenu avioreisam starp pilsetam x un y, ka art ar ¢ apzimejam cenu marsrutam, kas apcelo
katru pilsetu vienu reizi un atgriezas sakumpunkta.

Aplukojam patvaligu marsrutu, kas tiesi vienu reizi apmekle katru pilsetu, iznemot galvaspilsetu, un
atgriezas sakumpunkta. Pienemsim, ka ta kopeja cena ir s. Marsruta aplukojam divas secigi apmekletas
pilsetas C; un C;. Ja mes aizstajam lidojumu C; — C; ar diviem citiem lidojumiem C; — C' un C' — C},
tad tiek ieglits marsruts cauri visam pilsetam ar cenu . Tas nozime, ka

o=S5+ d(C’, Cl) + d(C’, C]) — d(CZ, C])

Ja mes pieraditu, ka vertiba a(i, j) = d(C, C;) +d(C, C;) —d(C;, C;) ir konstanta visiem pariem {i,j} €
{1,2,...,n}, tas pieraditu uzdevuma prasito.

Pieradisim, ka «(i,j) = a(i, k), ja i, 7, k ir tris dazadi indeksi. Aplikojam divus marsrutus cauri
visam pilsetam, kuriem sakrit marsruta dala no Cj uz C; caur visam parejam pilsetam, kas nav C' un
C;, tacu videja dala no C; uz O atskiras sadi: viena gadijuma tiek braukts C; — C' — C; = C}, bet
otra brauc C; — C; = C — C}. Siem marsrutiem izpildas

d(C;,C)+d(C,C;) +d(C;, Ck) +x =0 =d(C;,C;) + d(C;, C) + d(C, Cy) + 2 =

Tatad a(i,j) = afi,k), kas nozime, ka jebkuriem virsotnu pariem ar kopigu virsotni izpildas st
vienadiba. Tacu tada gadijuma izpildas «(i,5) = a(i,j') = «(7,j’) visiem indeksiem i, 7,4, 5/, kur
1 # 7,1 # j'. Tatad aplukotas vertibas ir konstantas visiem virsotnu pariem, kas no augstak minéeta
pierada prasito.



4.uzdevums. Dots naturals skaitlis n > 3. Portala draugiem.lv ir n® lietotaju, un daZi no Siem
lietotajiem ir draugi. Kopa no vismaz trim lietotajiem tiek saukta par domubiedru grupu, ja katrs
lietotaju paris saja kopa ir draugi. Ir zinams, ka starp jebkuriem n lietotajiem eksisté 3, kas veido
domubiedru grupu. Pieradit, ka portala eksiste domubiedru grupa ar 5 lietotajiem.

Atrisinajums. Parfrazeéjam uzdevumu grafu teorijas valoda, kur ir n? virsotnes; ja lietotaji ir draugi,

tad vinu attiecigas virsotnes ir savienotas ar Skautni; starp katram n virsotnem var grafa atrast tri-
jsturi. Mums ir japierada, ka dotaja grafa eksisté pilns apaksgrafs no 5 virsotnem (kura novilktas visas
iespejamas Skautnes).

Apgalvojums. Apliikotaja grafa starp katram n? virsotnem ecksisté pilns apaksgrafs no 4 virsotnem.
Pieradijums. Pieradisim to ar matematiskas indukcijas palidzibu.
Indukcijas baze. n = 3. Saja gadijuma katras 3 virsotnes veido trijstiri, tapec viss grafs ir pilns, kas
acimredzami dod velamo.
Induktivais pienemums. Piepemsim, ka naturalam n = k — 1 grafa ar (k — 1)? virsotném var atrast
pilnu apaksgrafu ar 4 virsotnem, ja starp katram k& — 1 virsotnem var atrast trijsturi.
Induktiva pareja. Pieradisim to n = k. Apliikojam patvaligas n? = k? virsotnes un starp tam virsotni v.
Ja deg(v) > k, tad varam izveleties So virsotni un k tas kaiminus, starp kuriem vares atrast trijsturi, kas
kopa veidos 4 virsotyu pilnu grafu. Ja deg(v) < k, tad eksiste vismaz k* — (k—1)—1=k*—k > (k—1)?
virsotnes, ar ko v nav savienota (nevienadiba izpildas, jo k > 3). Izvelamies starp tam (k—1)? virsotnes.
Pieradisim, ka $is virsotnes izpilda induktiva pienemuma nosacijumus, t.i., katras £ — 1 virsotnes
starp tam eksiste trijstiiris. Panemam v un patvaligas k — 1 virsotnes no apliikotajam (k — 1)2. Kopa
ir k virsotnes, kuram zinams, ka ir jabut starp tam trijsturim. Ta ka v nav savienota ar nevienu no
paréjam virsotnem, Sis trijsturis var acimredzami veidoties tikai starp atlikusajam k — 1 virsotnem. Tas
izpildas jebkuram k — 1 virsotnem no (k— 1), tatad Sai virsotpu grupai izpildas induktivais piepemums
un starp tam var atrast pilnu apaksgrafu ar 4 virsotnem.
Abi iespejamie gadijumi ir aplukoti, tatad pareja ir noslegta.

3 virsotnem var atrast pilnu

Lidziga veida ar matematisko indukciju pieradisim, ka starp dotajam n
apaksgrafu ar 5 virsotnem.

Indukcijas baze. n = 3. Saja gadfjuma katras 3 virsotnes veido trijstiiri, tapec viss grafs ir pilns, kas
acimredzami dod velamo.

Induktivais piepemums. Piepemsim, ka naturalam n = k — 1 grafa ar (k — 1)3 virsotnem var atrast
pilnu apaksgrafu ar 5 virsotnem, ja starp katram k — 1 virsotnem var atrast trijsturi.

Induktiva pareja. Pieradisim to n = k. Aplikojam n® = k® virsotnes un starp tam virsotni v. Ja
deg(v) > k?, tad varam izveleties So virsotni un k* tas kaiminus, starp kuriem no ieprieks pieradita
vares atrast pilnu apaksgrafu ar 4 virsotnem, kas kopa veidos 5 virsotnu pilnu grafu. Ja deg(v) < k2,
tad eksisté vismaz k3 — (k* — 1) — 1 = k* — k? > (k — 1)3 virsotnes, ar ko v nav savienota (nevienadiba
izpildas, jo k > 3). Izvelamies starp tam (k — 1)® virsotnes.

Pieradisim, ka §is virsotnes izpilda induktiva pienémuma nosacijumus, t.i., katras k& — 1 virsotnes
starp tam eksiste trijsturis. Panemam v un patvaligas k — 1 virsotnes no aplukotajam (k — 1)3. Kopa
ir k virsotnes, kuram zinams, ka ir jabut starp tam trijsturim. Ta ka v nav savienota ar nevienu no
paréjam virsotnem, Sis trijstiris var acimredzami veidoties tikai starp atlikusajam k —1 virsotném. Tas
izpildas jebkuram k — 1 virsotnem no (k —1)3, tatad 8ai virsotnu grupai izpildas induktivais pienemums
un starp tam var atrast pilnu apaksgrafu ar 5 virsotnem.

Abi iespejamie gadijumi ir aplukoti, tatad pareja ir noslegta un prasitais ir pieradits.




