Invapianti
Ilmars Stolcers

1 Ievads

Saja materiala apliikosim tému par invariantiem (un tiem lidzigajiem monovariantiem), ar kuriem
noteikti katram ir sanacis saskarties jau kada no Latvijas olimpiadem. Koncepts par fiksetiem lielumiem
ir loti visparigs un dazadas formas paradas visas matematikas nozares, jo spej dot paredzamibu kada
procesa ietvaros, kas ir loti svariga matematikiem, kuri parasti grib redzet precizu rezultatu.

2 Teorija

2.1 Invarianti un monovarianti

Biezi uzdevumos procesa gaita var atrast tadus lielumus, kuri nemainas procesa gajienu/notikumu
laika. Sie lielumi ir loti svarigi, jo tie var palidzet iegt pretrunigus nosacijumus procesa sakuma un
beigu stavokliem. Biezakais sada veida piemers Latvijas olimpiades ir saistiba ar paritati — piemeram,
krasosanas uzdevumos beigas butu janoklaj nepara skaits iekrasotu rutinu, tacu sakuma ir noklats
para skaits iekrasotu rutinu, un katra jauna figuira art noklaj para skaitu rutinu. No ta var secinat, ka
procesa gaita vienmer biis noklats para skaits ruitinu, kas ir pretruna ar prasito gala stavokli, tadel to
nav iespejams sasniegt.

Definicija. Par invariantu sauc tadu lielumu, kas procesa gaita paliek nemainigs, t.i., pec
katra veikta procesa gajiena tas saglaba savu vertibu/ipasibu.

Ne visi invarianti, ko var atrast uzdevuma, palidz risinat uzdevumu. Piemeram, kaulinu kopeja
skaita nemainiba nenosaka to, cik un kada veida kaudzes tos ir iespejams sadalit. Tadel ir svarigi macet
atrast invariantus, kuri tiesa veida ietekme procesa notiekoso.

Definicija. Par monovariantu sauc tadu lielumu, kas procesa gaita mainas monotoni jeb viena
veida — piemeram, ja katra gajiena ta vertiba pieaug.

Pec butibas monovarianti visparina invariantus. Biezi monovariantus ir verts saistit ar lielakajiem
vai mazakajiem elementiem, lai paraditu, ka tie izmainas pretéja virziena uzdevuma prasitajam.

3 Uzdevumu risinasanas piemeri

3.1 KrasoSanas uzdevumu invarianti

Ar So invariantu klasi noteikti katram lasitajam ir sanacis daudz saskarties Latvijas Iimena olimpiades.
Domajot par krasojumiem, svarigi ir izveleties krasojumu, kurs kontroléti ieklaujas apskatamajas figuras.
Vieglak to redzet ar daziem piemeriem.

1.piemers Vai kvadratu ar izmeriem 9 x 9 rutinas var noklat ar 26 garajam figuram, kadas
dotas attela pa kreisi, un vienu attela pa labi doto L-veida figuiru? Kvadratam jabut pilniba
noklatam. Figtras nedrikst parklaties, figiras drikst pagriezt.
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Atrisinajums. Ne, to nav iespejams izdarit. Pienemsim pretejo, ka prasitais klajums eksiste. Izkrasojam
laukumu tris krasas diagonalveida ka zemak attela, pie tam izvelamies diagonalu virzienu ta, lai L-veida
figira saturetu divas rutinas no vienas krasas.

Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka L-veida figura satur divas zilas un vienu sarkanu rutinu.
Tada gadijuma nenoklatas paliek 25 zilas, 26 sarkanas un 27 baltas rtitinas, jo kvadrata katras krasas
rutinu skaits ir 27. Katra gara figtira noklaj vienu sarkanu, vienu zilu un vienu baltu rutinu neatkarigi
no ta, ka to pagriez. Ta ka atlikusaja dala dazado krasu rtutinu skaits nav vienads, tad ar garajam
figiram to noklat nav iespejams, kas ir pretruna ar pienpemumu.

Komentars. Saja uzdevuma invariants ir krasu ratinu sadalijums garajas figiras - t.i., lai ka mes
So figtiru novietotu laukuma, ta vienmer buis nokrasota paredzama veida. Krasosanas uzdevumu gal-
vena ideja ir izdomat krasojumu, kura tiek kontrolets iekrasoto rutinu daudzums neatkarigi no figtiru
novietojuma.

2.piemers Katra n x n laukuma rutina atrodas lampa. Sakuma visas lampas ir izslegtas.
Gajiena drikst izveleties m secigas lampas kada rinda vai kolonna un visam tam nomainit stavokli
uz pretejo (izslegts/ieslegts). Pieradit, ka galiga gajienu skaita visas lampas var ieslegt tikai tad,
ja n dalas ar m.

Atrisinajums. Sanumuréjam laukuma rindas un kolonnas no 1 lidz n. Iekrasojam tas ruitinas, kuram
abas koordinatas dod atlikumu 0 vai 1, dalot ar m. Zemak redzams piemers krasojumam, kura n = 6

= -

Viegli parliecinaties, ka starp jebkuram m secigam riitinam biis vai nu 0, vai 2 iekrasotas riitinas. Tas
nozime, ka m secigu lampu parslegsana nemainis paritati ieslegto lampu skaitam iekrasotajas rutinas
(ieslegto lampu skaits mainas par —2,0 vai +2). Ta ka sakuma visas lampas ir izslégtas, tad visu
procesu laiku iekrasotajas rutinas bus para skaits ieslegto lampu.

Tacu varam pieradit, ka iekrasoto rutinu skaits ir nepara, ja n nedalas ar m. Tas ir viegli redzams
no fakta, ka n = gm +r, kur 1 < r < m — 1, katrai vertibai 2 < i < ¢ ir atrodams skaitlu paris im
un im + 1, iznemot skaitli 1. Tadel visas rutinas (gan rindas, gan kolonnas) krasosies pa pariem vai
cetriniekiem, iznemot ritinu ar koordinatam (1, 1). Tatad saja gadijuma nevar but, ka visas iekrasoto
rutinu lampas kada bridi bus ieslegtas.



Situacija, kad n dalas ar m, acimredzami var sadalit laukumu 1 x m sloksnes un ieslegt visas lampas,
tadel saja gadijuma prasitais ir sasniedzams.

Komentars. Sakotngji sis krasojums varetu likties nemotivets. Tacu to var logiski izdomat, uzliekot
noteikta veida ierobezojumus - més vélamies, lai katra 1 x m sloksné biitu 2 iekrasotas riitinas. Sadu
krasojumu var izveidot, iekrasojot kaut kadas 2 riitinas pirmaja sloksne, un tad to secigi bidot uz
prieksu. Ja kada bridi samazinas sloksne iekrasoto riitinu skaits, tas nozime, ka ir sasniegts punkts,
kura atkal vajag iekrasot rutinas.

Papildus tam saja uzdevuma galvenais stasts ir par paritati, kas ierasti atrisina lielako dalu krasosanas
uzdevumu.

3.piemeérs Vai ir iespejams noklat 6 x 6 rutinu kvadratu, izmantojot zimejuma zemak redzamas
figuras? Figuras drikst atkartoties, tacu tas nedrikst rotet vai simetriski atspogulot.

Atrisinajums. Ne, tas nav iespejams. Izkrasojam laukumu zemak redzamaja diagonalu veida, Soreiz
krasu vieta izmantojot skaitliskus svarus.
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Varam viegli parbaudit, ka ikviena no dotajam figiram satur svarus no 4 secigam diagonalem. Nemot
vera izveidoto svaru sadalijumu, katras figiiras noklato riitinu summa biis 2% + 2%+ 4 2242 4 9v43 —
27 . (14+2+4+4+38) =2"-15. Varam secinat, ka deriga klajuma gadijuma visu figuru kopeja noklata
summa dalas ar 15.

Saskaitisim kopejo summu visiem laukuma svariem. Skaitot pa rindam, kopeja summa ir

1-(1+24+224+22 4204+ 29) 42 (142422 4+ 22+ 2" +2°) + ... +2° (1 +2+22 +2° + 21 + 2°) =
=(14+2+22+2° 42 +2°)2 = (2° - 1)? = 63°.

Tacu 632 nedalas ar 5, un attiecigi ar 15. Tas nozime, ka laukums nevar but noklats ar aplikotajam
figiram.

Komentars. Krasojumi pec butibas sevi ietver matematisku sakaribu, ko ir iespejams ar1 pierakstit
skaitliska veida ka algebrisku sakaribu (piemeram, iekrasota rutina ir 1, neiekrasota - 0). Izmantojot
svarus, mes paplasinam krasojuma jedzienu un varam samekléet vel sarezgitakas sakaribas starp rutinu
novietojumu. Interesentiem ieteicams palasit talak par komplekso skaitlu svariem un to saistibu ar
polinomu atrisinajumiem, ka art analitiskas geometrijas metodem un to lietojumu sada tipa uzdevumos.



3.2 Algebriskie invarianti

1.piemers Skaitli 1,2, ...,10 ir uzrakstiti uz tafeles. Katru minuti Andrejs izvélas tris skaitlus
a,b, ¢, nodzes tos un to vieta uzraksta skaitli va2 + b2 + 2. Sis process turpinas lidz bridim,
kamer vairak nevar nodzest skaitlus. Noteikt lielako iespejamo skaitli, kas taja bridi var but
uzrakstits uz tafeles.

Atrisinajums. Meklesim lielumu, kas procesa laika saglabajas invariants. Aplukojam uz tafeles
uzrakstito skaitlu kvadratu summu. Sakotnéji ta ir 12 + 22 + ... + 102 = % = 385. Viena gajiena
laika aizstato skaitlu kvadratu summa ir a® + b + 2, bet iegtita skaitla kvadrats ir a? + * + 2. Lidz
ar to varam secinat, ka procesa laika Sis lielums paliek nemainigs jeb invariants.

Varam ari ieverot, ka procesa katra gajiena laika uzrakstito skaitlu daudzums samazinas par 2, tatad
beigas bus palikusi divi skaitli. Acimredzami, ka jebkura gajiena jauniegutais skaitlis bus vismaz tikpat
liels, cik mazakais no trim izveletajiem skaitliem (to viegli algebriski parbaudit). Tatad uz tafeles
jebkura bridi uzrakstitie skaitli visi bus lielaki vai vienadi ar 1. Ta ka divu beigas palikuso skaitlu
kvadratu summa ir 385, un mazakais iespejamais skaitlis uz tafeles ir 1, tad lielakais iespejamais skaitlis
beigas ir v/384 = 8v/6. To var sasniegt, secigi veicot gajienus ar skaitliem 2,3, ..., 10 un to raditajiem
jaunajiem skaitliem.

Komentars. Sada veida uzdevumos, kur tiek veikti algebriski parveidojumi ar skaitliem, parasti tick
mekleti algebriski invarianti atkariba no procesa parveidojuma izteiksmes.

Svarigi arl atcereties, ka uzdevumos, kur jaatrod lielaka vai mazaka vertiba, risinajumam ir ne-
pieciesamas divas dalas — pirmkart, ka lielaka vai mazaka vertiba nav iesp€jama (novertéjums), un
otrkart, ka optimalo vertibu patiesam var sasniegt. Ja kada no sim dalam iztrukst, tad butiba ir iegtits
noverteéjums no vienas puses, piemeram, x > 5, tacu tas negarante, ka mazaka iespejama x vertiba
patiesam ir 5, jo var gadities, ka reali mazaka iespéjama vertiba ir x = 7, kam iegtitais novertejums ar1
izpildas.

2.piemers Uz tafeles ir uzrakstiti skaitli 256, 6561 un 390625. Atkartoti drikst veikt gajienu
- katram skaitlim izrekinat parejo divu skaitlu videjo geometrisko, un visus skaitlus aizstat ar
izrekinatajiem videjiem geometriskajiem. Vai ir iespejams, ka pec galiga gajienu skaita uz tafeles
uzrakstitie skaitli ir 3000, 2012 un 71757

Atrisinajums. Apzimeésim uz tafeles uzrakstitos skaitlus ar a, b, c. Tad gajiena laika tie tiek aizstati
ar skaitliem v/be, Vea, Vab. leverosim, ka gan pirms, gan pec gajiena skaitlu reizinajums ir abc, kas
paliek invariants gajienu laika. Sakotnéji skaitlu reizinajums ir 256 - 6561 - 390625 = 28 - 3% - 58, kas
procesa gaita nemainas, tacu 3000 - 2012 - 7175 # 2% - 3% . 58, kas nozimé, ka Sos skaitlus nevar sasniegt.

Komentars. Biezi vien Sada veida uzdevumos ir verts skatities uz visu skaitlu summu vai reizinajumu.
To, kurs no lielumiem ir piemerotaks, nosaka konkreta operacija un algebriska intuicija. Piemeram,
kvadratsaknu summu ir gruti parveidot uz parastam izteiksmeém, tadel noder celsana kvadrata (ie-
prieksejais uzdevums) vai reizinasana (Seit).



3.piemers Uz galda ir noliktas 2™ papira lapinas, uz katras no kuram ir uzrakstits skaitlis 1. Ir
atlauts veikt gajienus, kur gajiena laika izvelas divas lapinas, uz kuram ir rakstiti skaitli @ un b,
Sos skaitlus izdzes un uz abam lapinam uzraksta skaitli @ + b. Pieradit, ka pec m2™~! gajieniem
uz visam lapinam uzrakstito skaitlu summa ir vismaz 4™.

Atrisinajums. Ar S un P attiecigi apzimesim visu lapinu skaitlu summu un reizinajumu. Aplikojam,
ka mainas skaitlu reizinajums viena gajiena ietvaros. Ta ka skaitli mainas tikai uz divam lapinam, tad
mis intereseé to izmaina. Pirms gajiena So skaitlu reizinajums ir ab, bet pec gajiena reizinajums ir
(a +b)% Tr zinams, ka izpildas nevienadiba

(a+b)* > dab <= (a —b)* > 0.

Tas nozime, ka % > 4, tatad P palielinas vismaz 4 reizes gajiena laika. Sakotnejais skaitlu

reizinajums ir 1, tatad pec m2™~* gajieniem P > 4™2" " Izmantojam sakaribu starp videjo aritmétisko
un videjo geometrisko (AM-GM), lai iegutu

S 2 om ., 2% Z om, 2m\/4m2m*1 —om ., 2m\/2m~2m —om om _ 4m’

kas pierada prasito.

Komentars. Summa un reizinajums ir labi invariantu lielumi no ar1 sada skatpunkta, ka tos savs-
tarpeji var novertet, izmantojot AM-GM nevienadibu.

3.3 Procesu uzdevumu invarianti

l.piemers Trijas konfeksu kaudzes uz galda ir attiecigi 5, 49 un 51 konfekte. Maris drikst
jebkuras divas uz galda esosas kaudzes apvienot viena kaudze, vai ar1 jebkuru kaudzi, kura satur
para skaitu konfeksu, sadalit divas kaudzes ar vienadu konfeksu skaitu. Vai, veicot atlautas
darbibas, Maris no sakotnejam 3 kaudzem var iegtit 105 konfeksu kaudzes, kur katra no tam ir
tiesi 1 konfekte?

Atrisinajums. Vispirms pieradisim sadu apgalvojumu.

Apgalvojums. Ja konfeksu skaits visas kaudzes dalas ar p, kur p ir nepara pirmskaitlis, tad pec
operaciju veikSanas visas kaudzes konfeksu skaits joprojam dalas ar p.

Pieradijums. Apvienojot 2 kaudzes, kuras ir attiecigi ap un bp konfektes (a,b — naturali skaitli),
tiks ieguta kaudze ar (a + b)p konfektem. Savukart, sadalot kaudzi ar 2ap konfektem, tiks iegutas
2 kaudzes ar ap konfektem. Ieverosim, ka neatkarigi no veiktajam operacijam konfeksu skaits katra
kaudze joprojam dalas ar p.

Ta ka visas kaudzes sakotngji ir nepara skaits konfeksu, tad nevienu no tam nav iespejams sadalit
divas vienadas dalas. Tadel iespejamas ir tikai tris operacijas:

e apvienot kaudzes ar 5 un 49 konfektem. Tada gadijuma iegustam kaudzes ar 54 un 51 konfekti.
Abas kaudzes konfeksu skaits dalas ar 3. No apgalvojuma izriet, ka neatkarigi no veiktajam
operacijam konfeksu skaits katra kaudzé vienmer dalisies ar 3. Lidz ar to nevares panakt to, ka
katra kaudze ir tiesi 1 konfekte.

e apvienot kaudzes ar 5 un 51 konfekti. Tada gadijuma iegustam kaudzes ar 56 un 49 konfektem.
Abas kaudzes konfeksu skaits dalas ar 7. No apgalvojuma izriet, ka neatkarigi no veiktajam
operacijam konfeksu skaits katra kaudze vienmer dalisies ar 7. Lidz ar to nevares panakt to, ka
katra kaudze ir tiesi 1 konfekte.



e apvienot kaudzes ar 49 un 51 konfekti. Tada gadijuma iegtistam kaudzes ar 100 un 5 konfektem.
Abas kaudzes konfeksu skaits dalas ar 5. No apgalvojuma izriet, ka neatkarigi no veiktajam
operacijam konfeksu skaits katra kaudze vienmer dalisies ar 5. Lidz ar to nevares panakt to, ka
katra kaudze ir tiesi 1 konfekte.

Secinam, ka prasito panakt nevares.

2.piemers Uz tafeles ir uzrakstiti 2020 pozitivi reali skaitli. Katru minuti Ramona nodzes
divus skaitlus un to vieta uzraksta vai nu to summu, vai starpibu, vai reizinajumu, vai dalijjumu.
Piemeram, ja Ramona izdzes skaitlus 6 un 3, tad vina var aizvietot tos ar vienu skaitli no kopas
{6+3,6—3,3—6,6%x3,6+3,3+6} ={9,3,—3,18,2,0.5}. Péc 2019 mintutem uz tafeles ir palicis
tikai viens skaitlis, kas ir —2020. Pieradit, ka Ramona vareja dzest skaitlus un veikt aritmetiskas
operacijas ta, lai uz tafeles butu palicis skaitlis 2020 (sakotnéjie skaitli paliek nemainigi).

Atrisinajums. leverosim, ka vismaz vienu reizi Ramona veica atnemsanas operaciju, jo visas parejas
operacijas pozitiviem skaitliem vienmer dod pozitivu skaitli. Izmantojot tikai tas sakotnejiem skaitliem,
gala rezultats arT buitu pozitivs, tacu tika iegtits skaitlis —2020.

Secigi pec gajieniem aplikosim pedejo atnemsanu, apzimejot to ar a — b. Tas vieta Ramona veic
operaciju b — a, iegiitajam skaitlim pieskirot sarkanu krasu. Talakajiem gajieniem, starp kuriem vairs
nevar biit atnpemsana, Ramona izpilda sadu algoritmu:

e Ja operacija nav iesaistits sarkans skaitlis, tad Ramona atstaj operaciju nemainitu.

e Ja operacija ir iesaistits sarkans skaitlis un ta ir reizinasana vai dalisana, tad Ramona atstaj
operaciju nemainitu un rezultatu atzime sarkanu. Skaidrs, ka rezultata tiks ieguts skaitlis ar tadu
pasu absoltto vertibu, ka originalaja operaciju seciba, tikai ar pretéju zimi.

e Ja operacija ir iesaistits sarkans skaitlis un ta ir saskaitiSana, tad Ramona aizstaj to ar ne-sarkana
skaitla atnemsanu no sarkana skaitla un rezultatu atzime sarkanu. Skaidrs, ka rezultata tiks ieguts
skaitlis ar tadu pasu absoliito vertibu, ka originalaja operaciju seciba, tikai ar preteju zimi.

Ta ka pec pedejas atnemsanas uz tafeles vienmer ir viens sarkans skaitlis (to skaits nesamazinas un
nepalielinas procesa gaita), tad pedejais skaitlis arl bus sarkans. No ieguta algoritma ir skaidrs, ka
pedejam skaitlim biis preteja zime un tada pati absoluita vertiba ka sakotnejam beigu rezultatam, tatad
tas bus 2020.

Komentars. S uzdevuma esence ir atrast lielumu, kas noteikti bis atrodams (invariants) uzdevuma
dotaja situacija — Sin1 gadijuma ta ir obligata atnemsana, lai iegtitu negativu skaitli. Ka jau mineéts,
sadu obligato nosacijumu atrasana var ieverojami palidzet risinasana.

3.piemers Rinda ir sakartotas a+b blodas, kuras ir art sanumurétas no 1 Iidz a+0b, kur @ un b ir
naturali skaitli. Sakotneji pirmajas a blodas ir abols, bet pedejas b blodas ir Big-Mac komplekts.
Viena gajiena Petr var parvietot abolu no i-tas blodas uz (i + 1)-to blodu un Big-Mac komplektu
no j-tas blodas uz (j — 1)-to blodu, ja starpiba i — j ir para skaitlis. Viena bloda var atrasties
vairaki edieni. Petr merkis ir panakt to, lai pirmajas b blodas katra ir Big-Mac komplekts un
pedejas a blodas katra ir abols. Pieradit, ka vins to var izdarit tad un tikai tad, ja skaitlis ab ir
para.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka prasito nevar sasniegt, kad ab ir nepara skaitlis. Ieverosim,
ka tada gadijuma gan a, gan b ir nepara.

Ar X apzimesim abolu skaitu blodas ar nepara numuru, bet savukart ar Y - Big-Mac skaitu nepara
blodas. Lasitajs var viegli parliecinaties, ka lielums X — Y nemainas, veicot atlautas operacijas, jo
vienmer tiek izveleti edieni, kas atrodas vienadas paritates numuru blodas. Ieverosim, ka sakotneji



X = %(a—l— HunY = %(b —1), kas nozime, ka X —Y = %(a — b+ 2). No otras puses, gala situacija mes
veletos panakt, ka X = 2(a—1) un Y = 1(b+ 1), bet tada gadijuma X —Y = 1(a — b — 2) - pretruna
ar to, ka X — Y nemainas.

Tagad pieradisim, ka prasito var sasniegt, kad ab ir para skaitlis. Pieradisim prasito ar matematiskas
indukcijas metodi uz a + b, kur bazes gadijumus var viegli parbaudit. Skirosim gadijumus:

e Pienemsim, ka a+0b ir nepara skaitlis. Tad més varam parvietot pirmo abolu uz blodu, kur atradas
pedejais Big-Mac un otradi. To var izdarit, secigi izveloties tikai Sos divus minetos edienus, jo
(a+0b)—1,(a+0b)—3,...1ir para skaitli. Tas reduceé uzdevumu uz gadijjumu (a — 1,0 — 1) (viens
no skaitliem a, b ir nepara, lidz ar to viens no skaitliem a — 1,b — 1 ir nepara), kur mes varam
pielietot induktivo pienemumu.

e Pienemsim, ka a + b ir para skaitlis (abi skaitli ir para). Tada gadijuma mes varam samainit
vietam abolu 1-ja pozicija ar Big-Mac a + b — 1-ja pozicija, ka art abolu 2-ja pozicija ar Big-Mac
a + b-taja pozicija. Tas reducé uzdevumu uz gadijumu (a — 2,b — 2), kur més varam pielietot

induktivo pienemumu.

Ta ka visi iespejamie gadijumi ir aplikoti, uzdevums ir atrisinats

4.piemers Galerija " Ekspresionists” ir izstaditas 100 gleznas, apzimesim tas ar
G1,Gy, ..., Grpo. Makslinieks un kritikis spele sadu speli. No sakuma makslinieks katrai
no gleznam izdoma cenu, kas ir naturals skaitlis, apzimesim cenas attiecigi ar ¢y, co, 3, .. ., C100-
Péc tam katra gajiena:

e makslinieks nosauc kadu naturalu skaitli x;

e kritikis izvelas gleznu G; un nomaina tas cenu uz z (t.i., tagad ¢; = x, parejas ¢; vertibas,
kuram j # i, nemainas).

Ja pec kada gajiena cenas ir sakartotas nedilstosa seciba ¢; < ¢ < ... < g0, tad kritikis ir
uzvarejis un spele beidzas. Preteja gadijuma spele turpinas. Vai kritikis vienmer var uzvaret
galiga skaita gajienu neatkarigi no ta, ka spele makslinieks?

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas principu, lai pieraditu, ka kritikis var uzvaret
jebkuram naturalam gleznu skaitam n.

Indukcijas baze: Ja n = 1, tad acimredzami pec pirma gajiena kritikis biis uzvarejis.

Induktivais pienemums: Pienemsim, ka naturalam k kritikis var sakartot k gleznas nedilstosa cenu
seciba.

Induktiva pareja: Aplukosim situaciju, kad ir £ + 1 glezna. No induktiva pienemuma kritikis var
pirmas k gleznas sakartot nedilstosa cenu seciba. Ja cxy1 > ¢, tad prasitais izpildas; apliikosim pretéejo
situaciju. Veidosim kritika darbibas algoritmu atkariba no makslinieka izveleta skaitla = katra gajiena:

e Ja z > ¢,. Saja gadijuma kritikis aizstaj cy.q ar . Ta ka pirmas k gleznas jau ir sakartotas
nedilstosa cenu seciba, tad acimredzami visas k + 1 gleznas ir sakartotas nedilstosa cenu seciba
un kritikis ir uzvarejis.

e Ja x < ¢,. Tad kritikis pec kartas salidzina gleznu cenas ar x, sakot ar c;, tad co utt. lidz c.
Kad kritikis atrod pirmo gleznu G;, ka = < ¢;, vins aizstaj ¢; ar z. Sada glezna noteikti eksist@s,
jo x < cg.

Saja gadijuma varam attiecigi ieverot, ka pec ¢; aizstasanas gleznu cenas joprojam ir sakartotas
nedilstosa seciba, jo no algoritma x > ¢;_;. Papildus tam var secinat, ka pirmo k gleznu cenu
summa samazinas, jo r < ¢;.



Izmantojot sadu algoritmu, kritikis var garantet uzvaru, jo algoritms garanteti kada bridi nonaks
gadijuma x > ¢;. Tas izriet no ta, ka otra gadijuma pirmo k gleznu cenu summa katru reizi samazinas,
tacu ta nevar klut mazaka par k (kad ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 1). Ja ta sasniedz minimumu, tad
acimredzami x > ¢, un visas gleznas ir sakartotas nedilstosa cenu seciba. Lidz ar to induktiva pareja
ir pieradita.

Ta ka esam pieradijusi, ka kritikis uzvar visiem naturaliem n, tad vins uzvar art gadijuma n = 100,
kas bija japierada.

Komentars. Procesos sameéra biezi ir iespejams esoso situaciju reducet uz mazaku ekvivalentu situaciju,
un formaliem pieradijumiem tad loti piemérota ir matematiska indukcija. Seit arT verts ieverot mono-
varianta lietojumu kopa ar 1pasibu, ka naturalie skaitli nevar samazinaties bezgaligi — ideja, kas ir
pamata daudziem fundamentaliem rezultatiem gan kombinatorika, gan skaitlu teorija.

5.piemers Uz tafeles virkne uzrakstiti vairaki naturali skaitli. Alise atkartoti veic sadu gajienu
- izvelas blakus stavosus skaitlus x un y ta, ka > y un x atrodas pa kreisi no y, un tad So pari
(x,y) nodzes, un ta vieta uzraksta vai nu (y + 1,z), vai (x — 1,z). Pieradit, ka Alise So speli
nevar turpinat bezgaligi.

Atrisinajums. Pirmkart, ieverosim, ka operacijas nemaina virknes maksimumu, ko apzimesim ar M.
Apzimeésim virkne uzrakstitos skaitlus ar ay, as, ..., a,. Aplukojam lielumu
S =a;+2as+ -+ na,.
Pieradisim, ka S procesa gaita monovarianti palielinas. Pienemsim, ka (z,y) tiek aizstats ar (y + 1, z).
Tad
cx+(c+Dy<cly+1)+(c+1)x
— y<c+uz,
kas ir patiesi, jo x > y. Tatad saja gadijuma S palielinas.
Pienemsim, ka (x,y) tiek aizstats ar (z — 1,x). Tad
cx+ (c+ Dy <clzx—1)+ (c+ D
= ayty<clr—1)+uz,
kas ir patiesi, jo x — 1 > y un x > y. Arl Saja gadijjuma S palielinas.
No otras puses, S < (1+2+4---+n)M, jo a; < M visiem i = 1,...,n. Ta ka S palielinas katra
gajiena un nekad neparsniedz (1 + 2+ ---+n)M, tad procesam ir jaapstajas pec galiga gajienu skaita.

Komentars. Uzdevuma izmantota monovarianta izteiksme ir zinama ka viens no klasiskajiem mono-
variantiem, kurs sevi ietver informaciju par pozicijas svarigumu. Sadas sveértas izteiksmes biezi médz
realizet ar1 ar citam skalam (pieméram, pozicijam pieskirot svarus, kas ir secigas divnieka pakapes) tiri
ar merki maksligi izveidot izteiksmi, kura mainas monovarianti.

6.piemers Kada 10 x 10 rutinu laukuma ir inficetas 9 rutinas. Katru mintti tas rutinas, kuram
blakus (ar kopigu malu) atrodas vismaz 2 inficetas rutinas, art klust inficetas. Vai ir iespejams,
ka pec galiga laika viss rutinu laukums klust inficets?

Atrisinajums. Ne, tas nav iespejams. Aplukojam inficeto rutinu kopéjo perimetru, ko apziméjam
ar P. Sakuma stavokli P neparsniedz 4 x 9 = 36 vienibas. Aplukojam iespejamas situacijas, kad
tiek inficeta jauna rutina. Tada gadijuma tai ir 2,3 vai 4 inficetas kaiminu rutinas. Aplukojot visus
iespejamos gadijumus, var secinat, ka 2 inficetu kaiminu gadijuma P nemainas, savukart, ja ir 3 vai
4 inficeti kaimini, tad P samazinas. Tas nozime, ka P vertiba procesa gaita mainas monovarianti un
nekad nebtus lielaka par sakotnejo vertibu 36. Tacu pilnam 10 x 10 laukumam perimetrs ir 40, kas
nozime, ka nav iespejama situacija, kura viss laukums ir inficets.



Komentars. Reizem uzdevuma invariants var likties loti attals no uzdevuma teksta sagaidamajiem
invariantiem - galu gala labu kombinatorikas uzdevumu viena no pamattezem ir, ka risinajums ir tiesi
versts uz radosumu un nestandarta izmantojumu zinamiem faktiem. ST uzdevuma monovariantu ir
ieverojami vieglak izdomat, ja ir izrekinats liels daudzums uzdevumu, kur kada varetu but paradijusies
lidziga tipa ideja par riitinu laukumiem un perimetriem.

7.piemers Rinda ir 2022 secigi sanumuretas rutinas. Alise un Bobs spele speli. Sakotneéji visas
rutinas ar nepara numuru tiek ierakstits burts A, bet rutinas ar para numuru - burts B. Tad
Alise sak speli, secigi mainoties ar gajieniem ar Bobu.

Sava gajiena speletajs speletajs izvelas divas rutinas, kas neatrodas blakus, kuras ir ierakstits
speletajam atbilstosais burts un starp kuram atrodas tikai rutinas ar otra speletaja burtu. Gajiena
laika visas rutinas, kas atrodas starp izveletajam, burts tieck nomainits uz speletaja burtu.

Atrisinajums. Alise var garantet 1011 rutinas ar A burtu.

Nosauksim par kedi secigu viena veida burtu secibu, kurai abas puses ir otrs burts vai rindas gals.
leverosim, ka sakuma stavoklr ir 1011 burtu A kedes (ar garumu 1) un 1011 burtu B kédes. leverojam,
ka gajiena laika A un B kezu skaits katrs samazinas par 1. Tas ir tadel, ka viena kede tiek parmainita uz
pretéjo burtu, ka ar1 divas viena burta kédes tada gadijuma saplust kopa viena kede (kurai pa vidu vel
tiek pievienoti nomainitie burti). Papildus ieverosim, ka kédes, kuram viena gala ir rindas gals, uzde-
vuma ietvaros nav iespejams nomainit uz pretejo burtu, jo tam nevar vienlaicigi abas puses izveleties
pretéjo burtu. Tas nozime, ka gala stavokli noteikti bus viena A kéde un viena B kéde (sakuma pie
galiem ir §1s divas kedes), kuru skaits attiecigi art tad nevares izmainities (rindai ir tikai 2 gali). Ta ka
visas parejas kedes vienmer biis ietvertas starp divam preteju burtu kedem un katra gajiena to skaits
samazinas par 1 katram veidam, tad tiks veikti precizi 1010 gajieni, lai no sakotneja stavokla ar 1011
katra veida kedem nonaktu beigu stavokli ar 1 kedi no katra veida.

Pieradisim, ka Alise var garantet gala stavoklt A kedi ar vismaz 1011 rutinam. Kopuma Alise veiks
pusi no gajieniem, kas ir 505 gajieni. Alises strategija ir sada - katra gajiena vina izvelas pirmo B kedi
no kreisas puses (kur pie rindas gala ir A burts) un nomaina tas burtus uz A. Sada gadijuma rindas
gala A kedei klat tiks pievienota viena B kede, kuras garums ir vismaz 1, un viena A kéde, kas bija aiz
B kedes, kuras garums ar1 ir vismaz 1. Tatad gajiena laika rindas gala A kedes garums palielinas par
vismaz 2. Alise veiks 505 gajienus - Sis kedes garums speles beigs bus vismaz 1011, kas dod velamo.

Atliek pieradit, ka Bobs var nelaut Alisei iegt kedi, kas garaka par 1011 rutinam. Vins seko tadai
pasai strategijai ka Alise, pagarinot savu gala kedi. Veicot 505 gajienus, vins arl var garanteét, ka B gala
kedes garums bius vismaz 1011. Ta ka kopuma ir 2022 rutinas, tas nozime, ka Alise nevares nekada veida
iegit A kedi, kas garaka par 2022 — 1011 = 1011 rutinam. Apvienojot So ierobezojumu ar iepriekseja
rindkopa pieradito, ka Alise var panakt A kedi ar garumu 1011, secinam, ka ta ir prasita atbilde.

Komentars. Sis uzdevums uzsver vairakas svarigas detalas:

e leverosim, ka Saja uzdevuma ir svarigs princips par strategiju neatkaribu — kad runajam par Alises
strategiju, tad uztveram, ka vina spele pret patvaligu speletaju, kura nodomi nav zinami. Lidzigi
arT ar Boba strategiju, lai garantetu 1011 rutinas — vins nespelé pret Alisi ar izveletu strategiju,
bet gan pret patvaligu speletaju.

e Saja uzdevuma ir rinda ar divu veidu ritinam, kuram aplikojam kedes. ST ideja par kedem
ir paradijusies vairakos IMO vai lidziga limena olimpiazu uzdevumos, tadel ir verts to atseviski
uzsvert. Kedem parasti ir iespejams analizet to skaita izmainu sapltusanas vai sadalisanas gadijuma,
kas nosaka procesa gajienu skaitu vai kezu garumu.

e Saja uzdevuma arT ir svarigi atrast lielumus, kas nozimigi ietekme procesu visa ta gaita — kedes,
kuras atrodas rindas galos un kuras procesa gaita arl vienmer tur bus (invariants). Redzam, ka
misu izveidota strategija pamata balstas uz to 1pasibam.



8.piemers Divi speletaji A un B spele speli. Sakotneji A izvelas 1000 nepara pirmskaitlus
(starp kuriem var but arT vienadi). Péc tam B izvelas pusi no tiem un uzraksta uz tafeles. Tad
speletaji secigi veic gajienus, A uzsakot speli. Katra gajiena speletajs izvelas n > 1 uzrakstitus

pirmskaitlus pq, pa, ..., Pn, izdzes tos un vieta uz tafeles uzraksta visus pirmskaitlu reizinatajus
skaitlim pyips---p, — 2 (ja kads pirmskaitlis atkartojas vairakas reizes, tad tik reizu tas tiek
uzrakstits).

Speletajs, pec kura gajiena tafele paliek tuksa, zaude. Pieradit, ka eksistée speletajs ar uzvarosu
strategiju, un noteikt So speletaju.

Piezime. Ta ka skaitlim 1 nav pirmskaitlu reizinataju, tad atlauts gajiens ir vienkarsi izdzest
vienu skaitli 3.

Atrisinajums. Speletajam A eksiste uzvarosa strategija. Ar N apziméjam visu uzrakstito pirmskaitlu
reizinajumu. leverojam, ka N ir nepara. Pieradisim, ka visas pozicijas, kuras N = 1 (mod 4), ir
uzvarosas, bet pozicijas, kuras N = 3 (mod 4), ir zaudejosas.

Viena gajiena laika N samazinas par skaitli 2¢, kur c ir visu to uzrakstito pirmskaitlu reizinajums,
kas netika izveleti gajiena laika (ja tadu nav, tad ¢ = 1). Ta ka c ir nepara, jo procesa laika acimredzami
tiek rakstiti tikai nepara skaitli, tad 2c = 2 (mod 4). Tas nozime, ka ikviena gajiena N mainas no N = 1
(mod 4) uz N = 3 (mod 4) vai otradi. Tatad, ja speletajs sava pirmaja gajiena bija situacija, kura
N =1 (mod 4), tad visas parejas speles situacijas tas joprojam izpildisies; lidzigi ar1 var spriest par
gadijumu N = 3 (mod 4).

Ta ka vieniga situacija, kura tafele tiek iztuksSota, ir gadijums, ja uz tas ir palicis viens skaitlis
3 (visas parejas kads skaitlis tiks uzrakstits vai paliks uz tafeles), tad zaudet var tikai speletajs, kurs
speles gaita vienmer atradas pozicijas, kur N = 3 (mod 4), tadel tas ir zaudejosas pozicijas, un attiecigi
pozicijas ar N = 1 (mod 4) ir uzvarosas. Svarigi art pieminet, ka spéle garanteti kada bridi beigsies, jo
katra gajiena N strikti samazinas.

Tadel A sava pirmaja gajiena var uzrakstit 1000 skaitlus 5, kur 5'°° = 1 (mod 4), un garantet
uzvaru ar jebkadiem atlautiem gajieniem.
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