Invarianti - 1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums. Septinas kuba virsotnes ir ierakstits skaitlis 0, bet astotaja — skaitlis 1. Gajiena
laika ir atlauts izveleties kadu kuba skautni un abiem skaitliem §1s Skautnes virsotnes pieskaittt
1. Vai ir iespejams, ka pec galiga gajienu skaita tiek iegtits kubs, kura virsotnes ir ierakstiti

a) astoni vienadi skaitli?

b) astoni skaitli, kur katrs no tiem dalas ar 37

Atrisinajums. a) un b) gadijjumos tas nav iespéjams.

Sadalam kuba virsotnes divas grupas, lai nekadas divas virsotnes no vienas grupas nebuitu savienotas
(attiecigi katra grupa tad ir 4 virsotnes, kas ir viena otrai preti pa diagonalem). Apzimesim skaitlu
summas grupas ar S; un S;. Varam ieverot, ka ikviena gajiena tiek izveleta skautne ar virsotnem
pretejas grupas, lidz ar to gajiena ietvaros gan S7, gan S, palielinas par 1, tatad lielums S; — S
procesa gaita ir invariants. Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka sakuma S; = 1 un S, = 0, ka ar1

S;— 8 =1

a) Ja visi skaitli virsotnés butu vienadi, pienemsim, to vertiba butu a, tad Saja situacija S; = 4a un
Sy = 4a, kas nozime S; — S, = 0 # 1, kas ir pretruna ar ieguto invariantu. Tatad sada situacija
nav iespejama.

b) Ja visi skaitli virsotnes dalitos ar 3, tad attiecigi arT katras grupas summai butu jadalas ar 3 jeb
3| S; un 3| Sy. Sada situacija ar1 jaizpildas 3 | S; — Sy = 1, kas acimredzami nav iespéjams,
tatad arT sada situacija nav sasniedzama.



2.uzdevums. Apala pica sastav no n > 3 skelem. Sakuma viena no skelem ir apmesta ar sieru
uz leju. Viena gajiena atlauts izveleties vienu skeli, kas ir ar sieru uz leju, apmest to ar sieru
uz augsu un divas blakus stavosas skeles apmest otradi. Kadam n vertibam iespejams sasniegt
stavokli, kura visas picas skeles ir ar sieru uz augsu?

Atrisinajums. Prasito var izdarit visiem n, kur n = 3k 4+ 1 vai n = 3k + 2 (k — naturals skaitlis).

Pieradisim, ka gadijuma n = 3k, kur k ir naturals, prasito sasniegt nevar. Sadalam picas Skeles pec
kartas trijas grupas A, B,C, A, B,C,..., A, B,C. Ta ka n = 3k, sis grupas sadalisies vienmerigi, tatad
katra gajiena tiks apgriezta viena Skele no katras grupas. Katrai no grupam aplikosim skelu skaitu,
kas ir pagrieztas ar sieru uz leju, apzimejam tos ar S4, Sp, Sc. Nezaudejot visparigumu, pienemsim,
ka sakuma viena pagriezta skele ir grupa A. Tad S4 = 1 un S = 0,S¢ = 0. leverosim, ka ikviena
gajiena katrai grupai tiek apgriezta viena Skele, tatad mainas katras grupas S paritate. Ta ka sakuma
Sa # Sp (mod 2), tad §1 paritasu atskiriba bus invarianta visu procesa laiku. Tacu, ja tiktu sasniegta
situacija, kura visas skeles ir ar sieru uz augsu, tad izpilditos S4 = S = S¢ = 0 un attiecigi S4 = Sp
(mod 2), ko nav iespéjams sasniegt pec ieprieks izsecinata.

Talak paradisim, ka prasito sasniegt gadijumos n = 3k + 1 un n = 3k + 2, kur k ir naturals.
Apzimejam skeles ar sieru uz augsu ar 1, bet ar sieru uz leju — ar 0. Veicam sadu algoritmu:

1. Pirmaja gajiena parveidojam (1,1,...,1,0,1,1,...) uz (1,1,...,0,1,0,1,...,1).

2. Talak ar vienu gajienu var pagarinat virkni ar 0 sada veida:

gajiens

~ A~
0,...,0,0,1,0,1,1,1,...) = (0,...,0,0,0,1,0,1,1,...).
———— f
m m4+

3. Izmantojam 2.soli 3k reizes, lai panaktu situaciju (0,...,0,1,0,...,0). Jan = 3k + 1, tad pariet
uz 5.soli.

4. Jan = 3k + 2, veicam papaildus vienu Sadu gajienu:
gajiens

—~
0,...,0,0,1,0,0,0,0,...) = (0,...,0,0,0,1,1,0,0,...).

5. Saja bridi ir palikusi 1 vai 2 secigi vieninieki un 3% secigas nulles. Tas var parveidot uz vieniniekiem,
. . _ .. C C o —
veicot k Sadus secigus gajienus no vieniniekiem uz prieksu: (...,0,0,0,...) = (..., 1,1,1,...).

Abos gadijumos prasitais tiek sasniegts.



3.uzdevums. Rautinu laukums 5 x 7 ir noklats ar 3 rutinu L-veida figuiram (sadu figuru var
izveidot, no 2 x 2 kvadrata izgriezot 1 rutinu). Figuras drikst parklaties, bet tas neiziet arpus
laukuma robezam. Vai ir iespejams, ka ikvienu laukuma rutinu noklaj viens un tas pats skaits
L-veida figuru?

Atrisinajums. Ne, tas nav iespejams.
Aizpildam rutinu laukumu, ka paradits zimejuma zemak.

2|11/ 2|12 |1, 2
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Saskaitisim lielumu S, kurs ir summa no katras figuras parklato rutinu skaitliem (summejam pa
visam L-veida figuram). Ieverosim, ka ikviena figlira var vai nu parklat vienu rutinu ar 2 un divas
riitinas ar —1, vai ari tris riitinas ar —1. Sajos gadijumos attiecigi figiiras riitinu skaitlu summa ir 0 vai
—3. Redzams, ja skaitam S secigi pa figuiram, tad iegtsim, ka S < 0.

Tagad skaitam S pa laukuma rutinam. Ieverosim, ka visu laukuma ierakstito skaitlu summa ir
12-2+23-(—1) = 1. Ja katru laukuma rutinu parklaj & figuras, kur k£ — naturals, tad kopeja laukuma
esoso parklajumu summa ir S = 1-k > 0. Tatad jaizpildas 0 < S < 0, kas ir acimredzama pretruna,
un prasitais nav iespejams.



4.uzdevums. Uz tafeles uzrakstiti 100 skaitli, kas visi ir izveleti no realo skaitlu intervala
(0,1). Gajiena laika atlauts izveleties divus no uzrakstitajiem skaitliem a,b, un tos aizstat ar
abam vienadojuma 2% — ax + b = 0 realajam sakném, ja tadas eksisté. Ja vienadojumam realu
saknu nav, tad mineto skaitlu pari gajiena izveleties nedrikst. Pieradit, ka nav iespejams veikt
bezgaligu skaitu mineto gajienu.

Atrisinajums. Pienemsim pretejo, ka var veikt bezgaligu skaitu gajienu. Ieverosim, ka eksiste reals
skaitlis N < 1, kurs ir lielaks par visiem uz tafeles sakotneéji uzrakstitajiem 100 skaitliem. Apliukojam
kada patvaliga gajiena ieguitas vienadojuma saknes. Tas ir “—”;2_417, pie tam zinams, ka a? — 4b > 0,
ja eksiste divas realas saknes (iespejams, sakritosas). Ta ka 0 < a,b < N, varam novertet

a—vVa2—4b a+vVa2—4b a+Va?
< < 5 < 5 =a < N.

a
0< <
2~ 2 -

Redzams, ka gajiena laika iegiitie skaitli joprojam izpilda Ipasibu, ka tie ir intervala (0,1) un mazaki
par N. Tatad §is 1paSibas procesa gaita paliek invariantas.

Apzimejam uz tafeles uzrakstito skaitlu summu ar S, bet to reizinajumu — ar P. Ar Sy, un F
attiecigi apzimejam sakotnejo skaitlu summu un reizinajumu. Ieverojam, ka gajiena laika skaitli a, b
tiek aizstati ar 2 — ax + b = 0 sakném x;, zo, kuram péc Vjeta teorémas izpildas, ka x1 + 9 = a un
r1-To =b. Tatad gajlena rezultata S paliek par S — b, bet P paliek par , jo parejie skaitli nemainas.
Ieverosim, ka £ = > =

Triviéli ar matematisko indukciju varam pieradit, ka pec M veiktiem gajieniem izpildas S < Sy un
P > 3. Papildus tam, no nevienadibas starp videjo aritmetisko un videjo geometrisko jaizpildas, ka

S

10
100 = VP. Varam novertet sos lielumus pec M veiktiem gajieniem

SO 100 PO v P
—_— > — vV P “ .
100 100 - 100

Redzams, ka nevienadibu kreisaja puseé ir procesa sakuma fiksets lielums %, savukart labaja puse
esosais lielums 1001\50 var neierobezoti augt lidz ar M vertibu, jo N < 1. Lidz ar to, ja gajienu skaits

N 100

ir bezgaligs, acimredzami tiks sasniegta pietiekami liela M vertiba, kurai izpildisies 2% 5 < ‘Q kas ir

100

100
pretruna ar iegtito novertejumu, tatad bezgaligs gajienu skaits nedrikst notikt.



Invarianti - 2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums. Kadam naturalam n vertibam ir iespejams pilniba noklat n x n rutinu kvadratu
ar attela redzamajam figuiram? Klajuma visam rutinam jabut noklatam, figuras sava starpa
nedrikst parklaties, ka ar1 tas nedrikst iziet arpus kvadrata robezam.

Atrisinajums. Prasito var izdarit visiem n = 6k, kur k£ — naturals skaitlis.

Ja n = 6k, kur k ir naturals, tad n x n kvadratu var acimredzami sadalit k% kvadratos ar izmeriem
6 x 6, kuri noklaj visu laukumu un sava starpa neparklajas. Katru sadu 6 x 6 kvadratu var noklat ar
prasitajam figuram, ka redzams zimejuma zemak. Tas pierada, ka §1s vertibas der.

Talak aplukosim pargjos gadijumus, kad 6 1 n. Katra figura veidojas no 9 figuram, tapéc, ja viss
laukums ir noklats ar §im figiiram, rutinu skaitam ir jadalas ar 9 jeb 9 | n> = 3 | n. Tatad neder
gadijumi, kuros 31 n. Taka 61 n un 3 | n, tad 2 1 n jeb laukuma malas garums n ir nepara. Izkrasojam
laukumu sahveida. Ta ka malas garums nepara, tad melno ritinu biis par vienu vairak neka balto.
Apzimejam S); ka melno rutinu skaitu un S ka balto. Tad Sy, — S = 1.

Ieverosim, ka ikviena no dotajam figuram Sahveida rutinas parklaj viena no diviem zemak redzama-
jiem veidiem.

Katra no gadijumiem gan melno, gan balto rutinu skaits figtira dalas ar 3. Saskaitisim visu So figtru
parklato rutinu kopskaitu pa krasam. Ta ka jabut parklatam visam laukumam (katra rutina vienu
reizi), tad Siem skaitiem jasakrit ar Sy, un Sp. Pie tam, tikko ieguvam, ka 3 | Sy un 3 | Sp. Tad
btutu jaizpildas 3 | Sy — S = 1, kas ir acimredzama pretruna, tade] sads parklajums neeksisté un saja
gadijuma prasito nav iespejams sasniegt. Esam aplikojusi visus iespejamos gadijumus un uzdevums ir
atrisinats.



2.uzdevums. Uz tafeles uzrakstiti 2m skaitli
1-2,2-3,3-4, ..., 2m(2m+ 1),

kur m > 2 ir naturals. Gajiena laika atlauts izveleties tris uz tafeles uzrakstitus skaitlus a, b, c,

tos nodzest un vieta uzrakstit skaitli .
abc

ab + bc + ca’
Pec m — 1 sadiem gajieniem uz tafeles paliek divi skaitli. Pienemsim, ka viens no tiem ir %.
Pieradit, ka otrs uz tafeles palikusais skaitlis ir lielaks par 4.

Atrisinajums. Aplukojam visu uzrakstito skaitlu apgriezto lielumu summu. Pieradisim, ka gajiena
laika ta paliek invarianta. Ja tiek izveleti skaitli a, b, ¢, to apgriezto lielumu summa ir % + % + % Vieta
uzrakstita skaitla — +“bbcc+m apgrieztais lielums ir % = é + % + %, kas ir vienads ar ieprieks iegtito.
Paréjiem skaitliem apgrieztie lielumi gajiena laika nemainas, tadel kopéja summa saglabajas.

Izmantojot sakaribu ﬁ = %— k—il, varam parveidot sakotneji uzrakstito skaitlu apgriezto lielumu
summu, kas procesa gaita nemainas.
S—1+1+—|— ! =1 1+1 1—1— +1 L 1<1
1.2 723 77 2m@2m+l) 2 02 3 7T 2m 2m+1 0 2m+1

Aplukojam procesa beigas pedejos divus uz tafeles atlikusos skaitlus. Viens no tiem ir %, otru apzimejam
ar . Tad no ieguta zinams, ka

3 1 1 1
S=—-4+-"<1 = —<- = x>4,
4 x z 4

kas pierada prasito.



3.uzdevums. Uz galda gareniski saliktas 2009 kartis, katrai viena puse ir melna, bet otra -
zelta krasa. Sakotneji visas kartis pagrieztas ar zelta pusi uz augsu. Divi speletaji, stavot viena
galda mala, spele speli, pamisus veicot gajienus. Katrs gajiens sastav no 50 secigu karsu izveles,
ar nosacijumu, ka pirma karts no kreisas malas ir pagriezta ar zelta pusi uz augsu, un tad visu
So izveleto karsu apgriesanu otradi, ta, ka, ja karts bija ar zelta pusi uz augsu, tad tagad ta ir ar
melnu pusi uz augsu un otradi. Tas speletajs, kurs nespej veikt derigu gajienu, zaude.

a) Vai 8t spele garanteti beidzas?

b) Vai pirmajam speletajam eksiste uzvarosa strategija?

Atrisinajums. a) Ja, spele noteikti beigsies; b) Pirmajam speletajam nav uzvaroSas stratégijas.

Sanumuréjam kartis no labas puses pec kartas 1,2, ...,2009. Interpretésim kartis binara valoda —
zelta kartis ka 1, bet melnas kartis ka 0. Ieverosim, ka ikvienu karsu stavokli var interpretet ka binaru
skaitli ar 2009 cipariem, kuram ir atlauts prieksa uzrakstit nulles. Sakotnejais karsu stavoklisir 11...1.
Katra gajiena kreisaka no izveletajam pozicijam kliist no 1 par 0. Ta ka 2°749 > 2248 pgz+dT 4 = 4 9@
tad viegli redzams, ka ikviena gajiena karsu stavoklim atbilstosais binarais skaitlis strikti samazinas.
Ta ka kartim atbilstosais binarais skaitlis nevar klut mazaks par 00...0, tad samazinasanas var notikt
tikai galigu skaitu reizu, kas a) pierada, ka gajienu skaits ir galigs.

Atceroties karsu numeraciju, aplukojam kartis ar numuriem 507, kur 1 < ¢ < 40. Apziméjam So
karsu kopu ar S. Viegli redzams, ka ikviena gajiena tiek apgriezta tiesi viena no S kartim, ka ar1 katru
no S kartim var izveleties ka kreisako karti kadam gajienam (jo sakam ar tiesi 50-to karti no labas
malas). Aplukotajam kartim ar g, apziméjam skaitu kartim ar zelta pusi uz augsSu pec n veiktiem
gajieniem. Sakuma gg = 40. Ka noskaidrojam, |g, — g,.1| = 1. Tatad katra gajiena mainas g paritate.
Pec pirma speletaja gajiena vienmer bus bijis veikts nepara skaits gajienu, tapec ari g buis nepara.
Tada gadijuma S bus vismaz viena karts ar zelta pusi uz augsu, ko otrais speletajs var izveleties un
veikt derigu gajienu, tatad pec pirma speletaja gajiena otrais vienmer biis nezaudejosa pozicija. Ta ka
spele ir galiga, tad kadam speletajam bis jazaude, un Sis stratégijas gadijuma tas var bt tikai pirmais
speletajs. Tatad b) neeksisté pirmajam spéletajam uzvarosa strategija.



4.uzdevums. Rinda ir nolikti n markieri, katram no kuriem ir viens gals balts, bet otrs gals
melns. Sakuma visi markieri rinda ir nolikti ar balto galu uz augsu. Gajiena ir atlauts izveleties
markieri ar balto galu uz augsu (Sis markieris nedrikst but rindas gala), iznemt markieri no rindas
un apgriezt otradi tuvako markieri kreisaja puse, ka art tuvako markieri labaja puse. Pieradit,
ka pec galiga gajienu skaita rinda var palikt tiesi divi markieri tad un tikai tad, ja n — 1 nedalas
ar 3.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka prasito var sasniegt, ja 3 1 n — 1. Apzimeésim markierus ar
balto galu uz augsu ar O, bet markierus ar melno galu uz augsu ar X. Aplukojam sadu gajienu virkni
pieciem secigiem O markieriem.

00000 — XX00 — X0X — 00

Kamer vien rindas gala ir vismaz 5 secigi O markieri, tikmer rinda esoso markieru skaitu var samazinat
par 3, joprojam atstajot tikai O markierus. Sakuma rinda ir tikai O markieri, tadel, ja n = 2 (mod 3),
ar Sadiem secigiem gajieniem var panakt, ka rinda paliek tikai 2 markieri ar balto galu uz augsu.
Savukart, ja n = 0 (mod 3), ar $adiem secigiem gajieniem var panakt, ka rinda paliek tikai 3 markieri
ar balto galu uz augsu. Tad var pielietot gajienu videjam markierim un iegut 2 palikusus markierus.

Talak pieradisim, ka situacija 3 | n — 1 prasito sasniegt nevar. Katram markierim pieskirsim
skaitlisku vertibu, kur ¢-tajam markierim no rindas kreisas puses ir vertiba

1,  ja markieris ¢ ir balts un pa kreisi no ¢ melno markieru skaits ir para;
f(i) =40, jamarkieris ¢ ir ar melno galu uz augsu (jeb melns);

—1, ja markieris ¢ ir balts un pa kreisi no ¢ melno markieru skaits ir nepara.

Aplukojam visu markieru vertibu summu S. Sakotneéji visi markieri ir balti (ar balto galu uz augsu),
tapec acimredzami S =n un S =1 (mod 3).

Pieradisim, ka S procesa gaita ir invarianta pec modula 3. Pienemsim, ka gajiena iznem markieri :.
Tad iespejamie parveidojumi ir

000 - XX
X00 — 0X
00X — XO
X0X — 00

Pirmkart, ieverojam, ka parejiem markieriem, kas nav starp ¢ — 1,7, + 1, funkcijas vertibas nemainas,
jo visos gadijumos melno markieru skaits vidu mainas par para skaitli (—2,0,+2). Otrkart, katra no
gadijumiem var viegli parliecinaties, ka no S tiek atnemts lielums 3£ (i), kas S atlikumu péc modula 3
neizmaina. Tatad visa procesa gaita izpildas S =1 (mod 3).

Ieverosim, ka procesa gaita melno markieru skaits mainas par para skaitli. Ta ka sakuma ir 0
melno markieru, kas ir para skaitlis, visa procesa gaita melno markieru skaitam ar1 jabtit para skaitlim.
Tatad, ja beigas paliek 2 markieri, tiem vai nu abiem jabut baltiem, vai art melniem. Pirmajai situacijai
izpildas S = 2 (mod 3), savukart otrajai situacijai izpildas S = 0 (mod 3). No ieprieks ieguta secinam,
ka abas §is situacijas nav sasniedzamas, ja 3 | n — 1, kas pierada uzdevuma prasito.



