Kombinatoriska optimizacija
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1 Ievads

Saja materiala apliukosim specifisku kombinatorikas uzdevumu klasi, kas sava bitiba ir saistama ar
optimizaciju — atrast mazako/lielako iespejamo vertibu kadam lielumam. Siem uzdevumiem ideju zina
ir loti liela dazadiba un tos iemacities rekinat var tikai treninu rezultata, tacu visiem sadiem uzdevumiem
ir loti Iidziga risinajumu struktiira, kas biezi vien lauj uzminet velamo risinasanas gaitu.

2 Pamatlietas

Kombinatoriskas optimizacijas uzdevumos, kur ir jaatrod mazaka/lielaka iespejama vertiba, ir svarigi
atcereties, ka risinajumam jasastav no 2 dalam. Pirmkart, ir jauzrada, ka mineto vertibu ir iespéjams
sasniegt, ko parasti dara ar konstrukciju. Otrkart, ir japierada, ka labaku vertibu nav iespejams
sasniegt, ko ierasti dara ar novertejumu. Vieglak So konceptu bis saprast, apliikojot talakos piemerus.

Pienemsim, ka mums ir dots uzdevums, kura ir jaatrod lielakais iespejamais rutinu skaits x, ko
var iekrasot rutinu laukuma, lai izpilditos kads nosacijums. lerasti sada uzdevuma iesakams ka pirmo
lietu izmeginat mazos gadijumus (maziem rutinu laukumiem) un potenciali izvirzit hipotézi par atbildes
vertibu x = C'. Talak ir nepieciesams pieradit, ka C' < x < (', jo no ta matematiski korekti vares secinat,
ka x = C. Pirmo novertejumu, kas ir C' < x, panak ar konstrukciju — ja meés varam izdomat derigu
krasojumu ar C' rutinam, tad atbilde noteikti nebtis mazaka. Otro novertejumu, kas ir z < C', panak
ar matematisku pieradijumu, kas var but balstits uz skaitisanu, preteja pienpemsanu utt. Gadijuma, ja
izvirzita hipoteéze izradisies nepatiesa, to, visticamak, izdosies noteikt saja otraja novertejuma dala, kura
nepiecieSams pieradit — vai nu bus griitibas atrast reali ierobezojosu lielumu, uz ka balstit pieradijumu,
vai ar1 pieradiSanas gaita radisies kada pretruna.

lerasti olimpiades sada tipa uzdevumiem viena no risinajuma dalam ir ieverojami grutaka par otru
— vai nu konstrukcija ir viegli atrodama, tacu gruti ir formali korekti pieradit novertejumu, vai arl
novertejums ir trivials, tacu konstrukciju nepieciesams veidot loti specifiska un sarezgita veida. Diemzel
parasti no uzdevuma teksta vai ta atras risinasanas ir griti noteikt, kura no dalam bus sarezgitaka.
Olimpiades ierasti zuirija uzdevumu izveles laika vienojas, kura no dalam ir sarezgitaka un attiecigi no
ta pielago punktu sadalijumu uzdevuma. Svarigi atzimet, ka Sajos uzdevumos punktus var sanemt ari
tad, ja butiba atrisinata ir tikai viena no dalam.

3 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemeéers Sakuma uz tafeles uzrakstitas astonas nulles. Viena gajiena iespejams izveleties 4
uzrakstitos skaitlus a, b, c un d, tos nodzest un vieta uzrakstit skaitlus a +3,04+3,c+2 un d+ 1.
Ar kadu mazako gajienu skaitu iespejams panakt, ka uz tafeles uzrakstiti 8 pec kartas sekojosi
skaitli?

Atrisinajums. Ieverosim, ka péc katra gajiena uz tafeles uzrakstito skaitlu summa summa palielinas
parA=a+3+b+3+c+2+d+1—(a+b+c+d)=9. Taka sakotneji uz tafeles uzrakstito skaitlu
summa ir S = 0, tad viegli ieverot, ka pec katra gajiena uz tafeles uzrakstito skaitlu summa S dalas ar
9.

Ja uz tafeles butu uzrakstiti pec kartas sekojosi skaitli no 0 — 7, tad to summa butu vienada ar S =

% = 28, kas nedalas ar 9, tapec sadus pec kartas sekojosus skaitlus iegut nevar. Pieradisim, ka var

iegtit pec kartas esosus skaitlus no 1 Iidz 8. To summa ir S = % = 36, kas dalas ar 9. Ta ka katra
36

gajiena skaitlu summa palielinas par 9, tad vajadzes vismaz <3 = 4 gajienus. Tik liela gajienu skaita



attiecigos skaitlus var iegit sekojosi:

00000000
00010233
00012366
00045378
12345678

Komentars. Sis piemers ilustré pirmo optimizacijas uzdevumu ideju — apliikot visus iespejamos
mazakos gadijumus, pec kada kriterija (Seit ta ir dalamiba ar 9) atmest pasus mazakos, kuri neder,
un tad paradit konstrukciju pirmajam sasniedzamajam gadijumam.

2.piemers Telpa novilktas sesas taisnes. Noskaidrot, kads ir lielakais iespejamais punktu skaits,
kuras krustojas vismaz tris no tam.

Atrisinajums. Maksimalais punktu skaits, caur kuriem iet vismaz 3 taisnes, ir 4. To var sasniegt,
ka paradits attela.

Pieradisim, ka Sis ir lielakais Sadu punktu skaits. Punktu sauksim par skaistu, ja caur to iet vismaz
3 taisnes. Apskatisim, cik ir tadu paru (P;l), kur P ir skaists punkts, bet [ taisne, kas iet caur to.

Pienemsim, ka skaisto punktu skaits ir vismaz n. Ta ka caur katru skaisto punktu iet vismaz 3 taisnes,
tad (P;l) > 3n.

Pieradisim, ka uz katras taisnes atrodas ne vairak ka 2 skaistie punkti. Patiesam, ja uz kadas taisnes
atrastos vismaz 3 skaistie punkti, caur katru no tiem ietu vismaz 2 taisnes, kas visas sava starpa butu
dazadas, jo divas nesakritosas taisnes krustojas ne vairak ka 1 punkta. Tad butu nepiecieSsamas vel
vismaz 2-3 = 6 taisnes, lai tas izpilditos, bet tada gadijuma kopejais taisnu skaits parsniegtu 1+3-2 =7
- pretruna. Tas nozime, ka uz katras no 6 taisném ir ne vairak ka 2 skaistie punkti. ST iemesla dél
(P;s) <2-6=12. Esam ieguvusi, ka:

12> (P;s)>3n=4>n

Prasitais ir pieradits.

Komentars. Sis uzdevums skaisti ilustré jau iepriekséjos materialos redzéto ideju par divkarso
skaitisanu, kas Seit izmantota, lai iegutu novertejuma dalu. Optimizacijas uzdevumos sada ieviestu
lielumu (piemeéram, paru (P;l)) globala skaitisana ir diezgan bieza ideja, jo lauj tiesa veida iegit
nevienadibas tipa novertejumus.



3.piemers Futbola trenina piedalijas 22 futbolisti, uz katru speli tos sadalija vienada izmera
komandas (11 : 11). Zinams, ka katrs futbolists ar katru vismaz reizi speleja pretejas komandas.
Kads ir mazakais iespejamais skaits spelu, ko vini izspeleja saja trenina?

Atrisinajums. Mazakais iespéjamais trenina izspeleto spelu skaits ir 5.

Pieradisim, ka ar maksimums 4 spelem nepietiek. Pienemsim, ka notika 4 speles. Pienemsim ari,
ka pec katra maca speletaji saglaba savus kreklus, un katram macam bija krekli divas krasas - viena
krasa vienai komandai, otra krasa otrai komandai - pie tam krasas neatkartojas velakos macos (attiecigi
trenina bija 11 krekli pa 8 krasam ).

Tad ir iespejami 2 -2 -2 -2 = 16 varianti, kadi 4 krekli speletajam biis pec rokas pec trenina, bet, ta
ka ir 22 speletaji, tad pec Dirihle principa noteikti biis 2 speletaji, kam pec trenina savstarpeji sakrit
visi krekli, tas ir, tie visos 4 macos bija viena komanda, kas ir pretruna. Mineta pretruna acimredzami
ar1 darbojas pie mazaka spelu skaita.

Pieradisim, ka ar 5 spelem pietiek. Speletajus apzimesim attiecigi ar skaitliem 1;2;3;...;22. Der,
piemeram, Sadas speles:

e Pirmaja spele 1;2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11 spele pret 12;13;14;15;16;17; 18; 19; 20; 21; 22
e Otraja spele 1;2;3;4;5;12;13;14;15;16; 17 spele pret 6;7;8;9;10;11;18;19; 20; 21; 22

e Tresaja spele 1;2;3;12;13;14;6;7;8;18;19 spele pret 4;5;15;16;17;9; 10; 11; 20; 21; 22

e Ceturtaja spele 1;2;12;6;18;4;15;16;9;10; 20 spele pret 3;13;14;7;8;19;5;17;11;21; 22
e Piektaja spele 1;12;18;15;9;20;13;7;19;17; 21 spele pret 2;5;7;16; 10; 3; 14; 8; 5; 11; 22

Katram speletajam uzrakstot virkni no vieniniekiem un divniekiem, atkariba no komandas katra
spele, viegli parbaudit, ka sads sadalijums pa komandam patiesam apmierina uzdevuma nosacijumus.

Komentars. Sada uzdevuma ir griiti veikt sakotnéjos eksperimentus, jo speletaju ir daudz, un at-
tiecigi ir milzigs skaits sadalijumu pa spelem. Lai reducetu sadu uzdevumu uz mazakiem gadijumiem,
varetu meginat aplukot 6 speletajus komandas 3 : 3 (vai lidzigu mazu skaitu, saglabajot nosactjumu par
vienadu speletaju skaitu komandas), un no ta veikt kadus secinajumus.

4.piemers Kada Karalvalstt ir 2021 pilseta. Visas §is pilsetas ir izvietotas apli, piedevam no
katras pilsetas uz pulkstenraditaja virziena esosajam nakamajam 101 pilsetam iziet vienvirziena
cels (virziena no §is pilsétas uz nakamajam 101). Katram no celiem brugis ir viena noteikta krasa.
Zinams, ka celiem bruga krasa ir izveleta ta, ka no jebkuras pilseétas uz jebkuru citu var aiziet
pa tadu celu marsrutu, kura nekadiem diviem celiem nav vienadas krasas brugis. Kads var biit
mazakais iespejamais bruga krasu skaits saja Karalvalst1?

Atrisinajums. leviesisim virzitu grafu, kura pilsetas ir virsotnes un vienvirziena celi ir virzitas
skautnes, no kuram katra ir nokrasota kada krasa. Pieradisim, ka mazakais iespejamais krasu skaits ir
21.

Apzimesim virsotnes pulkstenraditaja seciba ka vy, v1,va, ..., U9020. Viegli redzams, ka no vy 1saka
marsruta garums idz vy, ve, ..., v101 ir 1, 1dz vig2, V103, - - -, Voo ir 2, utt. Visgarakais 1saka marsruta
garums ir no vy 1idz vgg9q, kas ir 20.



Vispirms pieradisim, ka ar 21 krasu pietiek, lai izpilditu uzdevuma nosacijumus. Katram i, kur
1 <1 <20, izveidojam kopu

Vi= {U101(z‘—1)+1; V101(i—1)+25 - - - 7U101i}

un nokrasojam visas Skautnes, kuras iziet virziena ara no Sis kopas virsotnem, i-taja krasa. Visas tas
skautnes, kuras sakas virsotne vy, nokrasojam 21. krasa. Ta ka starp jebkuram divam virsotnem ek-
sisté marsruts, kura garums neparsniedz 20, un So marsrutu var pielagot ta, lai visas skautnes, iznemot
pedejo, butu 101 vienibu garas, tad jebkura sada marsruta skautne saksies V;, kura vel neviena skautne
nebija sakusies, kas acimredzami dod to, ka visam skautnem bus dazadas krasas.

Pieradisim, ka ar 20 krasam nav iespéjams sasniegt prasito (mazaka krasu skaita pieradijums ir analogisks).
Pienemsim pretejo, ka uzdevuma prasitais ir sasniegts ar 20 krasam. Aplukosim skautnes, kuras ir 101
vienibu garas, t.i., savieno v; ar v;191. leverosim, ka 1sakais marsruts starp v; un v; o090 ir 20 skautnu
garuma. Ta ka visam Skautnem ir jabut dazadas krasas, varam secinat, ka tas ir visas pieejamajas 20
krasas.

Ja apliko marsrutu starp v; un v;i9020 = v;_1, ka ari starp v;1101 un wv;1100, tad redzams, ka Siem
marsrutiem parklajas 19 skautnes, iznemot skautnes starp v; un v; 191, k& art v;_; un v;4100. Ta ka
parejam 19 skautnem ir zinama krasa un ir tikai 20 krasas, var secinat, ka §im Skautnem ir vienada
krasa. Atkartojot So spriedumu, ir iespejams iegut, ka visam skautném ar garumu 101 ir viena un ta
pati krasa, kas ir pretruna ar to, ka tas bija nokrasotas 20 dazadas krasas.

Komentars. STuzdevuma ideja ir lidziga 1.pieméram — visam mazakam iespéjamam atbildem (mazakam
par 21) tiek atrasta pretruna. Seit gan lielaka uzdevuma grutiba saistas ar atbildes hipotezes atrasanu
sakotnéji, jo So uzdevumu ir griiti reducet uz kaut ko mazaku, nesaprotot paslepto saistibu starp 101
un 2021.

5.piemers Dots nepara naturals skaitlis N > 3. Badmintona turnira piedalas N speletaji.
Pirms turnira sakuma Iidzjuteji sastada speletajus rinda secigi pec ta, cik viniem labi skiet
speletaji, sakot ar vislabako un beidzot ar visvajako (speletaju ar vienadiem vertejumiem nav).
Turnira laika katrs speletajs izspele vienu speli pret ikkatru citu speletaju, un katra spele viens
no speletajiem uzvar. Sauksim speli par parsteidzosu, ja taja uzvar speletajs, kurs lidzjuteju
vertejuma bija novertets sliktak par savu pretinieku. Pec turnira beigam speletaji tiek sastaditi
rinda pec guto uzvaru skaita, sakot ar speletaju, kurs uzvareja visvairak speles. Gadijuma, ja
vairakiem speletajiem ir vienads uzvaru skaits, vini sava starpa tiek sakartoti pec lidzjuteju
vertejuma, sakot ar vislabak noverteto.

Izradijas, ka pec turnira ieguta speletaju rinda sakrit ar pirms turnira izveidoto rindu. Kads ir
lielakais parsteidzosu spelu skaits, kas vareja notikt turnira?

Atrisinajums. Atbilde ir w speles.

Sakotneji pieradisim, ka lielaks parsteidzosu spelu skaits nevar notikt. Apzimesim N = 2k + 1, kur & ir
naturals, ka ar1 speletajus ar aq, as, ..., ay, kur a; apzime vislabako speletaju rinda pirms turnira, as
— otro labako spéléetaju rinda pirms turnira utt. Ar W; apzimésim a; turnira guto uzvaru skaitu.

Novertesim to spelu skaitu, kas nebija parsteidzosas. leverosim, ka visas uzvaras, ko guva a, ir spelées,
kas nav parsteidzosas. Tatad ir vismaz W; neparsteidzosu spelu. Savas speles as vareja uzvaret tikai
viena parsteidzosa spele, kas biitu pret aq, tadel ir vel vismaz W — 1 neparsteidzosu spelu. Sadu
secinajumu var pielietot speletajiem lidz pat ay, kurS uzvareja vismaz Wy — (k — 1) neparsteidzosas
speles. Tadel turnira notika vismaz

(k— 1k

W1+(W2—1)+...+(Wk—<k—l)):(W1+W2+...+Wk)— 5

4



neparsteidzosu spelu.

Kopuma turnira guto uzvaru skaits sakrit ar spelu skaitu, t.i.,
labakie k speletaji guva vismaz # no visam uzvaram. Pretéja gadijuma a; ka sliktakais no labo
1 k41

e 1o uzvaram, kamer sliktakie k£ + 1 speletaji kopa gutu vairak neka 515

no visam uzvaram, tatad ap,.; ka labakais no slikto grupas gutu vairak neka ﬁ no uzvaram. Tas

nozimetu Wy < Wi, kas ir pretruna. Secinam, ka labako k speletaju kopejais uzvaru skaits ir vismaz

N(]\gf_l) = k(2k + 1). Ieverosim, ka

grupas gutu mazak neka

k
W1+W2+...+Wkzk(2k+1)-2k+1:k:?.

Tatad turnira notika vismaz k2 — =Dk — E(k+D) neparsteidzosu spelu. Lidz ar to parsteidzosu spelu

2 2
skaits nevar parsniegt

k(k+1)  k(Bk41) DL OOy y3N - 1)
B2k 1) - =g = = = 5 = R .

Atliek pieradit, ka sadu parsteidzosu spelu skaitu var sasniegt. Skaidrs, ka visam ieprieksejam nevienadibam
jabut vienadibam, kas dod konstrukciju: a; uzvar speles pret a;,_1,a;_o,...,0,_x, kur ag = ay, a_y =
ay_1 utt. Visiem speletajiem tad ir vienads uzvaru skaits, tapec tie bus nostaditi sakotneja seciba.
Tada gadijuma k + 1 sliktakie speletaji kopuma dos k(k + 1) parsteidzosas uzvaras, kamer labakie k
speletaji dos kopuma 0+1+...+(k—1) = (k_Tl)k parsteidzosas uzvaras. Viegli parbaudit, ka Sie skaitli
summa dod uzdevuma atbildi.

Komentars. Optimizacijas uzdevumos verts atcereties idejas no algebriskas optimizacijas, ka ek-
stremu vertibas biezi vien atrodas intervala galapunktos jeb pie kaut kadam robezvertibam. Saja
piemera par ekstremalajiem gadijumiem varetu uzskatit divus — pirmais, kas ir apliikots risinajuma, ir
vienads uzvaru skaits visiem speletajiem, savukart otrais bitu uzvaru skaita maksimizacija stiprakajam
speletajam, otram stiprakajam utt. Aplukojot abus Sos gadijumus, viegli noteikt, kurs no tiem ir lielaks
un virzit risinajumu uz ta pusi.

Saja uzdevuma arT verts atzimet, ka optimizacija ne vienmeér notiek, meklejot kadu konstanti, bet
var but nepiecieSsams katrai pielaujamai mainiga vertibai atrast lielako/mazako atbildi. Tas ne vienmer
tiek skaidri noradits uzdevuma, tacu, ja uzdevuma ir dots naturals skaitlis N vai lidzigi fiksets kads
mainigais, tas parasti nozime, ka uzdevums ir jaatrisina visam pielaujamajam mainiga vertibam un
attiecigi atbilde bus atkariga no §1 mainiga.

6.piemers Rinda ir novietoti 2022 spaini ar tideni, katrs no tiem nokrasots zils vai sarkans.
Zivtina Dora spele speli. Vispirms vina izvelas spaini, kura vina saks speli. Katra gajiena Dora
var aizlekt uz nakamo vai aiznakamo spaini pa labi. Jebkura bridi vina var izveleties apstaties
un beigt veikt gajienus. Spele beidzas, kad Dora ir nonakusi pedeja spaini rindas labaja mala
vai ar1 vina ir izvelejusies parstat veikt gajienus. Doras spele iegtito punktu skaits ir modulis no
starpibas starp sarkano un zilo spainu skaitu, kuros vina ir bijusi speles laika. Noteikt lielako
naturalo skaitli C', ka neatkarigi no ta, ka spaini ir nokrasoti, Dora var iegut vismaz C punktus.

Piezime. Ziwvtina vienmer zina visu spainu krasojumu, tostarp kada krasa ir spainis, kura
vina Sobrid atrodas, ka ari kada krasa ir spaini, uz kuriem vina var aizlekt.

Atrisinajums. Atbilde ir C' = 506.

Vispirms pieradisim, ka Dora vienmer var ieguit vismaz C' punktus. Viena no krasam rinda ir vis-
maz % = 1011 spaini; pienemsim, ka tie ir sarkani. Dora spele sadi - vina atrod pirmo sarkano spaini
rinda no kreisas puses un sak taja speli. Talak jebkura spaini,kura Dora atrodas, vina apliikko nakamo
spaini. Ja nakamais spainis pa labi ir sarkans, vina lec uz to. Ja nakamais spainis pa labi ir zils, vina

lec uz aiznakamo spaini. Gadijuma, ja visi spaini rinda pa labi no Doras ir zili, tad vina nosledz speli.



Skaidrs, ka ar sadu strategiju Dora speles laika nonaks katra sarkanaja spaini, kuru ir vismaz 1011.
Papildus tam redzams, ka Dora var nonakt zila spaint tikai tad, ja vina parléca vienam zilam spainim
pari. Tatad speles laika Dora paviesosies ne vairak ka [%J = 505 zilos spainos. Lidz ar to iegiitais
punktu skaits biis vismaz 1011 — 505 = 506 punkti, kas dod prasito.

Talak aplikojam sadu spainu krasojumu:

{Z},{S,5},{Z,Z2},{S,S},....{S,5},{Z, Z},{S}).

Pieradisim, ka pie sada krasojuma Dora nevar iegtit vairak par 506 punktiem. Spainus, kas ierakstiti
vienas figuriekavas, sauksim par bloku. Kopuma ir 1012 bloki - 506 no tiem ir sarkani spaini un 506 ir
zili spaini (ir 2 bloki, kuriem katra ir tiesi viens spainis, bet visos paréjos ir divi spaini).

Pienemsim, ka Dora speles laika pabija vairak sarkanos spainos neka zilos un attiecigi paviesojas k
blokos ar sarkaniem spainiem. Ta ka starp diviem secigiem sarkanu spainu blokiem atrodas bloks ar
diviem ziliem spainiem, lai nokltitu no viena sarkanu spainu bloka uz nakamo pa labi, Dorai ir jaielec
vismaz viena zila spaini. Katra sarkanu spainu bloka Dora var paviesoties ne vairak ka divos sarkanos
spainos. Lidz ar to Dora kopuma varéja iegut ne vairak ka 2k — (k — 1) = k + 1 punktus.

Ja k < 506, tad punktu skaits neparsniedz 506. Ja k = 506, tad Dora ir pabijusi visos sarkanu
spainu blokos. Tacu bloks rindas gala satur tikai vienu sarkanu spaini, lidz ar to Saja gadijuma Dora
no sarkano spainu blokiem vareja iegiit ne vairak ka 2k — 1 punktus, Iidz ar to kopuma vina vareja
iegut ne vairak ka (2k — 1) — (k — 1) = k punktus, kur £ = 506. Gadijuma, ja Dora pabija vairak zilos
spainos neka sarkanos, pieradijums ir analogisks. Tatad pie Sada krasojuma Dora nevar iegiit vairak
par 506 punktiem, kas pierada iegtito atbildi.

Komentars. Saja uzdevuma velos atzimét tipisku ideju, kas tika izmantota novertéjuma dala. Ja ir
divi tipu objekti (Seit — divu krasu spaini), mes varam izmantot, ka viena veida objekti ir vismaz puse,
un, ja ta nav, tad otra veida objekti ir vismaz puse, kas reduce uzdevumu uz analogisku situaciju. So
principu ir iespejams arl visparinat uz lielaku veidu skaitu.

7.piemers Darza, kurs iekartots 2022 x 2022 rutinu laukuma forma, katra rutina aug koks.
Sakotneji katra koka garums ir 0 metri. Darznieks un mezcirtejs darza spele speli. Darznieks veic
pirmo gajienu, un speletaji gajienus veic secigi.

Darznieks sava gajiena izvelas vienu darza rutinu. Visi koki, kas atrodas darznieka izveletaja
rutina un kaiminu rutinas, kam ir kopiga mala vai sturis ar izveleto rutigu (tatad kaiminu rutinu
ir ne vairak ka astonas), izaug par 1 metru garaki.

Mezcirtejs sava gajiena izvelas cetras dazadas darza rutinas. Katra no izveletajam rutinam koka
garums cirSanas rezultata samazinas par 1 metru. Ja kada no izveletajam rutinam koka garums
pirms mezcirteja gajiena bija 0 metri, tad $aja rutina koka garums nemainas (neklust negativs).
Sauksim koku par iespaidigu, ja ta garums ir vismaz 10° metri. Noteikt lielako iespaidigu koku
skaitu, ko darznieks var vienlaicigi iegtit darza pec galiga gajienu skaita neatkarigi no ta, ka savus
gajienus veic mezcirtejs.

Atrisinajums. Atbilde ir 5 - (%)2 = 2271380 iespaidigu koku. Pieradisim, ka vispariga gadijuma
3N x 3N darza atbilde ir 5N2.

Vispirms pieradisim, ka mezZcirtéjs var garanteti nelaut darza izaudzet vairak par 5N? koku. Sanu-
murejam darza rindas un kolonnas secigi un nokrasojam visas tas riitinas, kuram vismaz viena no
koordinatam dalas ar 3. Piemers 9 x 9 darzam redzams attela.



Viegli parbaudit, ka jebkura 3x3 kvadrata ir tiesi 4 neiekrasotas rutinas. Ta ka ikviena gajiena darznieks
izvelas patvaligu 3 x 3 kvadratu vai kadu dalu no ta, tad mezcirtejs var izveletaja kvadrata cirst kokus,
kuri atrodas neiekrasotajas izveleta kvadrata rutinas. Tada veida tiek garantets, ka visas neiekrasotajas
riittinas pec mezcirteéja gajiena koku garums ir 0, acimredzami tiem nekliistot iespaidigiem. Viegli
saskaitit, ka neiekrasotu ritinu 3N x 3N laukuma ir 4N?, lidz ar to iespaidigo koku skaits nevar
parsniegt 9N? — 4N? = 5N2.

Talak japierada, ka darznieks var izaudzet darza vismaz 5N? iespaidigu koku neatkarigi no mezcirtéja
gajieniem. Apzimejam M = C§. Teverojam, ka, darzniekam veicot viena 3 x 3 kvadrata gajienus, katra
gajiena kvadrata veidojas 5 koku izkartojums, kuriem garums pieaug par 1 metru (ja mezcirtéjs veic
gajienus cita laukuma dala, tad var gadities, ka sadu koku ir vairak - tad izvelamies kaut kurus 5 no
tiem, kuriem palielinajas garums), bet paréjiem &1 kvadrata kokiem garums palielinas vai paliek tads
pats. Ta ka ir M Sadu izkartojumu, tad viena un taja pasa kvadrata pec M gajieniem bus bijis kads
izkartojums, kas izvelets vismaz [ reizu - tatad 5 §1 izkartojuma koki biis sasniegusi vismaz garumu (.

Darznieka strategija, lai sasniegtu velamo, ir vispirms sadalit 3N x 3N darzu blakus esoSos 3 x 3
kvadratos (ka lielu rutinu laukumu) un sanumuret tos 0, 1,..., N? — 1. Tad secigi pec kartas (no lielaka
numura uz mazako) kvadrata i = N? — 1, N> — 2..., 0 darznieks izvelas centralo rutinu 10M (M + 1)
reizu. No ieprieks iegiita tas garante, ka kvadrata ar numuru ¢ bis vismaz 5 koki, kuru garums ir
vismaz 10°(M + 1)". Teverosim, ka pec gajienu veikSanas i-taja kvadrata darznieks citur veiks vel
10OM(M + 1)t + - 4+ 105M (M +1)° = 10°((M + 1)* — 1) gajienu. Lidz ar to, ja visos turpmakajos
gajienos tiek cirsts kads i-ta kvadrata koks ar garumu vismaz 10°(M + 1), tad pec visiem darznieka
gajieniem ta garums bis joprojam vismaz 10°(M +1)" —10°((M +1)* — 1) = 10° metru. Tas nozime, ka
pec visiem darznieka gajieniem katra no N? izveletajiem 3 x 3 kvadratiem biis vismaz 5 koki ar garumu
vismaz 10°, tatad visa darza biis vismaz 5N? iespaidigu koku, kas pierada atbildi.

Komentars. Sis ir klasisks piemérs uzdevumam, kura novertéjuma dala ir acimredzama (izveidot
krasojumu), tac¢u izdomat konstrukcijas algoritmu ir sarezgiti un prasa radosu izdomu. Risinasanas
gaita tas var radit Saubas, vai atri iegtitais novertejums patiesam ir pareizs — Sados gadijumos nav citas
izejas, ka palauties uz intuiciju, kuru var attistit, izrekinot lielu uzdevumu skaitu.

8.piemers 100 trusisi meza atrada mellenes. Jaunakais trusitis salasija 1 melleni, otrs jaunakais
- 2 mellenes, tresais - 4 mellenes un ta talak, lidz vecakais salastja 2°° mellenes. Pienaca lapsina un
piedavaja palidzet pardalit ogas godigak - vina atkartoti izvelesies divus trusisus un sadalis vinu
kopigo ogu skaitu starp viniem lidzigi, pati apedot lieko ogu (ja kopskaits ir nepara) ka samaksu
par darbu. Kads ir lielakais skaits mellenu, ko lapsina var apest ar sadiem noteikumiem?

Atrisinajums. Ileverosim — ja diviem trusiSiem ir katram vismaz 1 oga, tad arl pec pardalisanas ka-
tram no tiem biis vismaz viena oga, tatad lapsina nevar apeést vairak par 2° + 2! 4+ ... +2% — 100 =
2100 _101 ogam. Izmantosim matematiskas indukcijas principu, lai pieraditu, ka lapsina var panakt, lai
visiem trusiSiem beigas paliek katram tiesi 1 oga, t.i., lapsina apeda 2!%° — 101 ogas. Indukciju veiksim
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trusisu skaitam.

Indukcijas baze. n = 1. Saja gadijuma ir viens trusitis, kuram ir tiesi viena oga, tadel prasttais ir
sasniegts.

Induktivais pienpemums. Pienemsim, ka naturalam skaitlim &£ — 1 > 1 lapsina var veikt operacijas

(1,2,4,...,2"2) = (1,1,1,...,1,28%) = (1,1,1,...,1),

- s (. -
g ~~ g

k1 k-1 k-1

kuru rezultata visiem k — 1 trusisiem paliek katram pa vienai ogai.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka prasito var panakt arl k trusiSiem. Vispirms aplikojam pirmos k£ — 1
trusisus, kuriem peéc induktiva pienpemuma lapsina var atstat katram tikai 1 ogu

. .

(1,2,4,...,2"2 20 5 (1,1,1,..., 1,22 250 — (1,1,1, ..., 1,1, 28 1),
e > N /

-~ -~

k-1 k-1 k-1
Talak lapsina pardala ogas pedejiem diviem trusisiem

(.., 1,280 = (L., 22 2k,
Talak lapsina pardala ogas pirmajiem k — 1 trusiSiem, veicot induktiva pienémuma otro parveidojumu

(1,1,1,...,1,282 252y  (1,1,1,...,1,1,2"72).
—— < N——

k-1 k-1

Un beigu beigas lapsina pec nupat mineta principa pardala ogas pedéjiem k& — 1 trusiSiem, izmantojot
induktivo pienemumu

(1,1,1,...,1,28%) > (1,1,1,1,...,1).
~ > _ ——
k-1 k-1

Lidz ar to lapsina ir panakusi situaciju, kura katram trusitim ir tiesi 1 oga, ar1 k trusisu gadijuma,
pieradot induktivo pareju.

Tas nozime, ka 100 trusisu gadijuma lapsina var panakt, ka visiem trusiSiem paliek tiesi 1 oga, kas
nozime, ka lapsina biis apedusi 2! — 101 ogu, kas ir maksimums no ieprieks secinata.

Komentars. Konstrukciju veidosana nedrikst aizmirst par indukcijas lietoSanu, kas lauj izvairities no
pilnas konstrukcijas uzdosanas.

9.piemérs Ramona uzzimeja izliektu 2023-sturi plakne. Petr katra 2023-stura virsotne ier-
akstija realu skaitli ta, ka jebkuras divas blakus esosas virsotnes uzrakstito skaitlu starpiba pec
modula ir ne lielaka par 1. Tad starp jebkuram divam virsotnem, kas neatrodas blakus, Ra-
mona novilka diagonali, ja tajas ierakstito skaitlu starpiba pec modula ir ne lielaka par 1. Ar d
apzimesim diagonalu skaitu, ko Ramona novilka. Noteikt mazako iespejamo d vertibu.

Atrisinajums. Mazaka iespejama d vertiba ir 2020. Izmantosim matematiskas indukcijas principu,
lai pieraditu n-stiirim, ka mazaka iespejama d vertiba ir d = n — 3.

Indukcijas baze. n = 3, kur acimredzami prasitais izpildas, jo trijsturi var novilkt tiesi d = 0 di-
agonales. Ja nav skaidrs, vai $is gadijums patiesam ir derigs uzdevuma konteksta, drikst izmantot ary
lielaku, piemeram, n = 4, kur pieradiyjums nav gruts.

Induktivais pienemums. Pienemsim, ka naturalam skaitlim £ > 3 Ramona k-stiirt nevar novilkt mazak
par k — 3 diagonalem.




Induktiva pareja. Pieradisim, ka dotais apgalvojums izpildas ar1 (k + 1)-sturim, t.i., Ramona taja
nevar novilkt mazak par k — 2 diagonalem. Aplukosim (k + 1)-stura virsotni, kura ierakstits lielakais
skaitlis (ja tadas ir vairakas, tad patvaligi izvelas vienu), apzimesim tas vertibu ar v. Ieverosim, ka §is
virsotnes kaiminu vertibas ir intervala [v — 1; v]. Acimredzami, ka Sie kaimini bus savienoti ar diagonali,
jo to starpiba pec modula nevar but lielaka par 1.

Uz bridi ignoréjam aplukoto virsotni ar lielako vertibu. Atlikusas virsotnes veido k-sturi, kuram
izpildas originala 1pasiba kaiminiem, jo visiem parejiem virsotnu kaiminu pariem ipasiba saglabajas,
bet jauniegtitajiem kaiminiem, kas bija lielakas vertibas kaimini, mes jau secinajam, ka prasita ipasiba
izpildas. legttajam k-stirim no induktiva piepemuma varam secinat, ka taja Ramona novilks vismaz
k — 3 diagonales.

Ignoreto virsotni padaram atkal redzamu. Visam tam diagonalem, kas bija novilktas iegutaja k-
stlir1, joprojam ir jabiit novilktam, jo virsotnes ierakstitie skaitli nemainijas. Papildus tam ar diagonali
vel tiks savienotas lielakas vertibas kaimini, kas pirms tam veidoja k-stira malu. Lidz ar to Ramonai
janovelk vismaz k—3+1 = k£ — 2 diagonales, kas pierada induktivo pareju. No ta secinam, ka 2023-sttirt
Ramona nevareja novilkt mazak par 2020 diagonalem.

Atliek atrast konstrukciju, kura 2020 diagonales patiesam var sasniegt. Tadu var sasniegt, ka
mazako skaitli izveloties 1 un uz vienu pusi no §t skaitla secigi rakstot skaitlus 2;3;4;...;1012, bet
uz otru rakstot 1.5;2.5;3.5;...;1011.5. Sada konstrukcija ar diagonalem biis savienoti skaitli, kuru
starpiba ir 0.5 un kas ir intervala [1.5;1011.5]. Saskaitot var iegut, ka tad bus novilktas tiesi 2020
diagonales, kas sniedz uzdevuma risinajumu.

Komentars. Indukciju ir iespejams izmantot art novertejuma dala.

10.piemers Dots naturals n > 1. Uz kalna nogazes ir n? stacijas, visas dazados augstumos. Divi
gaisa tramvaja uznémumi A un B apkalpo katrs k& funikulierus, katrs no kuriem savieno kadu
staciju ar kadu augstak esosu staciju (bez starppieturam). Uznemuma A apkalpotajiem k fu-
nikulieriem ir k£ dazadi sakuma punkti un k£ dazadi beigu punkti, un funikulierim, kuram sakuma
punkts ir augstak, arl beigu punkts ir augstak. Tadi pat nosacijumi izpildas arl uznpemumam
B. Teiksim, ka uznpemums savieno divas stacijas, ja ir iespejams sakt celu no zemakas staci-
jas un pabeigt augstakaja, izmantojot vienu vai vairakus $1 uzpémuma funikulierus (un cita
parvietosanas starp stacijam nav atlauta). Atrast mazako naturalo k, kuram var garantet, ka ir
divas stacijas, kuras savieno abi uznemumi.

Atrisinajums. Atbilde ir k =n? —n + 1.

Izveidosim konstrukciju pie k = n? — n, kura prasitas divas stacijas nevar atrast. Sanumuréjam staci-
jas 1,2,...,n% kur 1 atrodas viszemak. Tad uznemums A apkalpo funikulierus x — z + n (katram
1 <z <n?—n), un uznemums B apkalpo n(n — 1) funikulierus x — z+1 katram x #Z 0 (mod n) (tatad
1=-2—...2>nn+1—=>n+2— ... 2n utt.). Viegli redzams, ka sads funikulieru izkartojums
apmierina uzdevuma nosacijumus. Tad divas stacijas = un y ir savienotas ar uznemumu A tikai tad, ja
x =y (mod n), un z un y ir savienotas ar uznemumu B tikai tad, ja cn < z,y < (¢ + 1)n kadam vese-
lam ¢. Acimredzami, ka abi nosacijumi vienlaicigi nevar izpildities, tatad prasitais neizpildas. (Visiem
k < n? —n, més no izveidotas konstrukcijas varam izdzest dazus funikulierus.)

Atliek pieradit, ka pie k = n? —n+ 1 mekletas divas stacijas noteikti eksiste. Katram A funikulierim
velkam bultinu no lejas uz augsu. Tas izveido vairakas savienotu bultinu kédes (bez cikliem, jo visi
funikulieri iet no lejas uz augsu, un neviena stacija nepiestaj divi vai vairak funikulieri), un dazas
izoletas stacijas pa vienai, kuras uzskatam par kedem ar garumu 1. Tada gadijuma bus izveidojusas
n — 1 kedes, kas noklaj visas n? stacijas — to var redzet, jo kédei ar r stacijam ir » — 1 bultinas, tadel
a kédes nozime kopuma n? — a bultinas. Lidzigi var secinat, ka B funikulieri veido n — 1 kédes. Divas
stacijas ir savienotas tad un tikai tad, ja tas atrodas viena kede.

Varam ieverot, ka saja gadijuma uznemumam A videjais kedes garums ir n"—21 > n, kas nozime, ka



ir kede ar garumu vismaz n + 1. Ja nav divu staciju, kuras savieno abi uznemumi, tad visam §im n + 1
stacijam ir jabut atskirigas uznemuma B kedes, kas ir pretruna ar to, ka B ir tikai n — 1 kedes. Tatad
mekletas divas stacijas garanteti vares atrast.

Komentars. No praktiskas risinasanas puses skatoties, So uzdevumu risina, vispirms samera logiski
tiekot Iidz konstrukcijai un tad piemeklejot pretrunu novertejuma dala. Janem vera, ka konstrukcijas
idejas paradas diezgan acimredzami pie mazam vertibam, ka n = 3 vai 4.

11.piemeérs Dots naturals skaitlis n > 2. Apliikojam n x n $aha galdinu, kas sastav no n?
rutinam. Konfiguraciju no n torniem sauksim par miermiligu, ja katra rinda un katra kolonna
atrodas tiesi viens tornis. Atrast lielako naturalo skaitli &, kuram izpildas, ka jebkurai miermiligai
n tornu konfiguracijai var atrast k x k rutinu kvadratu, kura £? riitinas nav neviena torna.

Atrisinajums. Atbilde ir k = [\/n — 1] jeb tads k, kuram izpildas k* < n < (k + 1)2.

Pieradisim, ka Sadu k x k kvadratu vienmer vares atrast. Sanumurejam rindas un kolonnas ar skaitliem
no 0 Iidz n — 1. Aplukojam to rindu ¢, kura esosais tornis ir kolonna ar numuru n — 1 (pédéja kolonna).
Ta ka k% < n, tad varam izveleties k secigus k x k rutinu kvadratus, kuri satur rindu ¢ un neaizsniedzas
lidz pedéjai kolonnai. So kvadratu ieksiené rindas bis ne vairak ka k — 1 torni, jo rinda 4 tornis jau
atrodas arpus kvadratiem. Tas nozime, ka starp siem kvadratiem bus kads, kura nav tornpu, kas ir
mekletais.

Atliek paradit, ka lielaka k vertiba nav iespéjama. Aplitkojam n = m?. Izvietojam tornus pozicijas
(mi + j,mj + i) katriem 0 < i,j < m — 1. Attela dots piemers, ja n = 16.

R

N

N

mEmE

Viegli algebriski vai vizuali var parliecinaties, ka sada konstrukcija nav iespejams atrast m x m rtutinu
kvadratu bez torniem. Ka art janem vera, ka jebkurai mazakai vertibai n’ < n laukumu n’ x n’ var
iegut, nogriezot maléjas rindas un kolonnas no n x n laukuma (un, ja nepieciesams, pievienojot tornus
tuksas rindas vai kolonnas). legutaja n’ x n' laukuma joprojam nevarés atrast m x m kvadratu bez
torniem, jo iegutais laukums ir apakskopa n x n laukumam (ar iespejamiem papildus torniem). Tas
pierada k£ maksimalo novertejumu.

Komentars. ST uzdevuma praktiska risinasana balstas uz mazo gadijumu kartigu izpéti un izpratni.
Pie tam, ir gruti saprast atbildi aprakstoso sakaribu, kamer netiek izmeginati gadijumi lidz vertibam
n = 12;13. Tas biezi vien ir janem vera uzdevumos, kur nakas izvirzit savu hipotezi, ka pie pavisam
mazam mainigo vertibam ir loti daudz potencialo atbildes funkciju, tadel iespéju robezas jamegina
aplikot pec iespejas lielakus gadijumus.
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