Kombinatoriska optimizacija - 1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums. Kadam Sultanam loti patik berni. Kadu reizi vins noalgoja 100 zeltkalus uz gadu
un uzdeva viniem uzdevumu - katru dienu gada garuma viniem katram ir jaizgatavo rotallieta no
precizi 100 gramiem tira zelta un japiegada to uz Sultana pili. Tad, gada beigas, Sultans plano
apdavinat visus sultanata bernus.

Par nelaimi ir paklidusas baumas, ka viens no zeltkaliem ir negodigs un Smaucas - katru dienu
vins piegada rotallietu, kura sver 99 gramus prasito 100 gramu vieta.

Sultanam ir pieejami digitali svari, kuru precizitate ir 1 grams un maksimalais atlautais svars
nav ierobezots. Ar kadu mazako sverSanu daudzumu vins var noskaidrot, vai kads zeltkalis ir
krapnieks, un ja ja, tad kurs no zeltkaliem ir krapnieks?

Atrisinajums. Mazakais sversanu daudzums ir 1.

Acimredzami, ka vismaz viena sverSana ir nepieciesama, lai iegtitu jebkadu informaciju par rotallietu
masu. Paradisim, ka viena sverSana noskaidrot prasito. Ta ka rotallietas tiek piegadatas katru dienu
veselu gadu, tad no katra zeltkala kada bridi bus pieejamas 365 rotallietas. Apliukojam 300.dienu péec
uzdevuma sakuma. Sultanam uz svariem tad ir jauzliek 3 rotallietas no 1.zeltkala, 6 rotallietas no
2.zeltkala, ..., 300 rotallietas no 100.zeltkala. Ja mes pienemam, ka visas rotallietas sver 100 gramus,
tad kopeéja masa uz svariem butu S = 100 - 3(1 +2 + ...+ 100) = 100 - w grami. Papildus tam
janem vera svaru precizitate, kas var radijumu palielinat vai samazinat par 1 gramu.

Ieverosim, ja zeltkalis ¢ buis Smaucies ar rotallietam, tad patiesa visu rotallietu masa buis samazinata
par 3i gramiem. Aplukojam iesp€jamos iznakumus uz svariem.

e Ja svari rada S vai S + 1, tad varam secinat, ka visi zeltkali dara savu darbu godpratigi un
nesmaucas.

e Ja svari rada S — 3¢ vai S — 3i + 1 kadam 7, kam izpildas 1 < i < 100, tad varam secinat, ka i-tais
zeltkalis Smaucas.

Ta ka visiem apliikotajiem iznakumiem neparklajas neviena no iespejamajam svaru vertibam, ka art
Sie ir visi iespejamie gadijumi, tad minetie secinajumi lauj Saja viena sversana garanteti noteikt, kada
ir reala situacija.



2.uzdevums. Dots naturals skaitlis £ un plaknes punkts P. Filips velas uzzimet vairakas
taisnes ta, lai jebkurs stars, kas iziet no P, krustotu vismaz k novilktas taisnes. Noteikt mazako
iespejamo taisnu skaitu, kas Filipam janovelk, lai sasniegtu prasito.

Atrisinajums. Mazakais iespejamais taisnu skaits ir 2k + 1.

Vispirms pieradisim, ka nepietiek ar 2k vai mazak taisnem. Pienemsim pretejo. Aplikojam vienu no
taisnem, un novelkam tai paralélu taisni [ caur P. Taisne [ veido divus no P pretéjos virzienos izejosus
starus. leverosim, ka sakotneji aplukota taisne paralelitates del [ nekrusto. Tad paliek ne vairak par
2k — 1 taisnem, kuras katra var krustot [ ne vairak ka viena punkta. Tatad uz [ esoso krustpunktu
skaits neparsniedz 2k — 1. Tas nozime, ka vienam no stariem uz [ bis ne vairak ka k — 1 krustpunktu
ar citam taisnem, kas ir pretruna, un Filips prasito nevarés sasniegt.

Paradisim, ka Filips var prasito sasniegt ar 2k + 1 taisnem. Uzzimejam regularu (2k + 1)-sturi,
kuram P ir apvilktas rinka Iinijas centrs, un izvelamies par taisnem §1 daudzstiira malas. Ieverosim
geometrisku faktu: ja doti divi stari @ un b, kas iziet no viena punkta, un caur kadu punktu uz b novelk
pret b perpendikularu taisni, tad ta krusto a tad un tikai tad, ja lenkis starp a un b ir mazaks par 90°.
So faktu var triviali pieradit ar Dekarta koordinatam vai trigonometriju.

Aplikojam starus S, kas savieno P ar regulara daudzstiira malu viduspunktiem. So staru ir 2k +1,
tie visi ir izvietoti vienadas lenku atskiribas pa % ap P, ka ar1 Sie stari ir attiecigo malu vidusper-
pendikuli, tatad perpendikulari novilktajam taisnem. Novelkam patvaligu staru ¢ caur P, ka arl sim
staram perpendikularu taisni ¢, caur P, kas sadala plakni divas dalas. Acimredzami, ka S specifiska
izvietojuma de] pusplakné ar ¢ atradisies vismaz k stari no .S, kuri nesakiit ar ¢,. Izmantojot ieprieks
aplukoto geometrisko faktu, varam secinat, ka ikviena no malam, kas atbilst minetajiem k stariem no S,
krustos ¢, jo apliikotais plaknes lenkis uz abam pusem no t ir mazaks par 90°. Tas nozime, ka jebkuram

staram ¢ prasitais izpildisies.



3.uzdevums. Dots naturals skaitlis n > 3, kuram uzzimets n x n rutinpu laukums. Sakotneji
visas laukuma rutinas bija baltas. Par peldosu plusu saucam rutinu piecinieku (M, L, R, A, B),
kam izpildas, ka rutina L atrodas viena rinda ar rutinu M un pa kreisi no M, rutina R atrodas
viena rinda ar M un pa labi no M, rutina A atrodas viena kolonna ar M un uz augsu no M,
riitina B atrodas viena kolonna ar M un uz leju no M. Maris dotaja rutinu laukuma izkrasoja
k melnas rutinas ta, ka nevar atrast peldosu plusu no tikai melnam rutinam. Noteikt lielako
iespejamo rutinu skaitu k& (atkariba no n), ko Maris varéja sadi izkrasot.

Piezime. Nosauktas rutinas L, R, A, B ne obligati atrodas tiesi blakus M, starp tam var but
vairaku rutinu atstarpe.

Atrisinajums. Lielakais iespejamais rutinu skaits ir 4n — 4.

Lai sasniegtu So vertibu, n x n laukuma var izkrasot visas mal€jas un stura rutinas. Viegli saskaitit,
ka iekrasoto rutinu tad ir tiesi 4n — 4, ka ar1 var redzet, ka visas rindas un kolonnas, kas nav tiesi
pie malas, ir tikai 2 melnas rutinas, tatad tajas neveidojas peldosi plusi. Savukart, rutinam pie malas
virziena uz laukuma arpusi vairs nav citu melnu rutinu, tatad tas art nevar but peldosa plusa vidu.

Pieradisim, ja laukuma iekraso vismaz 4n—3 rutinas, tad noteikti veidojas peldoss pluss. Pienemsim
pretejo, ka peldosa plusa laukuma nav. Tada gadijuma katra melna riitina nav peldosa plusa centra
(rutina M), kas nozime, ka Sai rutinai vismaz viena no virzieniem <, —, 1, ] nav citu melnu rutinu.
Aplukojam visus parus (s, <), (s,—), (s,7) un (s,]), kur s ir melna rutina un bultina norada virzienu,
kura, ejot no s, vairs nav citu melnu rutinu. Apzimeéjam paru skaitu laukuma ar P. Ta ka jebkura
melna rutina veido vismaz vienu pari, tad P > 4n — 3.

Aplikojam visvairak to pa kreisi esoso kolonnu, kura ir vismaz viena melna ratina. Saja kolonna
visaugstak esosa melna rutina x acimredzami veido vismaz divus parus (z,<) un (x,71). Lidzgi,
viszemak kolonna esosa melna riitina y veido vismaz divus parus (y,<) un (y,]). Sis melnas ritinas
rada vismaz 2 papildus parus (pat ja z = y), ko ieprieks neieskaittjam novertejuma. So pasu spriedumu
varam pielietot ar1 pa labi vistalak esosajai kolonnai ar melnam rttinam. Ieverosim, ka vistalak pa kreisi
un pa labi esosas kolonnas nevar sakrist, jo pretéja gadijuma biitu ne vairak par n melnam ritinam,
tacu 4n — 3 > n, ja n > 3. Tas nozime, ka ir jabut vismaz P > (4n — 3) + 4 = 4n + 1 pariem.

Katram parim bultinai ir viens no 4 iespejamajiem virzieniem. Ta ka P > 4n + 1, pec Dirihle
principa varam secinat, ka vienam no virzieniem ir vismaz n + 1 pari. Pienemsim, ka tas ir virziens —,
un apzimesim $os parus (s, =), (2, —),...,(Sp11, —). Ta ka laukuma ir n rindas, tad kada no rindam
ir vismaz 2 no pariem, pienemsim, ka tie ir (s;, =) un (s;, —). Tacu, ta ka viena no rutinam s; un s;
atrodas pa labi no otras, viens no siem pariem nevar but derigs paris pec musu definicijas. Tatad musu
pienemums ir aplams, un laukuma ar vismaz 4n — 3 melnam rutinam garanteti veidojas peldoss pluss.
Tas pierada prasito.



4.uzdevums. Doti naturali skaitli n > 2 un m. Rinda izvietotas m balsosanas kastes. Divi
speletaji A un B spele speli. Gajiena laika A vispirms izvelas divas kastes un katra no tam iemet
vienu balsojuma aploksni. Pec tam B izvelas vienu kasti, un visas taja esosas aploksnes izmet
ara. Talak sakas jauns gajiens. Spele uzvar A, ja pec kada gajiena var atrast kasti, kura atrodas n
aploksnes. Katram n > 2 atrast minimalo m vertibu, kurai A var garantét uzvaru spele neatkarigi
no B darbibam.

Atrisinajums. Mekleta minimala vertiba ir m = 2771 4 1.
Vispirms pieradisim, ka m > 2"~1+1. Apliikojam patvaligu spéles poziciju, kura kastes a,, as, . . ., a,
ir vismaz viena aploksne, un saskaitam lielumu

S = Z 20—t
i=1

Saja lieluma katrai netuksajai kastei tiek pieskirts svars atkariba no aploksnu skaita taja. Ieverosim,
ka tuksa kaste var kliit par netuksu un iegiit svaru, ka art var notikt pretejais.

Apgalvojums. Speletajs B var spelet ta, lai gajiena rezultata S nepalielinatos, iznemot gadijumu,
ja A izvelas divas tuksas kastes un visas paréjas kastes ir katra ne vairak par vienu aploksni.
Pieradijums. Skirojam gadijumus:

e Ja A gajiena laika izvelas divas netuksas kastes ar r un s aploksném, kuram pienemsim, ka r > s.
Pec A darbibam S palielinas par 27! +2571. Tad B izvelas to kasti, kura tagad ir r +1 aploksnes,
samazinot S vertibu par 2". Taka 2" > 271 +257! pec gajiena beigam S vertiba biis saglabajusies
val samazinajusies.

e Ja A gajiena laika izvelas tuksu kasti un netuksu kasti ar » > 1 aploksnem. Péc A darbibam
S palielinas par 2"~! + 1. Tad B izvelas to kasti, kura tagad ir r + 1 aploksnes, samazinot S
vertibu par 2". Ta ka 2" > 2"~! + 1, jo r > 1, pec gajiena beigam S vertiba biis saglabajusies vai
samagzinajusies.

e Ja A gajiena laika izvelas divas tuksas kastes. Pec A darbibam S palielinas par 2. Ja kada kaste
ir » > 2 aploksnes, tad B var izvéleties to un samazinat S par 2"~ > 2. un péc gajiena beigam
S vertiba bus saglabajusies vai samazinajusies. Ja tadas kastes nav, tad esam situacija, ka visas
parejas kastes ir katra ne vairak par vienu aploksni.

Visi gadijumi ir apliikoti, tatad apgalvojums ir patiess.

Ieverosim, ka B vienmer pec gajiena beigam bus iztuksSojis vismaz vienu kasti, tapec A nevar panakt
vairak par m — 1 netuksam kastem. No ta redzam, ka, spelejot pret aprakstito B strategiju, maksimala
S vertiba tiek sasniegta situacija, kad ir m — 1 kaste ar vienu aploksni, jo jebkurs talaks gajiens S
vertibu nevar palielinat. Saja gadijuma S = m — 1. Ja kada bridi kada kasté ir n aploksnes, tad taja
pozicija izpildas S > 2771, Apvienojot $os rezultatus, iegistam m > 2"~ + 1.

Jam = 27! + 1, tad A var garantet uzvaru ar talak aprakstito strategiju. Sakotneji, kamer
vien iespejams, A izvelas divas tuksas kastes un ieliek katra vienu aploksni. Acimredzami, ka gajiena
ietvaros netukso kastu skaits palielinas par vismaz 1. Ta dara, lidz sasniedz m — 1 = 2"~! kastes ar
vienu aploksni. Tad A sadala $1s m — 1 kastes pa pariem, un secigi vienu reizi izvelas katru kastu pari.
Redzams, ka 2"~2 gajienos tiks iegiitas 2"~ ! kastes ar divam aploksneém, no kuram B biis paguvis izgazt
ne vairak ka pusi (to limite gajienu skaits). Tatad garanteti bus vismaz 2"~ 2 kastes ar 2 aploksnem.
Talak induktivi turpina $o procesu, lai iegiitu vismaz 2" * kastes ar k aploksnem, kas pie k = n dod
vienu kasti ar n aploksnem. Tas pierada prasito.



Kombinatoriska optimizacija - 2.majasdarba atrisinajumi

1l.uzdevums. Dots naturals skaitlis n > 2. Dainis saraksta skaitlus 1,2,...,n apli ta, lai
jebkuri divi blakus stavosi skaitli butu savstarpeji pirmskaitli. Tad Dainis novelk taisnu nogriezni
starp jebkuriem diviem skaitliem, kuri nav savstarpéji pirmskaitli. Nogrieznim s ar dy apziméjam
starpibu starp ta galapunktos esosajiem skaitliem, bet ar ps apzimejam nogrieznu skaitu, ko s
krusto.

Atrast lielako iespejamo n vertibu, kurai Dainis var skaitlus aplt sarakstit ta, lai katram novilk-
tajam nogrieznim s izpilditos ps < |dg].

Atrisinajums. Lielaka iespejama n vertiba ir 11.
Derigs izkartojums pie n = 11 paradits zimejuma zemak.

O

Ar pilno parlasi pa visiem 14 novilktajiem nogriezniem var parliecinaties, ka nosactjumi ir izpilditi.
Pieradisim, ka, ja n > 12, tad prasito nevar izdarit. Veicam vairakus noverojumus.

1. Ja n ir para, tad nepara un para skaitlu apli ir vienads skaits. Ja n ir nepara, tad nepara skaitlu
ir par vienu vairak. Ta ka jebkuri para skaitli nav savstarpeji pirmskaitli, tad tie nedrikst stavet
apli blakus, tatad starp jebkuriem diviem para skaitliem jabut vismaz vienam nepara. Tas atlauj
tikai izkartojumu para, nepara, para, nepara, ..., para, nepara, (nepara), para, kur pirmais un
pedejais skaitlis ir viens un tas pats.

2. Starp jebkuriem diviem secigiem para skaitliem £ un k + 2 drikst viena apla puse atrasties tikai
nepara skaitli. Aplukojam nogriezni s, kas savieno Sos divus para skaitlus, tam d, = 2. Ta ka
n > 12, apli ir vismaz 6 para skaitli, tatad vismaz 4 citi, neskaitot apliikotos divus. Ja katra no
s pusem ir vismaz 2 citi para skaitli, tad s krusto vismaz 2 - 2 = 4 taisnes un ps > 4 — pretruna.
Ja viena puse ir tiesi 1 para skaitlis, tad otra puse ir vismaz 3 un attiecigi ps > 3 — ar1 pretruna.
Tatad starp secigiem para skaitliem atrodas tikai nepara skaitli. Apvienojot to ar 1.secinajumu,
tad redzams, ka para skaitli izvietosies pa para skaitlu pozicijam secigi 2 —4 —6 — .. ..

3. Aplukojam skaitlus 3 un 9. Katrs no tiem ir savienots ar vismaz trim citiem skaitliem, jo n > 12.
Ieverosim, ka 3 nevar but starp secigiem para skaitliem, jo, vai nu 3 nebts savstarpejs pirmskaitlis
ar kadu no tiem, vai art no 3 izejosie tris nogriezni krustos Sos para skaitlus savienojoso nogriezni,
kuram d, = 2, un bus pretruna. Tatad 3 var atrasties tikai starp 2 un lielako para skaitli p, kas ir n
vai n — 1. Lidzigu secinajumu varam veikt art par skaitli 9. Tada gadijuma gan 3, gan 9 atradisies
starp 2 un p. Tacu no l.secinajuma zinams, ka starp 2 un p var atrasties ne vairak par diviem
nepara skaitliem, tatad 3 un 9 atradisies blakus. Ta ka Sie skaitli nav savstarpeji pirmskaitli, tas
nav iespejams peéc uzdevuma nosacijumiem. Esam pieradijusi, ka pie n > 12 prasito izdarit nevar.



2.uzdevums. Katram naturalam m definejam L,, ka figtiru, kura iegtistama, parklajoties di-
viem 1 X m un m X 1 taisnsturiem, kuriem kopigs galgjais 1 x 1 kvadrats (skatities zimejuma).
Izmantojot dazas no figiram, kuras apzimesim Ly, , Ly, ..., Ly, , tiek noklats n x n rutinu
laukums, kur n ir dots naturals skaitlis. Starp visiem iespejamajiem laukuma klajumiem atrast
to, kuram summa my + my + - - - + my, ir minimala.

Piezime. Noklajot laukumu, figuras drikst rotet, ka art tas var parklaties un iziet arpus laukuma
robezam. Drikst arl izmantot vairakas viena tipa figuras.
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Atrisinajums. Minimala iespéjama summas vertiba ir "(";1).

Vispirms pieradisim, ka sadu vertibu var sasniegt. To var izdarit induktivi, liekot péec kartas figuras
Ly, Lo, ..., L, sada seciba, no iepriekseéjam k izveidojot k x k kvadratu, kuram sturt pieliek Ly, lai
veidotos (k+1) x (k+1) kvadrats. Sada konstrukcija mekleta summa acimredzami it my4+-mg-+- - -+my =
1+2+... +n="02

Talak pieradisim, ka mazaku vertibu nav iespejams sasniegt.

Apgalvojums. Lai pec prasibam noklatu n x n laukumu, ir nepieciesamas vismaz n figtiras.
Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka n x n laukums ir noklats ar ne vairak ka n—1 figuram. leverosim,
ka ikvienai figtirai ir maksimums viena rinda, kura ta noklaj vairak par 1 ratinu. Ta ka figtiru ir mazak
par n, tad ir kada rinda, kura katra no figiram noklaj ne vairak par 1 rutinu. Tacu tada gadijuma saja
rinda, kura ir n rutinas, ir noklatas ne vairak par n — 1 rutinam, kas ir pretruna ar to, ka laukums ir
noklats. Secinam, ka pienemums ir nepareizs un apgalvojums izpildas.

leverosim, ka figura L,,, kvadrata noklaj ne vairak ka 2m, — 1 rutinas. Tad, ja figuras L,,, Ly, ..., Lm,
noklaj laukumu, ir jaizpildas nevienadibai

(2my — 1)+ -+ 2mp — 1) >n® = 2(my+---+my) >n* +k>n+n,

kur pedeja nevienadiba tika izmantots no apgalvojuma izrietoSais fakts & > n. No ieguta rezultata
acimredzami, ka mq + - - - + my > @, kas pierada prastto.



3.uzdevums. Ziemelos N oligarhi uzbuveja valsti ar N pilsetam, kur katra pilseta pieder
vienam oligarham. Papildus tam katrs oligarhs uzbtiveja dazus celus starp kaut kadam pilsetam,
starp katru pilsetu pari uzbuvejot ne vairak ka 1 celu (ieverosim, ka starp divam pilsetam var
but vairaki celi, tacu tie katrs pieder citam oligarham).

Kopa tika uzbuveti d celi. Dazi oligarhi velejas izveidot korporaciju, apvienojot sev piederosos
celus un pilsetas, lai jebkuram divam korporacija esosam pilsetam varetu no vienas uz otru
aizbraukt tikai pa korporacijas celiem. Izradijas, ka neviena oligarhu grupa, kura ir mazak par
N oligarhiem, nevar izveidot derigu korporaciju. Kada ir maksimala iespejama d vertiba?

Atrisinajums. Maksimala iespejama d vertiba ir (N ) = w.

To var sasniegt sada veida. Sanumuréjam oligarhus 1,2, -+, N. Katram 7, kur 1 <7 < N, oligarhs
ar numuru ¢ buve celu starp pilsetam, kas pieder oligarhiem j un k, kur 1 < j < k < 4. Oligarhs ¢
uzbtuve visus sadus iespeéjamos celus (katram iespejamam j un k parim), kopa uzbuvejot (151) = 1)

2
celus. Kopa saskaitot visu oligarhu uzbtuivetos celus, izmantojam hokeja niijas identitati, lai iegtitu

N
d=% (5)=0)
i=3
Aplukojam patvaligu oligarhu grupu S, kura ir mazak par N oligarhiem, un §is grupas oligarhu ar
lielako numuru apzimejam ar X. Acimredzami, ka neviens grupas oligarhs nebus buvejis celu no X
pilsetas, tatad X pilseta nav sasniedzama pa S celiem un Sie oligarhi nevar izveidot korporaciju. Ta ka
So spriedumu var pielietot jebkurai derigai oligarhu grupai, prasitais izpildas.

Talak pieradisim, ka vairak par (J; ) celiem uzbuveti nevar but. Mazie gadijumi N = 1;2;3 ir
acimredzami, tapec pienemsim, ka N > 4. Ieverosim, ka neviens oligarhs nedrikst uzbuvet celu, kas
iziet no vina pilsetas, jo citadi s1 cela galapunktu oligarhi veidotu derigu korporaciju. Novertesim skaitu
oligarhu trijniekiem (a, b, ¢), kur oligarhs a ir uzbuveéjis celu starp oligarhu b un ¢ pilsétam (no ieprieks
ieguta, visi tris oligarhi ir dazadi). Saucam sadus trijniekus par labiem. leverosim, ka labu trijnieku
skaits ir tiesi divas reizes lielaks par uzbuveto celu skaitu jeb 2d, jo labie trijnieki (a,b,c) un (a,c,b)
attiecas uz vienu un to pasu celu.

Aplukojam divus trijniekus (a, b, c) un (b, a,c). Ja tie abi ir labi, tad oligarhu paris a, b veido derigu
korporaciju, jo eksiste korporacijas celu marsruts a <> ¢ <> b. Lidzigi spriezot, varam secinat, ka
patvaligiem tr1s oligarhiem z,y, z ne vairak par divam trijnieka (z,y, z) permutacijam var but labas.
Ta ka tris dazadus oligarhus var izveleties (g ) veidos un katram oligarhu trijniekam atbilst ne vairak
par 2 labiem trijniekiem, tad labo trijnieku skaits neparsniedz 2(13\: ) Tatad 2d < 2(];[) — d < (g),
kas pierada prasito.

Piezime. Risinajuma otro dalu (maksimalitati) ir arl iespéjams pieradit ar matematisko indukciju.



4.uzdevums. Dots naturals skaitlis m, ka art m x m rutinu laukums. Dazam rutinam centra
atrodas skudra. Laika bridi 0 katra skudra sak kusteties ar atrumu 1 paraleli kadai no laukuma
malam. Kad satiekas divas skudras, kuras iet pretejos virzienos, tas abas pagriezas par 90°
pulkstenraditaja virziena un turpina kusteties ar atrumu 1. Kad viena punkta satiekas vairak
neka 2 skudras, vai arl satiekas divas skudras, kas iet perpendikularos virzienos, §is skudras
turpina kusteties tada pasa virziena, ka pirms tiksanas. Kad skudra sasniedz laukuma malu, ta
no laukuma nokrit un vairak uz ta neparadas.

Aplukojot visus iespejamos skudru sakuma izvietojumus, noteikt velako iespejamo laika bridi,
kura pedeja skudra nokrit no laukuma, vai ar1 pieradit, ka Sads laika bridis neeksiste.

Atrisinajums. Velakais iespcjamais laika bridis ir 22 —

Paradisim, ka Sads laika bridis ir sasniedzams. Aplukojam divas skudras, kuras ir augsejas rindas
gala rutinu centra un sak iet viena otrai pret1. Tas satiksies pec augsejas rindas centra pec 5 — % laika
briziem. viena skudra pagriezisies uz augsu un nokritis pec % laika briziem, bet otra pagriezisies uz leju
un turpinas celu vel m — % laika brizus lidz nokrisanai laukuma leja. Otra skudra bis bijusi uz laukuma

2 — 14+ m— 3 =3 —1 laika brizus, sasniedzot musu aplikoto vertibu.
Pieradisim, ka visas skudras buis nokritusas no laukuma pec 37’” — 1 laika briziem. Aplukojam

divu pret1 ejosu skudru sadursmi. Ieverosim, ka pec sadursmes abas skudras iet pretejos virzienos,
kas ir perpendikulari virzienam pirms sadursmes. Ta ka nav svarigi, kura no skudram aiziet kura
virziena, jo kopeja abu skudru trajektorija sadursmes rezultata saglabajas tada pati, varam patvaligi
katrai sadursmei izveleties, kura skudra iet kura virziena (attiecigi varam atteikties no nosacijuma par
pagriesanos pulkstenpraditaja virziena).

Sadalam skudras divas grupas atkariba no sakotneja iesanas virziena — tas, kuras iet pa labi un uz
leju, un tas, kuras iet pa kreisi un uz augsu. Viegli redzams, ka sadurties var tikai skudras no atskirigam
grupam, ka art katra sadursme var izveleties skudru virzienus ta, lai art pec sadursmes skudra saglabatu
savu grupu. Aplukojam skudru a, kura iet tikai pa labi vai uz leju. Acimredzami, ka ir iespejams veikt
tikai galigu skaitu sadu gajienu, jo laukums ir galigs, tadel §1 skudra kada bridi nokritis no laukuma.
Aplikojam atlikusas skudras péc a nokrisanas — tam varam izmantot So pasu spriedumu, un to skaits
samazinas, tadel secinam, ka visas skudras pec galiga laika nokritis no laukuma.

Pienemsim, ka skudra r bija pedeja, kas nokrita no laukuma, un, nezaudgjot visparigumu, ta nokrita
no laukuma labas malas, kuras galapunktus apzimesim ar A un B (augs€jais sturis ir A). Nezaudejot
visparigumu, pienemsim, ka tas nokrisanas punktam X izpildas X B < %AB = . Sadalam skudras no
jauna pa divam grupam — viena grupa tas, kuras iet tikai pa labi un uz augsu, un otra tas, kuras iet tikai
pa kreisi un uz leju. Tad redzams, ka nokritust skudra gaja pa labi un uz augsu, un uz augsu ta vareja
noiet ne vairak ka % — % vienibas, bet pa labi — ne vairak ka m — % vienibas. Kopa uz laukuma skudra
r varcja atrasties ne vairak ka % — % +m — % = 37’” — 1 laika brizus, kas pierada atbildes maksimalitati.
Ja izpilditos gadijums X B > %AB , tad varam izmantot So pasu spriedumu, tikai ar ieprieksejo skudru
sadalijumu grupas (pa labi un uz leju, ka ar1 pa kreisi un uz augsu), lai pieraditu uzdevuma prasito.



