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1 Ievads

Prasmigi spet veikt algebriskus parveidojumus, tas ir, atri manipulet ar izteiksmem un zinat dazadas
sakaribas, ir svarigi ne tikai algebra, bet arl citas olimpiazu matematikas nozares — skaitlu teorija,
geometrija un kombinatorika. Saja materiala tiks vairak pieversts uzmanibas §is prasmes pielietosanai
algebras un paris skaitlu teorijas uzdevumos, bet velakos materialus vares apgiito pielietot ar1 citas

nozares.

2 Dazadas identitates

Seit ir noderigo sakaribu saraksts, kas ir obligati jazina, ja velas veiksmigi rekinat olimpiazu uzdevu-

mus matematika.

Ja z,y, z ir reali skaitli, tad izpildas

Loa? =y =(z—y)(z+y)

2. (z+y)? =2+ 20y + o>
3. (x+y)?=2%+3zy(z +y) + ¢

)3 = a3 — 322y + 3xy? — 33

5. 2® +y° = (x +y)(a® — vy +¢?)
6. 2° — 9 = (x —y)(@® + 2y + )
r+D)y+)=ay+x+y+1
r+1)(y+D)(z+1)=14+x+y+2z+ay+yz+ 20+ ayz
T+y+2)? =22 +1y%+ 22+ 2zy + 2yz + 227
11. (z+y)(y+2)(z +z) = zy(z +y) + yz(y + 2) + zz(z + ) + 22y2
12. (zx+y+2)(zy+yz+2z) = (z+y)(y+ 2)(z + ) + zyz

13.

(
(
(
10. (z+y+ 2)(zy +yz + 2z) = zy(z + y) + yz(y + 2) + zx(z + z) + 3zyz
(
(
(z—y)(y — 2)(z — 2) = —zy(z — y) —yz(y — 2) — 2a(z — 7
(

14.
z) + 3zzx(z + ) + 6zyz

15. 22+ 3+ 23 —3zyz = (z+y + 2)(2® + y2 + 2% — xy — yz — 27)

r+y+2P =2+ + 2243+ y)(y+2)(z+z) =2 + 32+ 22 + 3zy(er + y) + 3yz(y +

Pedeja identitate (15.) Saja materiala tiks saukta par skaisto identitati.

izriet, ja x +y + 2z =0, tad 23 + 3> + 23 — 3zyz = 0 jeb 2 + ¢y* + 23 = 3wyz.

Ieverosim, ka no tas

No teorijas viedokla tas ir viss, kas Jums ir jazina, bet Seit ir vel paris padomi, kas var biit noderigi:

e ja uzdevuma nosacijumos ir dota kaut kada sakariba, tad ta ir jaizmanto! Liekas acimredzami,
bet biezi vien skoleni aizmirst par to, kas ir dots uzdevuma nosacijumos. Piemeéram, ja ir dots,



ka abc = 1, tad visas citas sakaribas, kas iesaista tikai mainigos a, b, ¢, mes varam skaitli 1 aizstat
ar abc vai jebkurai izteiksmi klat sareizinat abe, neizmainot tas vertibu, jo abc = 1.

e ja ir japierada kaut kada sakariba, tad meéginiet no dotajam sakartham uzkonstruet lidzigu
sakaribu pieradamajai sakaribai. Seit ar lidzigu tiek saprasts, ka sakariba satur kaut kadu dalu
no pieradamas sakaribas, lidzigas pakapes u.tml.

e ja ir japierada kaut kada sakariba, tad var domat no reverse engineering perspektivas — ja mes
pienemam, ka $§t sakariba ir patiesa, kadam vel sakaribam ir jaizpildas? Vai mes varam pieradit
Sis citas sakaribas un no tam iegut to sakotnéjo sakaribu, kas mums bija japierada?

e biezi vien drikst veikt ekvivalentus parveidojumus dotajam sakartbam — pieskaitit abam sakaribas
pusem izteiksmi, sareizinat abas sakaribas puses ar izteiksmi, izkapinat abas sakaribas puses
kvadrata.

e ja ir dota sakariba no tris mainigajiem, piemeram, a, b, c, tad var meginat izteikt treSo mainigo,
piemeéram, ¢ izmantojot tikai a,b un tad talak uzdevuma aizstat visur c ar iegiito izteiksmi, kas
sastav no mainigajiem a,b. Aplukosim paris piemerus:

— Jaa+b+c=0, tad varam izteikt, ka ¢ = —a — b;
— Jaab+ bc+ ca =0, tad ab = —c(a + b), kas nozime, ka ¢ = —aa—&;
— Ja abc = 1, tad varam izteikt, ka ¢ = %;

— Jaab+bc+ca =1, tad ¢(a + b) = 1 — ab, kas nozime, ka ¢ = laj:f

Tas, ka no dotas sakaribas var izteikt vienu mainigo, nenozime, ka tas obligati ir jadara. Biezi
vien §1 izteikSana padaris Jusu citas izteiksmes sarezgitakas un grutak parveidojamas, tacu, ja
Jus varat tikt bez kludam gala ar visiem algebriskiem parveidojumiem, tad Jus varat to darit.

2.1 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers. Doti veseli skaitli a,b,c ar 1pasibu, ka ab + bc + ca = 1. Pieradit, ka skaitlis
(a® +1)(b* + 1)(c* + 1) ir vesela skaitla kvadrats.

Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

(@®+ D)+ 1D)(+1) =
= (a® 4 ab+ bc + ca)(b* + be + ba + ac)(c* + cb + ca + ab) =
=(a+b)(b+c)b+c)(b+a)c+a)(c+b)=
=(a+b?*0b+c)(c+a)=
= ((a+b)(b+ c)(c+ a))?

Ta ka a, b, ¢ ir veseli skaitli, tad ar1 skaitlis (a4 b)(b+ ¢)(c+ a) ir vesels, lidz ar to prasitais pieraditais.

2.piemers. Naturaliem skaitliem a, b, ¢ izpildas sakartba a®+b?+c* = (a—b)*+(b—c)?+(c—a)?.
Pieradit, ka skaitlis bc ir vesela skaitla kvadrats.




Atrisinajums. Parveidosim doto izteiksmi

A+ 4+ =(a—b)?+(b—c)+ (c—a)
@’ + b0+ =a® —2ab+ b +b* — 2bc + & + & — 2ca + a®
a® +b* +c =2(a® +b* + ) — 2(ab + be + ca)
a® 4+ b* + ¢* — 2ab — 2bc — 2ca = 0
(a—b—c)? —4bc=0
(a—b—c)? = 4bc

—b—=c\?
(T) b

Ieverosim, ka a? + b? 4 ¢2 — 2ab — 2bc — 2ca = 0, kas nozime, ka a? + b% + ¢ = 2ab + 2bc + 2ca. Secinam,
ka skaitlis a® + b + 2 ir para skaitlis, kas var izpildities tad un tikai tad, ja a,b,c ir visi para skaitli
vai 2 no tiem ir nepara un 1 para. Abos gadijumos viegli parbaudit, ka skaitlis a — b — ¢ bus para, kas
nozime, ka “’;”C, ka ir vesels skaitlis. Esam ieguvusi, ka skaitlis bc ir vesela skaitla kvadrats, kas art
bija japierada.

3.piemers. Racionali skaitli a,b apmierina sakaribu
a*b + ab® + 2a*b* +2a + 2b + 1 = 0.

Pieradit, ka skaitlis 1 — ab ir racionala skaitla kvadrats

Atrisinajums. Parveidosim doto izteiksmi

a’b+ab® +2a°0* +2a+2b+1 =0
ab(a® + 2ab + b*) + 2(a + b) + 1
ab(a +b)* + 2(a +b) + 1
(ab—1)(a+b)*+ (a+b)?+2(a+b)+1=0
(ab—1)(a+b)*+ (a+b+1)>=0
(1 —ab)(a+b)*=(a+0b+1)?

2
Hb:(w)
a+b

Ieverosim, ka “1+_—b:bl ir 2 veselu skaitlu dalijums, tapec tas ir racionals skaitlis, ja a + b # 0, kas nozime,

ka 1 — ab ir racionala skaitla kvadrats. Savukart, ja a + b = 0 tad
(1—ab)(a+b)?=(a+b+1)? = 0=17

kas ir acimredzama pretruna.

4.piemers Doti no nulles atskirigi reali skaitli x,y, z ar ipasibu, ka = + 2y + 42z = 0. Atrast

visas iespejamas izteiksmes
22 y? 822

8yz  wz  ay

Atrisinajums. Parveidosim doto izteiksmi

x? vt 822 3+ 8y + 6428

@ Tz xy S8ryz



Pielietosim skaisto identitati prieks a = x,b = 2y, ¢ = 4z, lai iegtitu, ka
23+ 8y 4 642° = a® 4+ b® + ¢ = 3abe = 24xyz
Secinam, ka tada gadijuma

x? y? 822 a3+ 8y + 6423 _ 2dayz

8y_z Tz Ty 8xyz S8ryz

5.piemers Veseliem skaitliem z,y, z izpildas sakariba
(@—y)*+@—2)"+(=—2) =ayz

Pieradit, ka skaitlis 23 + y® + 23 dalas ar z + y + 2 + 6.

Atrisinajums. Parveidosim doto izteiksmi

(x =y + @y —2)?+(z—2)*=ayz
22— 2ey+ P+t — 2z + 22 4 22— 2z + 2 = xyz
200 + P + 22 —xy —yz — 2x) = 2Y*2
20t + P+ 22 —ay —yzr —za)(w +y +2) = ayz(z +y+ 2)

No skaistas identitates izriet, ka
20+ P+ 22—y —yzr—za)(w +y+2) = ayz(r +y+ 2)
2(z® +y° + 2° — 3ry2) = 2yz(z +y + 2)
202 + 42 + 23) = ayz(z +y + 2) + 6ayz
202 +* + 2°) = wyz(x +y + 2+ 6)

leverosim, ka ta ka 2(z? + y? + 22 — 2y — yz — zz) = 2yz, tad skaitlis zyz dalas ar 2, kas nozime, ka
skaitlis *5* ir vesels. Tada gadijuma
202 + 92 + 2% = ayz(z +y + 2 + 6)
rYz
Py’ + 2= %-(a:+y+z+6)

Secinam, ka skaitlis 2® + ¢ + 2% dalas ar z + v + z + 6, kas ari bija japierada.

6.piemers. Realiem skaitliem z,y izpildas sakariba 23 + v + 32y = 1. Pieradit, ka z +y = 1
valx =y = —1.

Atrisinajums. Pielietosim skaisto identitati prieks a = x,b =y, ¢ = —1. No uzdevuma nosacijumiem
izriet, ka

2+ P+ 3y =1
2+ —1432y=0
A+ +c —3abc=0
(a+b+e)(a®>+ b+ —ab—bc—ca) =0
(z+y—D)@+y’+1l—z—y—ay) =0



Secinam, ka x +y — 1 = 0, kas nozime, x + y = 1 vai

P24y +l—c—y—ay=0
20% + 22 +2 — 20 — 2y — 2xy = 0
(2% =22y +9*) + (2" =20+ 1) + (4" — 2y +1) =0
(@—y+@-17+(y-1)*=0

Ta ka reala skaitla kvadrats ir nenegativs, tad ja tris kvadratu summa ir vienada ar 0, tad katram no
tiem ir jabtuit vienadam ar 0. Tas nozime, ka x —y=0,xr —1=0uny—1=0jebz =y = —1.

7.piemers. Doti no nulles atskirigi skaitli a, b, ¢ ar Tpasibu, ka

b c 1 1 1 ?
1 1+—)|l+—=)=|-4+-+--1
(+bc><+ca)(+ab) <a+b+c )

Atrast visas iespejamas skaitla a + b + ¢ vertibas.

Atrisinajums. Atversim iekavas abas dotas sakaribas puses. Labas puses izteiksme klust par

1 1 1 2 1 1 1\2 1 1 1
-4 -—1) =(-F+=-F=) 2[4+ )+1=
a b ¢ a b ¢ a b ¢
1 1 1 2 2 2 2 2 2
=St Et sttt - +1

Savukart, kreisas puses izteiksme klust par

(i) (42 () -

b c ab be ca abe
_4+C+—+—+ t—t—+ =

b ab  abc®  bea®  ach*  (abe)?
— 14— +b +- +1+1+1
B be ab b2 abc

Noisinot kopigos saskaitamos abas puses, iegtistam, ka

a b ¢ 1 2 2 2 2 2 2

bc+ +ab+abc ab+%+a a b ¢
a +b2+c +1 2(a+b+c)—2(ab+ bc+ ca)
abc a abc
>+ b+ +1=2(a+b+c)—2(ab+ bc+ ca)
a® +b* +c® +2ab+ 2bc +2ca — 2(a+b+c) +1=0
(a+b+e)P—2@a+b+e)+1=0
(a+b+ec—12=0
a+b+c=1

Secinam, ka vieniga iespéjama skaitla a + b + ¢ vertiba ir 1.

8.piemers. Doti reali skaitli a, b, ¢ ar Tpasibu, ka abc = 1. Atrast visas iespejamas izteiksmes

a+1 b+1 c+1
ab+a+1 bec+b+1 ca+tc+1

vertibas.




Atrisinajums. Parveidosim doto izteiksmi

atl b+l e+l
ab+a+1 be+b+1 cat+ec+1
B ac + ¢ n b+1 n c+1
abc+ac+c be+b+1 ca+c+1
ac+c b+1 c+1
— + + =
ca+c+1 bec+b+1 ca+c+1
_ac+2c+1 ab+a

+ e
ca+c+1 abc+ab+a
ac+2c+1 ab+a
4 =
ca+c+1  ab+a+1
ac—|—20—|—1+ abc+ac
ca+c+1 abc+ac+c
ac+2c+1 1+ac
+ =
ca+c+1 ca+c+1
Mes darijam sekojosu lietu — mes reizinajam vienas dalas sauceju un skaititaju, piemeram, ar ¢ un
talak aizstajam abc ar 1, lai divam dalam veidotos kopigs saucejs un mes varetu vinas savilkt uz vienas
dalsvitras.

9.piemers Doti dazadi nu nulles atskirigi skaitli a, b, c ar ipasibu, ka a + b + ¢ = 0. Atrast

izteiksmes
b—c+c—a+a—b a i b i @
a b € b—c c¢c—a a-—2»>

Izteiksim mainigo ¢, izmantojot mainigos a, b. Ieverosim, ka ¢ = —a — b, kas nozime, ka

b—rc c—a+a—b_
b c
b+a+b —a—-b—a a—>b
= - -
a b —a—>

ab a+b
_ 2(a+0b)?*0b—a) ab(b—a)
~ abla+b) ab(a + b)
(2a* + 5ab + 2b%)(b — a)
ab(a + b)

a+b+c_
b—c c¢c—a a—b)

_a b a+b

T 2%+a 2a+b a—0b

_2a*4ab—20*—ab a+b

T 2a+b)2b+a)  a—b

_ 2(a—-0b)(a+b) a+b

T 202+ 5ab+202 a—b

2(a —b)*(a+b) — (a+b)(2a* 4+ 5ab+ %)
(2a% + 5ab + 2b%)(a — b)
—9ab(a + b)

(2a% + 5ab + b2)(a — b)

Lidzigi arT varam iegit, ka




Secinam, ka

b—c+c—a+a—b ¢ b c ~ (2a® + 5ab 4 2b%)(b — a) —9ab(a + b) _g
B ab(a + b) (2a% + 5ab + b2)(a — b)

a b c b—c ¢c—a a—2»b

10.piemers. Doti reali skaitli a, b, ¢ ar Tpasibu, ka (a + b+ ¢)? = a® + b? + . Pieradit, ka

a? b2 c? _
¢ a?+4-2bc + b2+2ca + c24-2ab 1

be ca ab _
¢ a?+4-2bc + b2+2ca + c24-2ab 1

Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

(a+b+c)? =a>+b*+
a’® + b? + & + 2ab + 2bc + 2ca = a® + b? + &2
ab+bc+ca=0

Lidz ar to varam secinam, ka

a? a? a? a?

a2+2bc:a2+2bc—(ab—l—bc+ca) a2 +bc—ab—ac (a—b)(a—-c)

Veicot lidzigus parveidojumus ar paréjiem saskaitamajiem, iegtistam, ka

a? b? c?
a2—|—2bc+ b2—|—20a+ c? + 2ab -
B 02 . b2 . 2 B
C(a=b)la—c) (b—a)b—c) (c—a)lc—b)

—a*(b—c) —b*(c—a) — c*(a—b)

(a—=0b)(b—c)(c—a)
_ —abla—0b) —bc(b—c) —calc—a)
(a—0b)(b—c)(c—a)
@ hb-de—a)_
(a—0b)(b—c)(c—a)

Lai pieraditu otru sakaribu ieverosim, ka

be be ve be

a2+21)c:a2+2bc—(ab+bc+ca) Ca?+bc—ab—ac (a—b)(a—-c)

Veicot lidzigus parveidojumus ar parejiem saskaitamajiem, iegtistam, ka

be ca ab

a2—|—2bc+ b2—|—20a+ c? + 2ab -
B be n ca n ab B
N (a—b)la—c) (b—a)b—c) (c—a)(c—0) N

_ —be(b —¢) — ca(c — a) — ab(a — b) _
(a—=0b)(b—c)(c—a)
_e=Bb-de—a)

(a—0b)(b—c)(c—a)

Esam pieradijusi abas sakaribas.



3 Vienadojumu sistemas

Saja sekcija aplukosim dazadus veidus ka risinat vienadojumu sistemas, kas paradas olimpiazu uzde-
vumus. Kad sastopamies ar sada veida uzdevumiem, ir verts darit sekojosas lietas:

e Saskaitit/sareizinat visus sistémas vienadojumus kopa — parasti loti daudz loceklu, izteiksmju
saisinasies pec ta, kas laus mums iegut ertu izteiksmi, ar kuru stradat talak;

e atnemt sava starpa divus sistemas vienadojumus — parasti tas tiek darits ar merki noisinat kopigos
loceklus un iegtt jaunu izteiksmi, no kuras var kaut ko secinat;

e aplukot lielako vai mazako no sistémas mainigajiem un veikt dazadus novertéjumus uz citiem
sistémas mainigajiem. Tas mums laus iegiut dazadus ierobezojumus uz sistémas mainigajiem,
kas parasti visticamak ar kadu vienadojumu, ko var iegiit no sistemas, laus mums viennozimigi
noteikt mainigo vertibas;

e veikt dazadus novertejumus, nevienadibas, pieméram, sakaribu starp videjo aritmetisko un geometrisko,
ja sistemas mainigie ir pozitivi skaitli. Lasitajs, kas nav pazistams ar sakaribu starp vidéjo ar-
itmetisko un geometrisko, var iepazities ar to pagajusa gada NNV 3. materiala.

Aplukosim dazadus piemerus, kuros lietosim pieminetas idejas.

3.1 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers Doti reali skaitli a,b,c ar 1pasibu, ka a®> +b = ¢%,b®> + ¢ = a?,¢®> + a = b, Atrast
visas iespejamas skaitla abc vertibas.

Atrisinajums. Saskaitot visus tris vienadojumus kopa, iegtsim, ka:
A+b+b+ce+Pta=+a’+V = a+b+c=0

No &t vienadojuma varam erti izteikt ¢, tas ir, c = —(a+0b). Ievietosim to otraja sistemas vienadojuma:

b2 + ¢ = a?

v’ —a—b=a’
(b—a)(b+a)—(a+b)=0
(a+0)(b—a—-1)=0

Jaa+b=0, tad, ta kda a + b+ ¢ = 0, secinam, ka ¢ = 0, kas nozime, ka abc = 0.

Lidz ar to varam apskatit gadijjumu, kad b —a —1 =0 = b = a + 1. Izteiksim ¢ ka funkciju
noa,tasir,a+b+c=a+a+14+c=0 = c¢= —2a — 1. levietosim So visu pirmaja vienadojuma,
lai iegtitu, ka:

a’+b=c?
a>+a+1=(-2a—1)>
a+a+1=4a>+4a+1
a(a+1)=0

Ja a =0, tad abc = 0. Preteja gadijuma a+ 1 = 0 = b, kas nozime, ka abc = 0, tatad vieniga iespejama
abc vertiba ir 0.



2.piemers Atrast visus skaitlu trijniekus (x,y,z), kuri apmierina sekojosu vienadojumu
sistemu:

3=z _ 2
Yy zZ
3z _ 22
Tz T
B =Y _ 2z
z y

Atrisinajums. Pareizinasim pirma vienadojuma abas puses ar yz, otra vienadojuma abas puses ar
zx, tresa vienadojuma abas puses xy, lai iegutu:

Yz = 22 — 2?

xylz = 2% — 222

xyzd = y? — 222
Saskaitot Sos tris vienadojumus kopa, iegtisim, ka:

yz +ayPr + oy = 22— 27 + 2 — 227 4 ¢ — 222
zyz(x? +y? + 2%) = —(2* +y* + 27)
(2® +y* + ) (ayz + 1) =0

Jaa?+1y?+22=0,tad x = y = 2z = 0, jo realu skaitlu kvadrati ir nenegativi lielumi. Tac¢u §is gadijums
nav iespejams, jo uzdevuma dotajas izteiksmes nav pielaujamas mainigo nulles vertibas. Lidz ar to
aplukosim gadijumu, kad xyz +1 =0 = xyz = —1. Sistema tada gadijuma erti parrakstas sadi:

S S Y

= g? 2,2

e R Y

Parnesot saskaitamos uz otru pusi, varam iegiut, ka:

2% = 22 + g2
9222 = 22 4 2
2% = y? + 22

Atnemot no pirma vienadojuma otro vienadojumu, iegtisim, ka:

22 — 222 =2 — ) = 3P =32 = ¢ =7P

Atnemot no otra vienadojuma treso vienadojumu, iegiisim, ka 322 = 322, Secinam, ka 22 = y? = 22
leverosim, ka:

ryr=—1 = 2%y =1 = 2%22%2’ =1 — 2°=1 —= o =41

Lidz ar to arT1 y = z = +1. Mums atliek parbaudit visas iespejamas kombinacijas ar +1, kas apmierina
uzdevuma doto sistemu. Visi trijnieki, kas der, ir (—1,—-1,—1), (1,1,—1), (1,—1,1) un (=1,1,1).

3.piemeérs Atrast visus realu skaitlu trijniekus (a, b, ¢), kuri apmierina sistemu:
a3 + b’c = ac
b3 + c%a = ba
A3 +a%b=ch




Atrisinajums. Reizinot pirmo vienadojumu ar b, otro vienadojumu ar ¢, treso vienadojumu ar b,
iegtisim, ka sistema ir ekvivalenta ar:

abe = a®b + b2c = b3e + Aa = Aa + a’b.

Tas nozime, ka:

a’b = a
e = a’b
e = ca.

Lidz ar to a®b = b3c = c3a. Apliikosim, kas notiek, ja kads no skaitliem a,b,c ir 0. Nezaudéjot
visparigumu, piepemsim, ka @ = 0. Tada gadijuma b*c = 0, kas lauj mums secinat, ka b = 0 vai ¢ = 0.
Pienemsim, ka b = 0, tad no sakotnejas sistemas tresa vienadojuma izriet, ka ¢ = 0. Lidzigi ar1 citos
gadijumus varam iegut, ka a = b =c = 0.

Tagad varam apliukot, kas notiek, ja neviens no skaitliem a, b, ¢ nav 0. Aplukosim velreiz sistemu:

a’b = Aa
e = a’b
e = ca.

Pirma vienadojuma abas puses izdalot ar a, otra vienadojuma abas puses izdalot ar b, tresa vienadojuma
abas puses izdalot ar ¢, iegtisim, ka:

a’b = ¢
b’c = a®
ca=10.

Miisu sakotneja sistéma parversas par (ievietojot jaunieguitas izteiksmes prieks a?b, b%c, c?a):

No Sejienes izriet, ka ¢ = 2a* = 2(20?)?

Tatad vienigas atbildes ir (0,0,0) un (3,
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Nakamie piemeri paradis, ka var veikt dazadus novertejumus, izmantojot maksimalo, minimalo
elementu un sakaribu starp videjo aritmetisko un geometrisko, lai atrisinatu uzdevumus.

4.piemers Atrast visus realo skaitlu trijniekus (a, b, ¢), kuri apmierina sistému

(b+ ¢+ d)210 = 3q
(a+c+d)*% =3b
(a4 b+ d)®0 = 3¢
(a+b+ )0 =3d

Atrisinajums Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka a ir lielakais no visiem nezinamajiem, jeb
a>b,a>c, a>d Turklat mums ir a,b,c,d > 0, jo skaitla 2010-ta pakape ir nenegativs skaitlis.
No 1. un 2. vienadojuma ieguistam, ka

(b+c+d)*° =3a>3b=(a+c+d)>*°
(b—l—C+d>2010 > (a+c+d)2010

Ta ka gan b+ ¢ + d, gan a + ¢ + d ir nenegativi, tad secinam, ka
b+c+d>a+c+d = b>a

Lidzigi no 1. un 3., 1. un 4. vienadojuma iegustam, ka ¢ > a un d > a. Tacu péc miusu pienémuma
mums ir a > b, a > ¢, a > d,tad secinam, ka a = b = ¢ = d. levietojot So 1. vienadojuma, mums ir

(30)*"° = 3a
(3a>2009 =1

Lidz ar to vienigais sistémas atrisinajums ir (3, 3, 3, 3).

5.piemers Atrast visus realu skaitlu trijniekus (z,y, z), kuri apmierina vienadojumu sistemu:

x3 4+ 4z = by
Y3+ 4y =52
o A dle = B

Atrisinajums. Veiksim 2 biutiskus noverojumus:

e Jax =0, tad y = 2 = 0. Savukart, ja z > 0, tad no pirma vienadojuma izriet, ka y > 0, bet
no otra vienadojuma, ka z > 0, bet, ja x < 0, tad no pirma vienadojuma izriet, ka y < 0, bet no
otra vienadojuma, ka z < 0.

e Ja skaitlu trijnieks (x,y,z) ir sistemas atrisinajums, tad skaitlu trijnieks (—z, —y, —z) a1 ir
sistemas atrisinajums.
Lidz ar to varam pienemt, ka x,y, 2 > 0. Ja saskaita visus sistemas vienadojumus kopa, iegiisim, ka:
23+ P 4+ 2% + 4o + 4y + 42 = 5x + by + 52
B+l —r—y—2=0
zz—Dz+D)4+yly—1)y+1)+2(z—-1)(z+1)=0

Ieverosim, ka:

11



e Jax>1 tadby=2a%+4r >1+4=5 = y > 1. Lidzigi varam iegt, ka z > 1. Tacu tada
gadijuma:
z(x—1(x+1)+yly—D(y+1) +2(z-1)(z+1) >0,
kas ir pretruna.
e Ja0<az <l tadby=2a%+4r<1+4=5 = y < 1. Lidzigi varam iegiit, ka z < 1. Tacu
tada gadijuma:
zz—D+D)4+yly—D)y+1)+z2(z-1)(z+1) <0,
kas ir pretruna.

Secinam, ka vienigais atrisinajums pozitivos realos skaitlos ir (1,1,1). Atceroties ieprieks iegutos
rezultatus, secinam, ka (—1, —1,—1) arl ir sisteémas atrisinajums. Papildus tam der ar1 (0,0, 0).

6.piemers Atrast visus realu skaitlu trijniekus (z,y, z), kuri apmierina vienadojumu sistemu:

422
42241
43,/2
4y?+1

422 _
42241

l.atrisinajums. Atzimesim, ka viegli redzet, ja kads no skaitliem ir 0, tad arT atlikusie skaitli ir 0.
Piedevam ta ka vienadojumu kreisas puses ir nenegativas, tad varam pienemt, ka visi skaitli ir pozitivi.
Ieverosim, ka no sakaribas starp videjo aritmetisko un geometrisko izriet, ka:

422 +1 > 2V422 - 1 = 4z

Tas nozime, ka:
1 1 42 < 4

—<_:> — I
172 +1 = 4z Y= 02 1= 1

Analogiski varam secinat, ka z < y un z < z. Lidz ar to esam ieguvusi, ka:

r<z{y<zr = r=y ==z

Tada gadijuma mums ir jaatrisina vienadojums:

472 B
4x2—|—1—I
dr = 42% + 1
(22 —-1)2=0

1

Y73

Varam secinat, ka der atrisinajumi (%, %, %) un (0,0,0).

2.atrisinajums leverosim, ka, ja kads no skaitliem z,y, z ir vienads ar 0, tad * = y = z = 0. Lidz ar
to pienemsim, ka x,y, z # 0. Parrakstisim doto sistemu sadi:

_ o 4x41 1
= =@t

1
Y dz?

1_ 4Pl _ 1

z 4%/2 _4y2+1
1 42241 _ 1

x 422 _4z2+1

12



Saskaitot Sos tris vienadojumus kopa, iegisim, ka:
1 1 1 1 1 1
———+1 ———+1 — ——+1)=0
(41’2 x+)+(4y2 y+)+(422 Z+>
1 A A ?
——1 ——1 ——1) =0.
GG )

Ta ka reala skaitla kvadrats ir nenegativs, tad secinam, ka x =y = 2 = %

7.piemers Atrisinat realos skaitlos sistemu

Atrisinajums. Vispirms veiksim 2 butiskus noverojumus:

e Skaitliem x,y, z ir vienadas zimes, jo, ja més pienemam pretejo, ka diviem no skaitliem, teiksim
x un y, ir dazadas zimes, tad xy < 0 un skaitlis \/zy vairs nav definets. Lidz ar to skaitli z,y, 2
ir val nu visi pozitivi, vai nu visi negativi.

e Ja (xo, 0, 20) ir sistémas atrisinajums, tad (—zg, —yo, —z0) arl ir sistémas atrisinajums.

Tas nozime, ka mums pietiek atrast pozitivos realos atrisinajumus. Ieverosim, ka no sakaribas starp
videjo aritmetisko un goemetrisko izriet, ka:

y+z Yz <

1
A/ <— : = f—
v== 2 v y+z 2

Lidz ar to esam ieguvusi, ka x < % Analogiski varam iegtt, ka y < %, z < % Sareizinasim kopa visus
tr1s sistemas vienadojumus, lai iegttu, ka:

N
(@ +y)(y + 2)(z + )
TYz

(z+y)(y+2)(z+2)
(@+y)y+2)(z+z)=1

Yz =

Yz =

Tacu mes zinam, ka:

1 1
$+y§§+§:1

Lidzigi arty + 2 < 1 un z + x < 1. Tas nozime, ka tada gadijuma:
(+y)y+2)(z+2)<1-1-1=1

Tacu mes esam ieguvusi, ka (x+vy)(y+ 2)(z +2) = 1. Vienadibu var acimredzami sasniegt tad un tikai
tad, jar=y=2= % No ieprieks iegiita secinam, ka otrs atrisinajums ir x =y = 2z = —%.

8.piemers Atrisinat realos skaitlos sistemu

2 =2
y—l—%z?z
Z+2— x




Atrisinajums. Vispirms veiksim 2 bitiskus noverojumus:

e Ja x > 0, tad no pirma vienadojuma izriet, ka y > 0, kas savukart, izmantojot otro vienadojumu,
lauj mums secinat, ka z > 0. Analogiski, ja x < 0, tad varam iegut, ka y < 0 un z < 0.

e Ja (xo, %0, 20) ir sistémas atrisinajums, tad (—zg, —yo, —z0) arl ir sistémas atrisinajums.
Tas nozime, ka mums pietiek atrast pozitivos realos atrisinajumus. Saskaitot visus tris vienadojumus
kopa, iegtisim, ka:
2 2 2
T+—+y+t-—+z+-=2y+22+2
x Y z

2 2 2
—+t-+-=x+y+=z
rT Yy oz

No sakaribas starp videjo aritmétisko un goemetrisko savukart izriet, ka:

2 [ 2
=2+ —-2>2 - = =2V2
x x

Secinam, ka 2y > 2v/2 = y > /2. Analogiski varam iegiit, ka x > v/2 un z > /2. Tada gadijuma:
rT+y+z> 3v2

No otras puses, ieverosim, ka:

2
r>V2 = - < — S <WV2
X

SHE

Sl -

Lidz ar to varam secinat, ka:

2 2 2
S+ SV2HV24V2<3V2

Y
Esam ieguvusi, ka:

2 2 2
WV2<a4y+z=-+-4+2<3V2
r Yy =z

Secinam, ka tada gadijuma:

2 2 2
3\/§=;+—+—=$+y+2

y oz
Ta ka z > \/5, y > \/5, z > \/5, tad vienadiba var izpildities tikai tad, jaz =y = 2z = V2. No ieprieks
iegtita secinam, ka atrisinajums ir art o = y = 2 = —v/2.

9.piemers Atrisinat vienadojumu sistemu realos skaitlos:

?+zr—1=y
v+y—1==z
Ay — =g

Atrisinajums. Saskaitot Sos tris vienadojumus kopa, iegiisim, ka:

e -1+ —y+1+224+z2—-1=y+z+z
?+yt4+22=3
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Parveidosim katru sistémas vienadojumu:

z(zr+1)=y+1
yly+1)=2+1
2(z+1)=x+1

Sareizinot Sos tris vienadojumus kopa, iegusim, ka:

zz+ Dyly+1)z(z+1)=w+1)(z+1)(z+1)
ryz =1

Mes abas vienadojuma puses izdalijam ar (x + 1)(y + 1)(z + 1). To drikst darit tad un tikai tad, ja
(x+1)(y+1)(z+1) # 0. Tapec mums ir jaapskata gadijums (z+1)(y+1)(2+1) = 0. Tada gadijuma
kads no skaitliem z+1,y+1, z+ 1 ir 0. Nezaudejot visparigumu pienemsim, kaz+1=0 — xr = —1.
Tada gadijuma no pirma vienadojuma izriet, ka y = —1 un no otra vienadojuma izriet, ka z = —1.
Lidz ar to esam ieguvusi atrisinajumu (—1, —1,—1).

Gadijums (x +1)(y+1)(z 4+ 1) = 0 ir apskatits, tapec varam pienemt, ka (z+1)(y +1)(z + 1) # 0, kas
nozime, ka xyz = 1. Atcerésimies, ka:
Yy +22=3
No sakaribas starp videjo aritmetisko un geometrisko izriet, ka:
Py >3y 22 =3
Tac¢u meés velejamies tadus skaitlus, ka 22 + y? + 22 = 3. Lidz ar to mums ir sakariba starp videjo
aritmetisko un geometrisko, kura izpildas vienadiba, tatad:

2 y 2:1

No &1 varam iegut vel vienu atrisinajumu (1,1,1).

~

10.piemers Zinams, ka pozitiviem realiem skaitliem a, b, ¢, d izpildas:

2,1 _ 1
a”+ 3 =3

¥+ 5=38
02+%=
d*+ 5 =32

Noteikt visas iespejamas skaitla abcd vertibas.

Atrisinajums. Sareizinot sistemas vienadojumus kopa, iegtisim, ka:

(e D) D D))=y s 2 mom

No sakaribas starp videjo aritmetisko un geometrisko izriet, ka:

1 a? a

4 4b2 b

c c c
+16>2/1662 c
A+ = — = 8=
d2 — d? d

4 42 d
d2+—>2 — =4-
a a
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Lidz ar to secinam, ka
1 4 16 4 a b ¢ d
)4 S) (@ 5) () 225408540 =0
<a+b2>< +02 C+d2 +a2 — b ¢ 8d a 50

Tacu mums ir jasasniedz vienadiba, lidz ar to visas reizes, kad tika pielietota sakariba starp videjo
aritmetisko un geometrisko, mums jabut vienadiem saskaitamiem, tatad:

ot a=

2 b

4 2

b2 — —2 — b —_— -

c c

pl 16 1

@2 S d

4 2

d2 - —2 — d - -

a a
Sareizinot §1s jauniegutas sakaribas kopa, iegtisim, ka:
16 9

abed = — = (abed)” = 16 = abed = 4.
abed
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