1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Pieradit, ka
o skaitlis (bc — ad)(ac — bd)(ab — cd) ir vesela skaitla kvadrats, ja a,b,c,d ir veseli skaitli ar
1pasibu, kaa+b+c+d = 0.

o skaitlis a®+b?+c? ir vesela skaitla kvadrats, ka a, b, ¢ ir veseli skaitli ar 1pasibu, ja 1 +3+2 =
0.

e kadi divi no skaitliem a, b, ¢ ir vienadi sava starpa, ja a, b, ¢ ir reali skaitli, kuriem izpildas

va—b+vVb—c+ Jc—a=0.
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® s = TYz, jaT,y,zir reali skaitli ar 1pasibu, ka z +y +2 = - + Tz = 0.
Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka d = —a — b — c. Ieverosim, ka

bc —ad = be + ala+b+c) = a® + ab+ ac + be = (a + b)(a + ¢)
ac—bd=ac+bla+b+c)=b+bc+ba+ac=(b+a)(b+c)
ab—cd=ab+cla+b+c)=c*+ca+cb+ab= (c+a)(c+b)

Lidz ar to secinam, ka
(be — ad)(ac — bd)(ab — cd) = (a + b)*(b+ ¢)*(c + a)* = ((a +b)(b + c)(c + a))?

Ta ka a, b, ¢ ir veseli skaitli, tad ar1 skaitlis (a + b)(b+ ¢)(c+ a) ir vesels, lidz ar to prasitais pieraditais.

No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

1 1 1
S+ +==0
a b ¢

ab + be + ca

abe

Secinam, ka ab + bc 4+ ca = 0. Tada gadijuma
A+ b0+ =a’+ b+ +2(ab+be+ca) = (a+b+c)?

Ta ka a, b, c ir veseli skaitli, tad ar1 skaitlis @ + b + ¢ ir vesels, lidz ar to prasitais pieraditais.

Apzimesim va —b =z, vb— c =1y, </c — a = z. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka x +vy + 2 = 0.

Ieverosim, ka 23 =a — b, y> = b — ¢, 2> = ¢ — a un to, ka
PP+l =a—-b+b—ctc—a=0

No skaistas identitates izriet, ka

0=a41°+ 23 =32y2 =3 (a —b)(b—c)(c —a)

Secinam, ka (a — b)(b — ¢)(c — a) = 0, kas nozime, ka kaut kadi divi no skaitliem a, b, ¢ ir vienadi sava
starpa.

No dota izriet, ka 0 = % + -+ % = WHYEEET Yas nozime, ka oy + yz + zx = 0. Tada gadijuma

1
Yy TYZ

r+y+z2=0
2+ 4+ 22+ 20y 4+ 2yz 4+ 222 =0

?+y+22=0



Lidz ar to no skaistas identitates izriet, ka x® +y3+2° = 3xyz, ka art 25+¢°+ 25 = (22)% 4 (y?)* + (2%)® =
3x%y%22. Secinam, ka
af+ 90+ 20  3a?y?2?
w3 Fy3+ 23 3ayz

= TYz,

kas arl bija japierada. Skoleni, kas savos darbos uzrakstija, ka 22 + 3>+ 22 =0 = x =y =2 = 0,
kas nav iespejams, ieguva maksimalo punktu skaitu par so apaksuzdevumu.

2.uzdevums Atrast visus realos skaitlu trijniekus (a, b, ¢), kuri apmierina vienadojumu sistemu:

a’>+4ab+ 02 =1
b2 +4bc+ =1
2 +4dac+a® = -2

Atrisinajums. Saskaitot visus tris vienadojumus kopa, iegtistam, ka

2a° + 2b° + 2¢% + 4dab + 4bc 4+ 4ca = 0
a? +b* + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca = 0
(a+b+c¢)*=0
a+b+c=0

No pirma vienadojuma atnemot otro, ieguistam, ka

a® +4ab —4bc — ¢ =0
(a—c)la+c)+4bla—c)=0
(a—c)la+c+4b)=0
Aplukosim divus iespejamos gadijumus

e Jaa+c+4b =0, tad ta ka a + ¢ + b = 0, secinam, ka 3b = 0, kas nozime b = (. Sistemas
pirmais vienadojums kliist par a® = 1, sistemas otrais vienadojums kliist par ¢? = 1, savukart
treSais sistemas vienadojums klust par

A+ dac+a® = -2
4dac = —4

ac = —1
Lidz ar to iegustam, ka vienigie iespejamie sistemas atrisinajumi ir (1,0, —1) un (—1,0,1).

e Jaa—c=0,tad a = ¢, kas nozime, ka sistémas tresais vienadojums kliist par ¢ + 4ac + a* =
6a> = —2, kam nav atrisinajumu, jo reala skaitla kvadrats ir nenegativs.

Visi iespejamie gadijumi ir aplukoti.



3.uzdevums Doti no nulles atskirigi reali skaitli a, b, ¢ ar 1pasibu, ka a +b+ ¢ = 0. Pieradit, ka

a2+ v+ A+a® @ B S
+ === =
a+b b+c c+a bc  ca ab

Atrisinajums. Vispirms parveidosim pieradamas sakaribas kreiso pusi, izmantojot to, ka a+b = —c,
b+ c= —a, c+ a = —b sekojosi

a?+b b+ A+a
+ +

a+b b+ c c+a
a?+b P+ A+ad?
= + +

—c —a —b
_ —ab(a® + b%) — be(b? + %) — ca(c® + a?)
B abc

Savukart pieradamas sakaribas laba pusi var parveidot sekojosi

at b A B a* + vt + ¢t

bc  ca ab abe

Lidz ar to, ja mes pieradam, ka
at + b + ¢t = —ab(a® + b*) — be(b* + &%) — ca( + a?),
tad uzdevums bus atrisinats. leverosim, ka

a+b+c=0
a® 4+ b* 4+ + 2ab + 2bc + 2ca = 0
a® 4+ b* + 2 = —2(ab + be + ca)
a* 4+ b* 4+ ¢t + 20707 + 2022 + 2¢%a? = 4(a*V? + b2 + c*a?) + Sabe(a + b+ c)
a* 4+ b* 4 ¢ = 2a%b* + 20°A2 + 2c%a?
Lidz ar to secinam, ka
a* + b* 4+ ¢t = —ab(a® + b*) — be(b? + ) — ca(c? + a?)
2a%b” + +2b°* + 2c*a® = —ab(a® + b*) — be(b? + ¢*) — ca(c® + a?)
ab(a + b)? + be(b+ ¢)? + ca(c+a)* =0
abc® + bea® + cab® = 0
abc(a+b+¢) =0

Pedeja sakariba ir patiesa, jo a + b+ ¢ = 0 péc dota.



4.uzdevums Atrast visus realo skaitlu trijniekus (a, b, c) ar ipasibu, ka ab + bc + ca = 1 un

a’b+c = b*c+a=cta+b.

Atrisinajums. Vispirms aplukosim gadijumu, kad a, b, ¢ # 0. leverosim, ka

a’b+c=bc+a
a(ab—1) = c(b* — 1)

Ta ka ab+ bc+ ca =1, tad ab— 1 = —bc — ca = —c(a + b), lidz ar to secinam, ka

a(ab—1) = c(b* — 1)
—ac(a +b) = c(b* — 1)
—ala+b) =b*—1
—a® —ab=0b*—1

1=a%>+ab+ b

Analogiski varam iegtit, ka b? + bc + c® = 1 un ¢® + ca + a® = 1. Saskaitot visas t1Ts iegiitas vienadibas,
ieglistam, ka

2(a®> +b°+*) +ab+bc+ca=3

2(a®> + b +c*) =3 —ab—bc—ca
2@+ +c%) =2
A+ 4+t =1

Ieverosim, ka
(a—b2+(b—c)P+(c—a)*=2(a®>+b*+c*)—2(ab+bc+ca)=2—-2=0

Ta ka reala skaitlu kvadrats ir nenegativs, tad secinam, ka a = b = ¢. No dotas vienadibas izriet, ka
3a® =1, kas nozime, kaa = b = ¢ = V3 vaia=b=c= _\/Tg. Viegli parbaudit, ka Sie trijnieki patiesam

3
apmierina uzdevuma nosacijumus.

Tagad aplikosim gadijumu, kad kads no skaitliem a,b,c ir vienads ar 0. Nezaudejot visparigumu,
pienemsim, ka a = 0. Tada gadijuma no pirma un otra vienadojuma izriet, ka ¢ = b*c = b, kas nozime,
kab=rc Takaab+bc+ca=0=1,tadb=c=1vaib=c= —1. Viegli parbaudit, ka iegiitie tri-
jnieki patiesam apmierina uzdevuma nosacijumus. Lidz ar to skaitlu trijnieki, kas apmierina uzdevuma

nosacijums ir <\/L§’ 75 %g); (—\/%, — 5 —\/%), (0,1,1) un (0, —1,—1) un to cikliskas permutacijas.



2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Atrast izteiksmes

atll)lfgd é—i_%_'—%—’_é Vérthu,jaa+b:c+d=5.

° (%—i—%)(a—i-b—l) vertibu, ja a + b = a? + b2

%"’"ZE vertibu, jaab+a+b=2un ac+a+c=38.

Atrisinajums. Ieverosim, ka

abcd (1 1
ab + cd ( ¢ E)

_abed (a+ b +d
~ab+cd ( ab )

_abcd )
~ab+cd <_ _d>

B abed  (5(ab + cd)
ab+cd abed

(%Jr%)(a%—b—l):

— (a;b>(a+b—1):

(a+b)?* a+d
ab ab
a’?+2ab+b* a+b

ab ab
a2+b2+2_a+b
ab ab
a+b a+b_2

9 _
ab + ab

Ieverosim, ka

leverosim, ka, ja ab+ a+b =2 un bc + b + ¢ = 8. Tas nozime, ka (a +1)(b+ 1) =ab+a+b+1=3
un (b+ 1)(c+1) =bc+ b+ c+1=9. Izdalot abas, iegutas sakaribas sava starpa iegustam, ka

(a+1)(b+1) b+1 1
(a+1)(c+1) ec+1 3

No ta izriet, ka gﬂ 3, kas nozime, ka

b+1+c—|—1 1 1
c+1 b+1 3




2.uzdevums Pa pariem atskirigiem realiem skaitliem a, b, ¢ izpildas a® — 3a = b® — 3b = 3 — 3c.
Atrast visas iespejamas skaitlu a® + ab+b?, a + b+ c un a® + b + ¢? vertibas un pamatot, ka citu
nav.

Atrisinajums. leverosim, ka no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

a®—3a="0"—3b
a® — b =3(a—b)
(a —b)(a* + ab+b*) = 3(a — b)
(a—b)(a®+ab+b*—3) =0
Ta ka skaitli a,b, c ir pa pariem dazadi, tad secinam, a — b # 0, Iidz ar to a® + ab + b* — 3 = 0, kas
nozime, ka a? + ab + b? = 3. Lidzigi varam iegiit, ka b? + bc + ¢ = 3 un ¢® + ca + a® = 3. Més varam
iegiitos rezultatus pierakstit ka sekojosu vienadojumu sistemu
a’+ab+b* =3
b +bc+c? =3
+ca+a®=3
No pirma sistemas vienadojuma atnemot otro vienadojumu, iegtistam, ka
a*+ab—bc—c*=0
(a—c)la+c)+bla—c)=0
(a—c)la+b+c)=0
Ta ka skaitli a, b, ¢ ir pa pariem dazadi, tad secinam, ka a — ¢ # 0, kas nozime, ka a + b+ ¢ = 0.
Saskaitot visus tris sistemas vienadojumus, iegustam, ka
2(a® + b° + ) + (ab+ bc+ ca) =9
Taka a+ b+ c =0, tad varam iegut, ka
a+b+c=0
a? +b* +c +2(ab + be + ca) =0
2(ab + be + ca) = —(a® + b* + ¢?)
2242
(ab+ bc + ca) = —%

Lidz ar to iegiistam, ka
2(a* + b* + ¢*) + (ab+ be + ca) = 9
%ﬁ+#+&—%@+#+8ﬁﬂ
a9
a>+ b4+ =6

Visas iespejamas prasito izteiksmes vertibas ir atrastas. Tas ir arf sasniedzamas, ja, pieméram, a = v/3,
b= —+/3,c=0, tas ir, pie $adam a, b, ¢ vertibam izpildas uzdevuma nosacijumi un izteiksmes a?+ab+b?,
a+b+cun a® + b? + ¢? ir vienadas ar iegiitajam vertibam.



3.uzdevums Realiem skaitliem a un b izpildas sakariba

ab+vVab+1+ Va2 +bvVa+b? =0.
Atrast visas iespejamas izteiksmes

bva2+b+avb®+a

vertibas.

Atrisinajums. Parrakstisim doto izteiksmi sekojosi

ab++Vab+1+ Va2 +bvVa+b2 =0
ab+Va2+b- Vb2 +a=—Vab+1
(ab+ Va2 +b-Vb2+a)> =ab+ 1
a?b? + 2abVa? + bV +a+ (a> + b)(1* 4+ a) = ab + 1
a® + ab + 2a°0* + b® + 2abVa? + bVa + b2 = ab + 1
a*(* + a) + +2abVa? + bV + a + b*(a® +b) = 1
(aVb2 +a+bvVa2 +b)? =1
avVb? +a+bva2+b=+1

Mes pieradisim, ka izteiksme nevar pienemt vertibu —1. Ieverosim, ka ta ka skaitla sakne ir nenegativa
un ab + vab + 1+ va? + bva + b2 = 0, tad ab < 0. Nezaudgjot visparigumu, pienemsim, ka skaitlis b
ir negativs, tada gadijuma a > 0 > b, kas nozime, ka a® > b®. Secinam, ka

a® > b
a® + a®b? > b + a’b?
a*(a+b%) > b*(b+ a?)
/T al > W T
avb? +a+bvVa2+b >0,

kas nozime, ka apliikota izteiksme var pienemt tikai pozitivas vertibas. Secinam, ka vieniga iespejama

izteiksmes vertiba ir bva2 + b+ avb? +a ir 1.



4.uzdevums Dots naturals skaitlis n > 4. Atrast visus pozitivos realo skaitlu atrisinajumus
sekojosai 2n vienadojumu sistemai
1 1
a = —+—, az = a + as,
Q2n G2
1 1
ag = — + —, a4 = agz + as,
Az Q4
1 1
CL5:—+—, CL6:CL5+CL7
a4 Qg
1 1
Aon—1 = +—, Agp = Q2p—1 + A1
Q2n—2  A2p

Atrisinajums. Sakuma pieradisim, ka as = a4 = ... = ag,. leverosim, ka

1 1 1 1 1 2 1
+—+—+ = +— +
A2k—2 A2k A2k A2k+4-2 A2k—2 A2k A2k+2

Qo = Qgk—1 + Qopy1 =

visiem 1 < k < n. Ar m un M apzimesim attiecigi lielako un mazako starp skaitliem as, ay, ..., as,.
Pienemsim, ka a; = m un a; = M. Tada gadijuma

m a9;—2 a2i+2_m M M m M
a-:M:£+ ! + L <3+l+l:3+3
I M A25—2 a2j+2_M m m M m

kur mes izmantojam to, ka ag;—o < M, agiy0 < M un agj_o > m, aszjr2 > m. Secinam, ka

2 2
M< —+—<m<M
Sy tTLSms
Secinam, ka M = m, kas nozime, ka lielakais un mazakais skaitlis starp skaitliem as, ..., as, ir vienadi
sava starpa. Tada gadijuma as = a4 = ... = ag, = ¢, kur c ir konstante. Ieverosim, ka
1 1 2
(k-1 = +t—=-

A2k—2 A2k c

visiem 1 < k < n. Lidz ar to
C = Qgp = Agk—1 + Qok11 =2 = c=2

jo visi skaitli ay,as,...as, ir pozitivi pec uzdevuma nosacijumiem. Lidz ar to vienigais iespejamais
atrisinajums ir a; = 2, ja ¢ ir para un a; = 1, ja ¢ ir nepara.



