1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Vai eksiste injektiva funkcija f : R — R ar 1pasibu, ka visiem realiem skaitliem x
izpildas
f@?) = f(z)* =

Atrisinajums. Dotaja sakariba ievietojot x = 0, iegtisim, ka

Ta ka jebkura reala skaitla kvadrats ir nenegativs, tad f(0) — % = 0jeb f(0) =
ievietojot x = 1, iegtisim, ka

1 . .
5. Tagad analogiski

Esam ieguvusi, ka f(0) = 3 = f(1), kas ir pretruna ar to, ka funkcija f ir injektiva, Iidz ar to neeksiste
funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacijumus.



2.uzdevums Atrast visas funkcijas f : Z — Z ar 1paSibu, ka visiem veseliem skaitliem m,n
izpildas
fm?) + f(mf(n)) = f(m +n)f(m).

Atrisinajums. Ar P(m,n) apzimesim doto funkcionalvienadojumu.

No P(0,0) izriet, ka 2f(0) = f(0)?, kas nozime, ka f(0) € {0,2}. Ja f(0) = 2, tad no P(0,n)
seko, ka
=2f(n) = f(n) =2

visiem veseliem skaitliem n. Viegli parliecinaties, ka §1 funkcija patieSam apmierina uzdevuma nosacijumus.

Tagad apskatisim gadijjumu, kad f(0) = 0. leverosim, ka no P(n,0) un P(—n,0) izriet, ka

No P(1,0) seko, ka f(1) = f(1)?, kas nozime, ka f(1) € {0,1}. Apskatisim divus gadijumus

e Ja f(1) = 0, tad ieverosim, ka, ja f(k) = 0 kadam veselam skaitlim & < 0, tad no P(k — 1,1)
izriet, ka
flk=1) = f((k=1)") = f(k)f(k=1) =0 = f(k—1)=0
No matematiskas indukcijas principa izriet, ka f(n) = 0 visiem n < 0. Taka f(n)?> = f(—n)? =0,
tad secinam, ka f(n) = 0 visiem n > 0. Lidz ar to f(n) = 0 visiem veseliem skaitliem n. Viegli
parliecinaties, ka §1 funkcija patiesam apmierina uzdevuma nosacijumus.

e Ja f(1) =1, tad pienemsim, ka f(k) = k kadam veselam k > 0. Tad no P(k, 1) izriet, ka

f(&?) + f(k) = f(k)f(k+1)
f(R)? + f(k) = f(k)f(k+ 1)
K+ k=kf(k+1)
flk+1)=k+1

No matematiskas indukcijas principa izriet, ka f(n) = n visiem n > 0. Ta ka f(n?) = f(n)? =
f(—n)?, tad secinam, ka f(—n) € {—n,n}. Ja f(n) = —n kaut kadam n < 0, tad no P(—n,n)

izriet, ka

f®) + f(=nf(n)) = f(=n+mn)f(-n) =0
n?+ f(n*) =0
n?+n?=0
Secinam, ka n = 0, kas nav iespejams. Lidz ar to f(n) = n visiem n < 0. Saliekot visu kopa,

secinam, ka f(n) = n visiem veseliem n. Viegli parliecinaties, ka 81 patiesam funkcija apmierina
uzdevuma nosacijumus.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : R — R ar 1pasibu, ka visiem realiem skaitliem z,y
izpildas:
(@) +y) = Lz + F(f(Y)].

Piezime. Ar |z| apzime lielako veselo skaitli, kas ir mazaks vai vienads ar z. Pieméram, |—m| =
—4un |2] =1(2,9] =2.

.

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalvienadojumu.
No P(0,0) izriet, ka f(f(0)) = | f(f(0))], kas nozime, ka f(f(0)) € Z. No P(x,0) izriet, ka
f(f (@) =Lz + f(f(0)] = [=] + f(f(0))
leverosim, ka P(x,y) tagad varam parrakstit sekojosi
fU@) +y) = lz+ f(fW)] = Lz + ly] + F(F0)] = =] + Ly] + £(£(0))

Pedeja sakariba ievietojot x = 0, ieglisim, ka

FUFO) +y) = Lyl + f(f(0))
Aizvietojot y ar y — f(0), ieglisim, ka

f) =Ly = f0)] + f(f(0))
Pedeja sakariba ievietojot y = 0, iegisim, ka

f(0) = |=f(0)] + f(f(0))
leverosim, ka |—f(0)| € Z un f(f(0)) € Z, tapec f(0) € Z. Secinam, ka tada gadijuma
fy) =Ly = fO)] + f(f(0)) = Ly) — £(0) + f((0))

Citiem vardiem sakot, esam ieguvusi, ka katram realam skaitlim z ir speka, ka f(x) = |z] + ¢, kur ¢ ir
vesela konstante. Viegli parbaudit, ka st funkcija patiesam der.



4.uzdevums. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram visiem realiem skaitliem z,y izpildas

f@® —y) + 2yf(z) = f(f(2) + f(y).

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalvienadojumu. Pielietosim mainigo noisinasanas

triku — izvelesimies tadu v, lai 22 —y =y jeb y = %2 Aplukosim tada gadijuma P(z, xz—z), no kurienes

iegustam, ka z2f(x) = f(f(z)). Savukart no P(z,z?), iegustam, ka

F0) + 227 f(2) = f(f(2)) + f(2?)

F(0) + 227 f(w) = 2® f(2) + f(2?)
F0) + 2% f(z) = f(2?)

Aizvietosim pedeja sakaritha x ar —z, lai iegtitu, ka

F(0) + 2% f (=) = f(2®) = f(0) + 2*f(2) = 2°f(x) = 2" f(~2)
Tas nozime, ka f(z) = f(—x) visiem x # 0. Aplukosim P(0,1)
F(=1) +2f(0) = f(f(0) + f(1)

+
F(1) +2f(0) = 0% - £(0) + f(1)
f(0)=0
Secinam, ka f(r) = f(—x) visiem realiem skaitliem z. Piedevam no sakaribas f(0) + z?f(z) = f(z?)

izriet, ka 2% f(x) = f(2*) = f(f(z))

Apgalvojums. Ja f(a) = f(b), tad a® = b2
Pieradijums. Piepemsim, ka kaut kadiem realiem skaitliem «a,b ir speka, ka f(a) = f(b). Tada
gadijuma no P(a,y) un P(b,y) izriet, ka

fla* —y) +2yf(a) = f(f(a) + f(v)

fFO* —y) +2yf(b) = f(f(b) + fly)

Ta ka f(a) = f(b), tad a1 f(f(a)) = f(f(b)). Secinam, ka
fla* —y) = f(* —y) = fly—a®)=fly—0")

Aizstajot y ar y+a? pedeja sakariba, iegusim, ka f(y) = f(y+a?—b?), lidz ar to funkcija f ir periodiska
ar periodu T' = a? — b?, tas ir, visiem realiem skaitliem z izpildas, ka f(z + T) = f(x). Aplikosim
P(x,y+T)

f@—y—=T)+2y+7)f(x)
J@® —y)+20y+ 1) f(x) = f(f(x) + fy)

Salidzinot pedejo sakaribu ar P(z,y), iegustam, ka

2y +T)f(z) = 2yf(x) = Tf(z) =0

Ja neeksiste tads reals skaitlis ¢, ka f(c) # 0, tad f(x) = 0 visiem realiem skaitliem, kas ir viens no
atrisinajumiem. Preteja gadijuma T'f(c) =0 = T = 0, kas nozime, ka T = a? — b*> = 0 jeb a* = b?,
kas ar1 bija japierada.
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leprieks ieguvam, ka f(f(z)) = f(2?). No apgalvojuma izriet, ka f(z)? = z* jeb katram realam
skaitlim z ir speka, ka f(x) = z? vai f(r) = —z?. Pienemsim, ka eksiste reali no nulles atskirigi skaitli
a,b ar pasibu, ka f(a) = a® un f(b) = —b?. Sakariba P(z,y) aizstasim y ar f(y)

f@® = fy) +2f W) f(x) = f(f (@) + f(f())

4



No simetrijas izriet, ka

f@ = f) =f" = f(2) = ("= ()" =" - f2)"

Pedeja sakariba ievietosim x = a un y = b

(a® = f(0))* = (0* — f(a))?
(a2 + b2)2 — (b2 - CL2)2
a* 4+ 2a’0* + b* = b* — 2a°0% + b*
4a°b* = 0
Tas nozime, ka a = 0 vai b = 0 — pretruna. Lidz ar to secinam, ka f(z) = z* visiem realiem skaitliem
vai f(x) = —z? visiem realiem skaitliem. Viegli parbaudit, ka abas §is funkcijas der.



2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Atrast visas funkcijas f : R — R, kura, visiem realiem skaitliem x,y izpildas

rf(y) +yf(z) < wzy.

Atrisinajumi. Ar P(z,y) apzimeésim doto funkcionalvienadojumu. Ieverosim, ka no P(1,0) izriet,
ka f(0) <0, tacu no P(—1,0) izriet, ka f(0) > 0, kas nozime, ka f(0) = 0. Tagad aplukosim P(z,x),
kur x ir pozitivs reals skaitlis

20f(z) < 2? = f(x) <

|8

Sareizinot pedeéjo nevienadibu ar y < 0, iegusim, ka yf(z) > Z visiem = > 0 un y < 0. Analogiski,
apskatot P(y,y) un sareizinot iegito nevienadibu ar z > 0, iegtsim, ka xf(y) > % visiem 2 > 0 un
y < 0. Izmantojot Sos rezultatus, no P(z,y), kur x > 0 un y < 0, secinam, ka

[\

ef(y) + % <afy) +yf() Sy

Ty
2f() + 2 <y
Ty ry
5 Sefly) <
Lidz ar to xf(y) = %, kas nozime, ka f(y) = § visiem y < 0. Analogiski varam secinat, ka
ry

5 Tyf(@) safly) +yflz) <y

7y +yf(r) <y
7‘” <yf(z) < ”3—2‘”
) 1‘

Lidz ar to yf(z) = %, kas nozime, ka f(z) = § visiem x > 0. Secinam, ka f(z) = § visiem realiem

skaitliem z. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija patlesam apmierina uzdevuma nosacijumus.



2.uzdevums Atrast visas funkcijas f : RT™ — R*T ar pasibu, ka visiem pozitiviem realiem
skaitliem z,y izpildas

fl@e+yf()+y%) = fz)+2y.

Atrisinajumi. Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalvienadojumu.

Apgalvojums. Funkcija f ir injektiva.
Pieradijums. Izvelesimies tadu pozitivus z,y, lai z + yf(z) + y? = z, tas ir

r+yf(r) +yi ==z
f(z)? f(x)

1 )+(y+T)2:Z

@y+ﬂﬂf=4@—®+f@f

(z —

1
y=5(=f@) £V @)+ 4z — )
Lai y butu pozitivs reals skaitlis, tad jéizvélas tada Z > xun jéizvélas plus zime, tas ir, y = %(— flz)+
V[(x)? +4(z — x)). leverosim, ka no P(z, §( )+ f(2)2+4(z — x))), kur 2 > =, izriet, ka
f(z) = f(z )+ f(2)2+4(z — ) =V f(2)2 + 4(2 — x)

visiem realiem pozitiviem z, z, kuriem z > z. Pienemsim, ka f(a) = f(b) kaut kadiem pozitiviem
realiem skaitliem a, b, tad

V(@) +4(a—x) = f(a) = f(b) = V/[(2) - )
4(a —x) =4(b— x)
a=2>,

kas nozime, ka funkcija f ir injektiva, kas ar1 bija japierada.

Aplukosim P(x, @)

p (o 20 IO g4

Ta ka iegutas sakaribas kreisa puse ir simetriska attieciba pret x un y, tad secinam, ka

Izmantojot to, ka f ir injektiva, iegistam, ka

N i/ fr s ey
flw)? fl@)?
4 4

f)? =4y = f(x) —da
visiem pozitiviem x un y. Pedeja sakariba aizvietojot y ar 0, ieglisim, ka

f(@)* =4z = f(0)*

f(0)
4

flw) =2z +



Apzimejot %0)2 ar ¢, kur ¢ > 0, secinam, ka f(x) = 2y/x + ¢. Parbaudisim, ka iegita funkcija patiesam

apmierina uzdevuma nosacijumus

fla+yf(z) +y*) = flz) +2y
fx+2yvr+c+y®) =2V +c+2y
f(Wr+c+y)?—c)=2(Ve+c+y)
2\/(\/x—+c+y)2—c—|—c:2(\/x—+c+y)
2V +ety)=2(Vr+cty)




3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : R — R ar 1pasibu, ka visiem realiem skaitliem z,y
izpildas
f(F (@) +y) +2f(y) = flzy +y) + f2).

Atrisinajumi. Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalvienadojumu.

l.apgalvojums. f(0) = 0.
Pieradijums. leverosim, ka no P(0,y) un P(x,0) izriet, ka

fly+£(0)) = fy) + £(0)
f(f (@) +2f(0) = F(0) + f(z)

Pirmaja sakariba, ievietojot y = —f(0), iegustam, ka
J(=1(0) + f(0)) = f(=F(0)) + f(0) = f(=f(0))=0
Savukart otraja sakariba, ievietojot z = — f(0), iegustam, ka

FU(=£(0))) = £(0)* = f(0) + f(=£(0))) = f(0)*=0,
kas nozime, ka f(0) = 0.
Ta ka f(0) = 0, tad otra sakariba klust par f(f(z)) = f(z).

2.apgalvojums. f(1) =1 vai f(z) = 0 visiem realiem skaitliem x.
Pieradijums. Aplukosim P(z, 1), no kurienes izriet, ka

fF@)+ 1) +xf(1) = flz+1) + f(2)

Aizstajot Saja sakariba x ar f(x), iegustam, ka

U @) +1) + fo) f(1) = [(f(2) +1) + [(f ()
FU @)+ 1)+ f2) f(1) = F(f(@) +1) + f(e
f(@)f(1) = f(x)

Ja neeksiste tads reals skaitlis b, ka f(b) # 0, tad f(z) = 0 visiem realiem skaitliem z. Preteja gadijuma
f0)f(1) = f(b) = f(1) =1, kas ar1 bija japierada.

3.apgalvojums: Ja f(a) =0, tad a = 0.
Pieradijums. Piegemsim, ka f(a) = 0 kaut kadam realam skaitlim a. No P(a,1) izriet, ka

f(fla)+1) +af(l) = fla+1)+ f(a)
f)+a=fla+1)
a+1=f(a+1)

Savukart no P(1,a) izriet, ka

fUQ) +a) + fla) = f(2a) + f(1)
fla+1)=f(2a)+1
a+1=f(2a)+1
f(2a) = a.

Nemot f no abam pusem pedejai sakaribai, iegtisim, ka
0= f(a) = f(f(2a)) = f(2a) = a,
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kas ar1 bija japierada.

Aplukosim P(x,z — f(z))
ef(x = f(2) = f((z = f(z)) - (z+1))

levietojot x = —1, ieglistam, ka

—f(=1=f(=1) = f(1 = f(=1)) - 0) = f(0) = 0

No 3. apgalvojuma izriet, ka —1 — f(—=1) =0 = f(—1) = —1. Apluakosim P(—1,y), no kurienes
izriet, ka

fly=1) = fly) -1
Aizstajot y ar y + 1, dod mums, ka

fly+1) =fly) +1

Savukart no P(x,1) izriet, ka

fF@)+ 1) +o=flz+1)+ f(z)
fUf@) +1+z=f(z)+1+ f(z)
f(@) +x=2f(x)
flx) ==

Lidz ar to vienigas funkcijas, kas apmierina uzdevuma nosacijumus ir f(z) = x un f(z) = 0. Viegli
parbaudit, ka tas patiesam der.
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4.uzdevums Atrast visas funkcijas f : Z — Z, kuram visiem veseliem skaitliem x, y izpildas

flxz—f(y) = f(fy) + fl= —2y).

Pieradijjums. Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalvienadojumu. Pielietosim mainigo noisinasanas
triku — izvelesimies tadu z, lai x — f(y) = f(y) jeb x = 2f(y). Aplukosim tada gadijuma P(2f(y),y),
no kurienes iegtustam, ka f(2f(y) — 2y) = 0. Ja funkcija f ir injektiva, tad

2(2f(y) —2y) = 0= f(2£(0)) = 2f(y) —2y=2f(0) = f(y) =y + f(0)

Tas nozime, ka f(x) = = + ¢, kur ¢ ir kaut kada fikseta konstante. Parbaudisim, kadam ¢ vertibam
dota funkcija apmierina P(z,y)

fla=fy) = f(fy) + [z —2y)
fle—y—c)=fly+e)+x—2y+c
r—y=y+2c+x—-2y+c
c=0

Secinam, ka f(z) = z visiem veseliem skaitliem x.

Ja funkcija f nav injektiva, tad f(a) = f(b) kaut kadiem veseliem skaitliem a > b. Aplukosim tada
gadijuma P(x,a) un P(y,b)

[z = f(a)) = f(f(a)) + f(z = 2a)
flz = f(0) = f(f(b)) + f(z —2b)
Ta ka f(a) = f(b), tad a1 f(f(a)) = f(f(b)), lidz ar to secinam, ka

flx —2a) = f(z—2b)
Aizstajot pedeja sakariba x ar z + 2a, iegusim, ka
flz)=f(x+2a—2b)=f(x+T),

kur T = 2a — 2b. Tas nozime, ka funkcija f ir periodiska ar periodu 7. Tagad izmantosim to, ka
funkcija ir defineta tikai veseliem skaitliem. Ta ka ta ir periodiska ar periodu T, tad ta var pienemt ne
vairak ka T dazadas vertibas, Iidz ar to funkcijai eksiste maksimala vertiba M, kas tiek sasniegta pie
argumenta .

Izvelesimies sakariba P(x,y) tadu z, lai z — 2y = =, tas ir, x = xo + 2y, tad

fl@o+2y — f(y) = f(f(y) + f(0)
flzo+2y— fy) = f(fly) + M
f(fW) = fleo+2y— fly) — M

leverosim, ka ta ka M ir funkcijas f maksimala vertiba, tad f(xo + 2y — f(y)) < M, lidz ar to
f(f(y)) <0. Talak izvelesimies sakariba P(z,y) tadu z, lai z — f(y) = xo, tas ir, x = zo + f(y), tad

f(zo) = f(f(y) + fzo+ f(y) — 2y)
M = f(f(y)) + f(wo+ f(y) — 2y)
M — f(zo+ f(y) —2y) = f(f(v))

leverosim, ka ta ka M ir funkcijas f maksimala vertiba, tad M > f(zo + f(y) — 2y), lidz ar to
f(f(y)) > 0. Secinam, ka visiem veseliem skaitliem y ir speka, ka f(f(y)) = 0.
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No ieprieks iegutam sakaribam izriet, ka P(x,y) var parrakstit ka f(z — f(y)) = f(z — 2y). Aizstasim
saja sakariba y ar f(y)

flz = f(f(y) = flz —2f(y))
flx) = flx —2f(y))

Pedeja sakariba ievietosim z = f(y), lai iegutu, ka 0 = f(f(y)) = f(—f(y)). Sakariba f(z — f(y)) =
f(x — 2y) ievietojot z = 0, iegusim, ka fO = (—f(y)) = f(—2y), kas ir tas pats, ka f(x) = 0 visiem
para skaitliem. No P(z,2) izriet, ka

fle=1(2) = f(f(2) + f(z —4)
f(z) = [z —4)

Tas nozime, ka funkcijas periods ir skaitla 4 dalitajs, lidz ar to tas ir tikai 1, 2 vai 4. Aplukosim katru
gadijumu atseviski

e Ja funkcijas periods ir 1, tad f(x) = 0 visiem veseliem skaitliem z, jo 0 = f(2y) = f(2y + 1)
katram veselam skaitlim y.

e Ja funkcijas periods ir 2, tad f(2y) = 0 un f(2y + 1) = C, kur C ir konstante. Ta ka 0 =
f(f2y+1)) = f(C), tad vai nu C ir 0 un tad iegustam atrisinajumu, ko jau aplukojam ieprieks
vai arl secinam, ka C' ir jabut para skaitlim, jo tikai para argumenti funkcija pienem vertibu 0
(attiecigi pie nepara argumentiem vertibu C, kas nav 0). Tas nozime, ka

_JO 2=0 (mod2)
f(x)_{Qn r=1 (mod 2)

kaut kadam veselam skatlim n. Viegli parbaudit, ka §t funkcija patiesam der.

e Ja funkcijas periods ir 4, tad f(4dy + 1) = Cy un f(4dy + 3) = Csy, kur C; un Cy ir konstantes.
Lidzigi ka ieprieks no f(f(y)) = 0 izriet, ka §is konstantes ir para skaitli, tapec varam rakstit,
ka C; = 2¢; un Cy = 2¢y. Atcerésimies ar to, ka f(z — f(y)) = f(z — 2y), kas ir tas pats, kas
f(x) = f(z+ f(y) — 2y), ja aizstaj x ar = + f(y). Tas nozime, ka 4 | f(y) — 2y, ja izvelas nepara
x. Jay =4k + 1, tad iegustam, ka 4 | 2¢; — 2(4k + 1), kas nozime, ka ¢; ir nepara. Lidzigi varam
ar1 iegiit, ka ny ir nepara. Tas nozime, ka

0 =0 (mod 4)
dn;+2 x=1 (mod4
f@)=q." — ) et
0 r=2 (mod 4)
dn3+2 =3 (mod4)

kaut kadiem veseliem skaitliem n; un ny. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija patiesam der.

1.piezime. Saja uzdevuma tas, ka funkcionalvienadojums ir no veseliem skaitliem uz veseliem skaitliem
spele butisku lomu, lai garantetu M eksistenci. Piemeram, funkcija f : R — R, kurai

ctgr,x # wk k € Z
flx) = L
0, citadi

ir periodiska funkcija ar periodu m, kurai neeksiste maksimala vertiba, jo ta var pienemt pec patikas
lielas vertibas.
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2.piezime. Risinajuma beigas meés katram periodam izpetam, kadus ierobezojumus atklatas sakaribas
par f mums dod. Piemeram, gadijuma ar periodu 2 mums pietika ar vienu ierobezojumu un talak veicot
formalu atbildes parbaudi mes redzam, ka st funkcija der, tapec mums nav jamekle vairak ierobezojumu.
Savukart, gadijuma ar periodu 4, ja mes veiktu formalu atbildes parbaudi bez nosacijumu, ka ¢; un
o jabut nepara skaitliem, tad meés atrastu kaut kadus x un y, kuriem P(x,y) neizpildas. Tapéec meés
apskatijamies kadas vel sakaribas mes par f zinam un no f(z — f(y)) = f(x — 2y) izrieteja papildus
ierobezojumi uz ¢y, ¢o, kuri jau tagad, ja mes veicam parbaudi apmierina P(z,y) (visas parbaudes paliek
lasitajam ka vingrinajums).
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