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1 Ievads

Saja nodarbiba aplikosim polinomus un ar to saistitus jedzienus, lai, ja nakamgad Baltijas cela atlase
paradas uzdevumi par polinomiem, cilvekiem pec olimpiades nebuitu slikta noskanojuma.

2 Teorija

2.1 Pamatjedzieni par polinomiem

Par polinomu P(z) sauc izteiksmi, kura ir izsakama forma
P(z) = ap2™ + ap12™ '+ ...+ a17 + ag,

kur n ir fiksets nenegativs vesels skaitlis un skaitli a1, as, ..., a, ir polinoma koeficienti.

Piemeram, ja ay, as, . .., a, € R, tad saka, ka polinomam P(x) ir reali koeficienti, savukart, ja ay, as, ..., a, €
Z, tad saka, ka polinomam P(z) ir veseli koeficienti u.tml. Ja a,, = 1, tad saka, ka polinoms P(z) ir
monisks.

Par polinoma P(x) pakapi (apzime ar deg P(x)) sauc mainiga x lielako pakapi ar no nulles atskirigu
koeficientu. Piemeram, ja mums ir doti polinomi

P(z) = 2* — 2x
Q(z) =32+ —T2° + 1
R(z) = ap2™ + ap 2™ '+ -+ ax+ay (a, #0),

tad deg P(z) = 2,deg Q(z) = 3,deg R(x) = n.

Vispirms apliikosim, kadas darbibas var veikt ar polinomiem

e Reizinasana ar konstanti. Piepemsim, ka mums ir dots polinoms P(z) = 22° — x + 4 un
konstante ¢ = %, tad cP(z) = 323 — g:v + 6, tas ir, mes katru polinoma koeficientu pareizinajam
ar % Ieverosim, ka §1 darbiba neizmaina polinoma pakapi, iznemot gadijumu, kad konstante, ar
kuru mes pareizinam, ir 0.

e Saskaitisanas darbiba. Pienemsim, ka mums ir doti 2 polinomi P(x) = 222 —x un Q(z) = z+1,
tad P(z) + Q(z) =222 —o+ 2+ 1 =222+ 1.

leverosim, ka, ja P(z), Q(x) ir polinomi ar deg P(z) = n,deg Q(x) = m, tad deg(aP(z)+bQ(x)) <
max(n, m) patvaligam konstantem a un b. To var argumentet sekojosi — ta ka gan starp polinoma
P mainiga x pakapem, gan starp polinoma () mainiga x pakapém nav nevienas pakapes, kas butu
lielaka par max(n,m), saskaitot Sos polinomus vai reizinot ar patvaligu konstanti, nevar paradities
mainiga = pakape, kas butu lielaka par max(n,m).

e Reizinasanas darbiba. Piepemsim, ka mums ir doti P(z) = 222 — z un Q(z) = = + 1, tad
Px)Q(x) = (22* —x)(x +1) =22° + 222 — 2? —x = 223 + 2° — x.

leverosim, ka, ja P(z),Q(z) ir polinomi ar deg P(z) = n,deg Q(z) = m, tad deg(P(z)Q(z)) =
n + m . To var argumentéet sekojosi — ta ka deg P(x) = n un deg@Q(x) = m, tad polinomos
P(x) un Q(z) ir attiecigi saskaitamie a,z" un b,z™, kur a,, b, # 0. Polinomam P(z)Q(x) bus
saskaitamais a,b,,x™™" (atverot iekavas/veicot polinomu reizinasanu). Acimredzami, ka nebis
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saskaitamais ar lielaku pakapi neka m-+n un a,b,,z"*™ bus vienigais saskaitamais ar pakapi n+m.
leverosim, ka a,b,, # 0. No polinoma pakapes definicijas izriet, ka deg(P(z)Q(x)) = n + m.

e Kompozicijas darbiba. Pienemsim, ka doti polinomi P(z) = 23+ 2x+1 un Q(z) = 2% +1, tad
P(Q(x)) = (Q(2))* +2Q(x) + 1 =
=@+ 122+ 1)+ 1=
=20+ 32 +307 + 14227 +2+ 1=
=25+ 32* + 527 4+ 4
leverosim, ka, ja P(x),Q(x) ir polinomi ar deg P(z) = n un deg Q(x) = m, tad deg P(Q(z)) =
nm. Pienemsim, ka
P(z) = ap2™ + ap 12"+ .+ a4 ag
Q) = bpx™ + by 2™ 4+ ..+ bz + by
Tada gadijuma P(Q(z)) satures saskaitamo a, (b, 2™ + by, 2™t +. ..+ b1z +bo)", no kura radisies
(atverot iekavas) saskaitamais a,bl'z™". Acimredzami, ka visiem citiem saskaitamajiem bus

mazaka pakape un Sis ir vienigais saskaitamais ar pakapi mn. leverosim, ka a,b], # 0, tapec
deg P(Q(z)) = mn no polinoma pakapes definicijas.

2.2 Polinoma saknes

Polinoma saknes jedziens ir loti noderigs uzdevumu risinasana.

Definicija. Skaitlis a ir polinoma P(z) sakne, ja P(a) = 0. Piedevam, ja skaitlis a ir polinoma
P(z) sakne, tad P(x) = (x — a)Q(z), kur Q(z) ir kaut kads polinoms.

Stradajot ar polinoma saknem ir svarigi sekot Iidzi, kadai skaitlu kopai pieder sakne, piemeram:

e pienemsim, ka kada uzdevuma konteksta mums interesé polinoma P(z) = x? + 1 realas saknes.
Acimredzami, ka tam nav realu saknu, tacu tam ir 2 kompleksas saknes ¢ un —i.

e pienemsim, ka kada uzdevuma konteksta mums interesé polinoma P(z) = 4% — 1 veselas saknes.

Acimredzami, ka tam nav veselu saknu, tacu tam ir 2 realas saknes % un —%.

e pienemsim, ka kada uzdevuma konteksta mums interesé polinoma P(r) = z? — 2 racionalas
saknes. Acimredzami, ka tam nav racionalu saknu, ta¢u tam ir 2 realas saknes v/2 un v/—2.

Algebras pamatteoréma. Polinomam P(z) ar kompleksiem koeficientiem, kas ir no nulles
atskirigs un kuram deg P(x) = n, ir tiesi n kompleksas saknes.

So teoremu nepieradisim, tacu interesanti var iepazities ar tas pieradijumu Vikipedijas lapa. Ieverosim,
ka nulles polinomam ir speka, ka P(z) = 0 visiem realiem skaitliem z.

Svarigs secinajums. Polinomam P(z) ar realiem koeficientiem, kas ir no nulles atskirigs, ir ne
vairak ka n realas saknes.

Pieradijums. Ta ka reali skaitli ir komplekso skaitlu apakskopa, tad polinomam P(zx) ir tiesi n
kompleksas saknes. Ne visas no §im saknem ir obligati reali skaitli, tapéc polinomam P(x) ir ne vairak
ka n realas saknes.

Svarigs triks. Pienemsim, ka mums ir doti polinomi P(x),Q(z). Ja P(x) = Q(z) vairak neka
max(deg P(z),deg Q(z)) dazadam x vertibam, tad P(z) = Q(x) visam x vertibam.




Pieradijums. Definésim polinomu R(x) = P(x)—Q(z). leverosim, ka deg R(x) < max(deg P(x), deg Q(x)),
kas nozime, ka polinomam R(x) ir ne vairak ka max(deg P(x),deg @ (x)) saknu. Tacu no uzdevuma
nosacijumiem izriet, ka polinoms R(z) piegem veértibu vismaz max(deg(P(z)),deg(Q(z)) dazadam
vertibam, kas nozime, ka tam ir vairak neka max(deg(P(x)),deg(Q(x)) sakpu. Tas ir iespejams tad

un tikai tad, ja polinoms R(x) ir nulles polinoms jeb R(x) = P(z) — Q(x) = 0 visam x vertibam, kas
nozime, ka P(x) = Q(x) visam x vertibam, kas arT bija japierada.

Esam iepazinusies ar saknes jedzienu. Tagad mes veletos saprast, ka polinomam ar realiem koefici-
entiem var atrast realu sakni vai arl intervalu, kura §t sakne atrodas.

Teoréma. Doti reali skaitli @ < b un ne konstants polinoms P(z) ar ipasibu, ka P(a)P(b) < 0,
citiem vardiem sakot, viens no skaitliem P(a) un P(b) ir pozitivs, bet otrs ir negativs. Tad
polinomam P(x) ir reala sakne intervala (a,b).

So teorému nepieradisim, tacu interesanti var iepazities ar tas pieradijumu Vikipedijas lapa. Jaatzime,
ka &1 teoréma izpildas ne tikai polinomiem, bet visam nepartrauktam funkcijam intervala [a,b] (poli-
noms acimredzami ir nepartraukta funkcija).

Acimredzami, ka, ja P(z) ir nekonstants polinoms, tad lim, ,., P(z) — oo. Ja P(z) ir polinoms
ar para pakapi un pozitivo koeficientu pie lielakas = pakapes, tad lim, ,1., P(x) — +o00, savukart, ja
koeficients ir negativs, tad lim, 1. P(z) — —oo. Prieks nepara pakapes polinomiem mums ir sada
lemma.

Lemma. Ja P(z) ir polinoms, kuram deg P(x) ir nepara skaitlis, tad
e polinomam P(x) ir vismaz viena reala sakne;

e polinoms P(x) pienem visas realas vertibas, skaitlim z izejot cauri visam realo skaitlu
vertibam.

Pieradijums. Nezaudejot visparigumu, pienpemsim, ka koeficients pie polinoma P(x) augstakas pakapes
ir pozitivs skaitlis. Tada gadijuma lim, ., P(z) — 400 un lim, , ., P(x) — —oo. Tas nozime, ka
eksiste tadi reali skaitla @ un b, ka P(a) > 0 un P(b) < 0. No teoremas izriet, ka intervala (a,b) var
atrast polinoma P(x) realu sakni, kas arT bija japierada.

Mums ir japierada, ka katram realam skaitlim m eksisté reals skaitlis n ar ipasibu, ka P(n) = m.
Aplukosim polinomu Q(x) = P(z) — m. Mums pietiek pieradit, ka polinomam @(x) ir reala sakne.
Tacu tas ir nepara pakapes polinoms, tapec pec pirmas lemmas dalas tam ir kaut kada reala sakne,
kuru var apzimet ar n, kas ar1 bija japierada.

2.3 Vjeta teorema

Starp polinoma koeficientiem un saknem pastav sakaribas, kuras apraksta Vjeta teorema. Uz to var
skatities sekojosi — polinoma koeficienti dod ierobezojumus uz polinoma saknem, kas biezi vien var bit
noderigi dazados uzdevumos.



Vjeta teorema.

Ja skaitli x1, x9,- - -

Dots polinoms P(x) = a,z"+a,_ 12" ' +- - -+a;z+ag ar realiem koeficientiem.
, T, ir 81 polinoma saknes (iespejams kompleksas), tad

Qp—1
Ziﬂz )1K
Z zix; = (—1)° ag_j

e Ja deg P(x) = 2, tad varam rakstit, ka P(z) = a2 + a1 + ag, kur as, a;, ap ir reali skaitli.
Pienemsim, ka §1 polinoma saknes ir x1, x9, kuras ir iespejams ir kompleksas, tad no Vjeta teoremas

izriet, ka

1<i<j<n
Qp
3 Wn—3
5 Txxr = (—1) o
1<i<j<k<n n
Qo
n
xle . .xn g (—1) —
Qn
Pieradijums. Ta ka xy,xs,--- ,z, ir 81 polinoma saknes, més var to parrakstit ka

P(z) =ap(z —x1)(x —x9) -+ - (x — )

Apskatot koeficientus pie katras x pakapes péc iekavu atverSanas, meés dabtusim velamo rezultatu.
Detalas paliek lasitajam ka vingrinajums.

Apskatisim, kas izriet no Vjeta teoremas pie dazadiem pakapes polinomiem

ay Qo
T1+Ty=—— Uun x1T2 = —,
a2 a2

kas ir identisks rezultats skola macitajai Vjeta teoremai;

e Ja deg P(x) = 3, tad varam rakstit, ka P(z) = a3z’ + a2 + ayx + ag, kur as, as, ay, ag ir reali
skaitli. Pienemsim, ka ST polinoma saknes ir x1,x9,x3, kuras iespejams ir kompleksas, tad no

Vjeta teorémas izriet, ka

e Skaitlis (—1)”*13—1 ir vienads ar summu, kura sastav no visiem iespejamiem saskaitamajiem,
n
kuri ir izsakami forma ka visu saknu reizinajums, izlaizot tiesi vienu sakni.

as aq ap
T1 + T2 + T3 = ——,T1T2 + ToIs + r3l1 = —,L1X9x3 — ——
as as a3

Ieverosim, ka visparigi n-tas pakapes polinomam ir speka, ka

ka 1752, = (—1)" % un pienemot, ka neviena no saknem nav 0, tad varam iegut, ka
n

o Skaitlis (—1)"2 22 jr vienads ar summu, kura sastav no visiem iespejamiem saskaitamajiem, kuri
ir izsakami forma ka visu saknu reizinajums, izlaizot tiesi divas dazadas saknes. Nemot vera to,

R ((—1)"—1ﬂ) : ((—1)”@) —

X1 X2 T Qp, G Qo

ka 175 -2, = (—1)"% un pienemot, ka neviena no sakném nav 0, tad varam iegut, ka
n

A= () () -

1<i<j<n

Nemot vera to,



Ar iegutajam 2 sakaribam, kas izpildas koeficientiem ay un as, ir daudzu uzdevumu konteksta ir vieglak
operet neka sakotnéjam sakaribam, tapeéc tas ir verts paturet prata (vai ari to, ka var iegut §is sakaribas
no Vjeta teoremas).

Rupigam lasitajam vareja rasties jautajums — ja polinoma ar realiem koeficientiem var but kompleksas
saknes, kapec tad, piemeram, saknu summa vai reizinajums ir vienads ar realu skaitli (attiecigi ar —az—;l
un (—1)”5—2) pie vispariga n - tas pakapes polinoma. Atbilde slepjas sada komplekso skaitlu Tpasiba
— ja skaitlis xg = a + b ir polinoma sakne, tad skaitlis ¥y = a — bi ar1 ir polinoma sakne, kur a, b ir
reali skaitli. Tas nozime, ka kompleksas saknes nak paros xg,xy. leverosim, ka viena para summa un
reizinajums ir attiecigi zo + To = 2a un x0Tg = (a + bi)(a — bi) = a® + b?, kas abi ir reali skaitli. Tas
nozime, ka, aplikojot saknu summu vai reizinajumu attiecigi, kompleksas saknes var sadalit paros ta, lai
katra pari skaitlu summa vai reizinajums ir reals skaitlis, tapec arT attiecigi visa summa vai reizinajums
ir reals skaitlis. Lidzigi var argumentet, ka, pieméram, visu saknu paru reizinajumu summa ir reals
skaitlis, bet to mes formali nepieradisim.

Ir verts atzimet, ka starp polinoma P(x) ar deg P(x) = n sakném xy,zs,...,x, var but divas vai
vairakas vienadas saknes. Piemeram, polinoma P(z) = 23 + 622 + 12z + 8 saknes ir —2, —2, —2 jeb,
citiem vardiem sakot, skaitlis —2 ir polinoma P(z) triskarsa sakne.

2.4 Bezu teorema

Stradajot ar polinomiem, kuriem ir veseli koeficienti, mes zinam, ka pie visiem veseliem skaitliem tie
pienem veselas vertibas, lidz ar to informacija par to, ka kada izteiksme, kas satur kadas polinoma
vertibas dalas ar kadu citu izteiksmi, var biezi noderet un novest Iidz uzdevuma atrisinajumam.

Bezu teoréma. Ja P(z) ir polinoms ar veseliem koeficientiem un a,b ir veseli skaitli, tad
a—>b| P(a) — P(b)

Pieradijums. Pienemsim, ka
P(z) = ap2™ + ap_12™ -+ a12 + ag
Tada gadijuma izteiksmi P(a) — P(b) var parrakstit ka
an(a™ = ") + ap_1(a™ P =" + - 4 ay(a—b)
Takaa—>b|(a—>b)(a" ' +a"2b+a" 30>+ - + ") = a" — b" visiem naturaliem n, tad secinam,

ka a —b | P(a) — P(b), kas ar1 bija japierada.

Bezu teoremu ir verts izmantot uzdevumus, kuros ir dots polinoms ar veseliem koeficientiem un mes
zinam polinoma vertibas dazos punktos.

2.5 Lagranza interpolacijas polinoms

Pienemsim, ka Dekarta koordinatu plakne ir atlikti divi punkti (z1,¥1), (22,¥2), tad acimredzami, ka
caur tiem var novilkt tikai vienu taisni, kuru var aprakstit ar pirmas vai nultas pakapes polinomu. Ja,
piemeram, mums plakné butu doti (z1,y1), (z2,y2) un (x3,ys3), kas neatrodas uz vienas taisnes, tad
caur tiem var izvilkti tikai vienu kvadratfunkciju jeb otras pakapes polinomi. Ta ir ar1 dzila doma, kas
ir apslepta Lagranza interpolacijas polinoma — ja més zinam polinoma vertibas n + 1 punktos, tad mes
varam uzkonstruet unikalu n- tas pakapes polinomu ar Sim vertibam.



Lagranza interpolacija. Pienemsim, ka mums ir dots n - tas pakapes polinoms, kuram izpildas
P<x1) = Y1, P($2) =Y2 .-, P(xn—i-l) = Yn+1, tad

@) |, b i (2)

P(z) =1y - : oty
() = fi(z1) v fa(2) Yt For1(@ns1)
kur fi(z) = (z —21) - (2 — 21 (@ — @) -+ (8 — Tnpa)
Pieradijums. Vispirms pieradisim, ja P(x;) = y1, P(x2) = y2, ..., P(Tpi1) = Yns1, tad P(x) ir

unikals, citiem vardiem sakot, eksisteé unikals polinoms ar sadam vertibam Sajos konkrétajos punk-
tos. Pienemsim pretgjo, ka eksiste 2 sadi polinomi P(x) un Q(z), tad aplukosim polinomu R(x) =
P(z) — Q(z). leverosim, ka R(x;) = P(x;) — Q(x;) = y; —y; = 0 visiem 1 < ¢ < n+ 1. Tacu
deg R(z) < max(deg P(z),degQ(z)) = n. Bet esam ieguvusi, ka $im polinomam vertibam ir n + 1
sakne, kas nozime, ka tas ir nulles polinoms. Tada gadijjuma R(z) = 0 = P(z) = Q(x) visam z
vertibam.

Ta ka esam pieradijusi, ka eksiste tikai viens polinoms ar Sadam vertibam, tad ja mes paradisim,
ka sadu polinomu var uzkonstruet, tad busim pieradijusi prasito. leverosim, ka fi(z;) =0, ja i # j, jo
fi satur reizinataju (x — z;). Piledevam f;(z;) # 0, jo skaitli z1, o, ..., z, ir pa pariem dazadi. Tada
gadijuma

fi(zi)

P(-Ti):O+O+--.+yi'm+0+...0=yi

visiem 1 <17 < n + 1. Prasitais ir pieradits.

Lagranza interpolaciju ir verts izmantot uzdevumus, kad mes zinam polinoma vertibu vairak punk-
tos neka ta pakape, jo tad mes varam uzkonstruet mineto polinomu.



3 Uzdevumu risinasanas piemeri

Tagad apliikosim vairakus piemerus, lai izprastu, ka apgtitu teoriju par polinomiem var izmantot
olimpiazu uzdevumu risinasana.

1. piemers. Vienadojuma 2 — 1422+ 63z —91 = 0 saknes ir trijstiira malu garumi, kas izteikti
centimetros. Aprekinat &1 trijstura laukumu!

Atrisinajums. Ja polinoma P(x) = z* — 142% + 63z — 91 saknes apzimét ar a,b, ¢, tad no Vjeta
teoremas izriet, ka

a+b+c=14
ab+ ac+ bc = 63
abc =91

Péc Herona formulas trijstiira laukums S = /p(p — a)(p — b)(p — ¢), kur a, b, ¢ ir trijstiira malu garumi,
bet p — pusperimetrs. Ta ka a, b, ¢ ir trijstira malu garumi un a +b+c =14, tad p = 7.

leverosim, ka
(p—a)(p—=0)(p—c)=p’ = (a+b+c)p* + (ab+ ac + be)p — abe.

Tatad trijstura laukums ir

S =/p(p® — (a+ b+ c)p? + (ab+ ac + be)p — abe) =
=7 (P—14-724+63-7—-91) =
=/7-7-(49 — 98 + 63 — 13) = 7 (cm?).

2. piemers. Vienadojumam z° — px + 2019 = 0, kur p — naturals skaitlis, ir tris realas saknes
T1, %9, v3. Kada var biit izteiksmes x3 + 23 + 23 vertiba?

Atrisinajums. No Vjeta teoremas izriet, ka

T1+ X9+ X3 = 0
T1To + T1T3 + ToxX3 = P

T1T2T3 = —2019
Ta ka x1, x9, x3 ir dota vienadojuma saknes, tad

r3 — pry +2019 =0
xs — pry +2019 =0
3 — pr3 + 2019 = 0

Saskaitot §is tris sakaribas, ieglisim, ka
o)+ x5 + a3 — p(zy + 29 + 23) + 32019 = 0.
Lidz ar to a3 + 23 + a3 = p(x1 + 29 + x3) — 3-2019 =p- 0 — 3-2019 = —605.7

3. piemers. Doti reali skaitli @ un b ar 1pasibu, ka a + % b+ % = —2. Atrast izteiksmes

CLlOO + blOO
a98 L H98

visas iespejamas skaitliskas vertibas.




Atrisinajums. No uzdevuma nosascljumiem izriet, ka a® + 2a + 4 = b? + 2b + 4 = 0, kas nozime,
ka skaitli @ un b ir polinoma P(z) = x® + 2x + 4 saknes. No Vjeta teoremas izriet, ka a +b = —2 un
ab = 4. Izdalisim So polinomu ar 4. Sanak

(s (5) -

un % ir polinoma t?> +t+1 = 0 saknes. Ieverojam, ka pareizinajot
joprojam biis §1 polinoma saknes. Ta ka

a

b

2

Aizvietojot § ar ¢, sanaks, ka skaitli
So polinomu ar (¢t — 1), skaitli § un

t-—1)E+t+1)=0

P —1=0

tad (%)3 = (3)3 = 1jeb a® = b3 = 8. leverojam, ka a'® = a* -0 =83 .q un a”® = a% - a = 8?2 - 4%
Analogiski b'% = 833 . p un b = 832 . p2. Izmantojot agrak iegiitas sakaribas, mes varam secinat, ka
a+b=-2una*+0b*=(a+0b)?—2ab=(—2)> —2-4 = —4. Izmantojot §s sakaribas, secinam, ka

a'® + 0% 88(a+0b)  8(-2)
a® % 8R2(a2 4 12)  (—4)

=1

4. piemers. Doti polinomi P(z) un Q(x) ar veseliem koeficientiem. Zinams, ka eksisté vesels
skaitlis a ar 1pasibu, ka skaitli @ un a + 2025 ir polinoma P(z) saknes. Ja (Q(2024) = 2024, tad
pieradit, ka vienadojumam Q(P(z)) = 1 nav veselu saknu.

Atrisinajums. Piepemsim, ka b ir vesels skaitlis ar 1pasibu, ka Q(P(b)) = 1. Ta ka a un a + 2025 ir
P(x) saknes, tad P(x) = (x — a)(z — a — 2024) R(x), kur R(z) ir polinoms ar veseliem koeficientiem.
Ieverojam, ka neatkariba no b vertibas, skaitliem b — a un b — a — 1997 ir dazada paritate, lidz ar to
P(b) = (b—a)(b—a—1997)R(b) ir para skaitlis.

Ta ka Q(2024) = 2024, tad polinoma Q(x) brivais koeficients ir para skaitlis, jo citati Q(x) vertiba
butu nepara visiem para skaitliem x. No ta izriet, ka Q(x) vertiba ir para visiem para skaitliem z.
Tadejadi, izteiksmes Q(P(b)) vertiba ir para, jo ka tika pieradit ieprieks, P(b) ir para. Tapéc tas nevar
biit vienads ar 1 — pretruna.

No ta seko, ka tadu veselu skaitlu b neeksiste, kas nozime, ka vienadojumam Q(P(x)) = 1 nav veselu
saknu, kas bija japierada.

5. piemers. Atrast visus polinomus P(z) ar realiem koeficientiem ar 1pasibu, ka P(0) = 0 un
visiem realiem x izpildas P((z + 1)%) = (P(z) + 1),

Atrisinajums. Apskatisim patvaligu polinomu P(x), kuram izpildas §is 1pasibas. Ar d apzimésim
deg P(x) vertibu. Ta ka konstantes atrisinajumi acimredzami neder, tad d ir vismaz 1. Aplukosim
bezgaligu skaitlu virkni ay, ay, - -+ ar ipasibu, ka a; = 0 un a,,; = (a, + 1)® visiem naturaliem n.

Apgalvojums. P(a,) = a, visiem naturaliem n.
Pieradijums. Ieverosim, ka
P(ay) =P(0)=0=ay

Ja P(ay) = a, kadam naturalam k, tad
P(aps1) = P((a +1)*) = (P(a) +1)* = (ar, + 1)* = apa

No matematiskas indukcijas principa P(a,) = a,, visiem naturaliem n.



Definesim polinomu Q(z) = P(z) — x. leverosim, ka degQ(z) < d un Q(a,) = 0 visiem naturaliem
n. Ta ka ay,as, - -+ virkne ir bezgaliga, tad mes varam atrast vairak neka d polinoma @ (x) saknes, kas
nozime, ka Q(z) = 0 visiem realiem z.

Lidz ar to P(z) —x = 0 jeb P(z) = x visiem realiem x. Viegli parbaudit, ka $is polinoms patiesam
apmierina uzdevuma nosacijumus.

6. piemeérs. Atrodiet visus polinomu parus (P, Q) ar realiem koeficientiem ar ipasibu, ka

Pz +Q(y)) = Q(z + P(y))

izpildas visiem realiem x un y.

Atrisinajums. Aizvietojot z ar x — P(y), mes dabusim, ka

Qx) = Pz +Qy) — P(y)) (1)

Apgalvojums. Q(z) — P(z) ir konstantes polinoms.
Pieradijums. Pienemsim pretejo, tad eksiste skaitli y; un yo ar ipasibu, ka Q(y1) — Q(y1) = a un
Q(y2) — P(y2) = b kaut kadiem diviem dazadiem realiem skaitliem a,b. Tas nozime, ka

Q(z) =Pz +a) =Pz +0b)

visiem realiem z. Ta ka a # b, tad aizvietojot = ar x — a iegtsim, ka P(z) = (x+ (b—a)). Tas nozimé,
ka P(xz) = P(x +nT), kur T = b — a un n ir jebkurs naturals skaitlis. Secinam, ka polinomam P(z)
ir bezgaligi daudz fiksetu punktu, Iidz ar to tas ir konstantes polinoms. Tacu no iegtitajam sakartham
izriet, ka tada gadijuma @Q(x) ar1 ir konstants polinoms, kas nozime, ka Q(x) — P(z) piegem tikai vienu
vertibu visam x vertibam, kas ir pretruna ar sakotnéjo pienemumu.

Tatad Q(z) = P(z) + ¢ kadam realam skaitlim ¢. No (1) seko, ka

P(z)+c¢= Pz +c)

Ja ¢ # 0, tad pec indukcijas meés varam dabut, ka P(nc) = nc + P(0) visiem naturaliem n jeb
vienadojumam P(z) = z + P(0) ir bezgaligi daudz atrisinajumu, kas nozime, ka P(x) = = + P(0)
visiem realiem z. Tadéjadi, Q(z) = z + P(0) + ¢ = x + Q(0). Veicot parbaudi, secinam, ka polinoma
pari (z + P(0),x + Q(0)) der visam realam P(0) un Q(0) vertibam.

Ja ¢ =0, tad P(xz) = Q(z) visiem realiem z. Veicot parbaudi, secinam, ka polinoma pari (P(x), P(z))
der visiem polinomiem P(x).

7. piemers. Atrodiet visus polinomus P(z) ar realiem koeficientiem, kuriem visiem realiem
skaitliem z izpildas
(x —2010)P(x + 67) = xP(x)

Atrisinajums. Panemot z = 0 dotaja vienadojuma, iegustam —2010P(67) = 0, kas nozime P(67) =
0. Ja i ir vesels skaitlis ar ipasibu, ka 1 < i < 30 un P(i - 67) = 0, tad, panemot x = i - 67, iegustam
(1-67—2010)P((i+1)-67) =0, jo i-67 < 2010 pie ¢ < 30, kas nozime, ka P((i+1)-67) = 0. Tadgjadi,
pec indukcijas, P(i-67) =0 visiem ¢ = 1,2, ...,30. Lidz ar to

P(z)=(z—67)(x —2-67)---(x —30-67)Q(x)
kur Q(z) ir kaut kads polinoms. Aizstajot P(x) ar 8o izteiksmi sakotneja vienadojuma, iegustam

(x —2010) -z - (. —67)--- (. —29-67)Q(x + 67) = x(x — 67)--- (x — 30 - 67)Q(x)
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kas ir ekvivalents ar
z(x —67)(r—2-67)---(x —30-67)(Q(x+67) —Q(z)) =0

Pec uzdevuma nosacijumiem, tas ir speka katram veselam skaitlim z. Tadejadi ir bezgaligi daudz
polinoma Q(x + 67) — Q(x) saknu, kas nozime, ka Q(z + 67) — Q(z) = 0. Apzimesim Q(0) vertibu ar
c. Tad Q(i-67) = ¢ katram veselam skaitlim ¢ pec vieglas indukcijas. Tadejadi polinomam Q(z) — ¢ ir
bezgaligi daudz saknu, lidz ar to Q(x) = ¢. No ta izriet, ka

P(z) =c¢(x —67)(x —2-67)--- (x — 30 - 67)

kaut kadam realam skaitlim c. Ievietojot to sakuma vienadojuma, mes varam secinat, ka visi sadi
polinomi der.

8. piemers. Dots reals skaitlis a. Atrodiet visus polinomus P(x) ar realiem koeficientiem ar
1pasibu, ka
P2z + a) < (2% + ') P(z)

izpildas visiem realiem .

Atrisinajums. Acimredzami, ka vienigais konstantes atrisinajums ir P(z) = 0. Lidz ar to tagad
apskatisim gadijumu, kad deg P(z) > 1.

leverosim, ka P(z) koeficients pie augstakas pakapes ir nenegativs, jo pretéja gadijuma, ja tas butu
negativs, tad (z?° + 2'%)P(z) — P(x + 2a) > 0 neizpilditos pietiekami lielam z vertibam.

Apgalvojums. deg P(z) ir para skaitlis.

Pieradijums. Piepemsim, ka deg P(x) ir nepara. Tad (z*° + 2'?)P(x) — P(22 +a) > 0 visiem realiem
z, tacu deg((z* + 2')P(z) — P(2z +a)) = 20 + deg P(z), kas ar1 ir nepara, kas ir pretruna, jo nepara
pakapes polinoms vienmer pienem gan pozitivas, gan negativas vertibas.

Apskatisim visus iespejamos gadijumus:

e Ja a > 0, tad aizvietojot = ar 0 mes dabusim, ka P(a) < 0. Talak aizvietosim x ar a, lai ieguti,
ka P(3a) < 0, tadejadi katram k& > 0 ar 1pasibu, ka P(k) < 0, aizvietojot x ar k mes dabusim
P(2k + a) < 0. Tas nozime, ka kad = tiecas uz bezgalibu, P(z) ir negativs, lidz ar to, polinomam
P(z) ir negativs koeficients pie augstakas pakapes, kas nav iespejams.

e Jaa < —1, tad aizvietojot x ar 0 mes dabusim, ka P(a) < 0. Talak aizvietosim z ar a, lai ieguti,
ka P(3a) < 0, tadejadi katram k& < 0 ar 1pasibu, ka P(k) < 0, aizvietojot x ar k meés dabusim
P(2k 4+ a) < 0. Tas nozime, ka kad z tiecas uz minus bezgalibu, P(z) ir negativs, Iidz ar ko,
polinomam P(x) ir negativs koeficients pie augstakas pakapes, kas nav iespejams.

e Ja—1<a<0,, tad aizvietojot x ar —1 mes dabusim, ka P(a — 2) < 0. Talak aizvietosim z ar
a—2, lai iegutu, ka P(3a—4) < 0, tadejadi analogiski ka iepriekseja gadijuma mes varam secinat,
ka kad x tiecas uz minus bezgalibu, P(x) ir negativs, lidz ar ko, polinomam P(z) ir negativs
koeficients pie augstakas pakapes, kas nav iespejams.

Esam izskatijusi visus iespejamus gadijumus un secinam, ka vienigais atrisinajums ir P(z) = 0.

9. piemers. Dots polinoms P(z) ar veseliem koeficientiem un tris dazadi veseli skaitli a, b, c.
Pieradit, ka nevar gadities ta, ka P(a) = b, P(b) = ¢, P(c) = a.
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Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka P(a) = b, P(b) = ¢, P(c) = a. Tad no Bezu lemmas izriet, ka

a—>b|Pla)—Pb)=b—c
b—c|P(b)—Plc)=c—a

Tas nozime, ka eksisté veseli skaitli z,y, z ar Ipasibu, ka (¢ —b)z = (b —¢) un (b — c)y = (c — a)

un (¢ —a)z = (a — b). Sareizinot Sos tris vienadojumus, iegusim, ka (a — b)(b — ¢)(c — a)zyz =
(a —b)(b— c¢)(c — a), kas nozime, ka xyz = 1. Tas nozime, ka, nezaudejot visparigumu, z =y =z = 1
vai z =1 un y = z = —1. Aplukosim pirmo gadijumu

a—b=b-c a+c=2b

b—c=c—a — (b+a=2¢c = a=b=c

c—a=a—-b c+b=2a

kas ir pretruna ar to, ka a,b,c ir dazadi. Savukart otraja gadijuma iegusim, ka b —a = b — ¢ un
¢ —b=c— a, kas nozime, ka a = c un a = b, kas atkal ir pretruna to, ka skaitli a, b, ¢ ir dazadi.

10. piemers. Dots polinoms P(z) ar veseliem koeficientiem un vesels skaitlis n > 3. Pieradit,
ka katram realam z, kuram izpildas P(P(--- P(x)---)) = z, ar1 izpildas P(P(z)) = x.

vV
n reizes

Atrisinajums. leviesisim virkni zg,xq, 29, - ar Ipasibu, ka 2o = x un xy = P(x,_1) katram
naturalam k. Apzimesim x;,; — x; ar d;. Tad no Bezu teoremas seko, ka

di = Tig1 — X ‘ P(%’H) - P(%) = Tjyo — Tig1 = dip1

visiem ¢ > 0, Iidz ar ko |dy| < |di| < -+ < |d,|. Tacu péc uzdevuma nosacijuma x,, = xg, kas nozime,
ka dy = d,,, kas kopa ar ieprieksejo faktu dod |do| = |d1| = -+ = |d,].

Apskatisim visus iespejamos gadijumus:

e Jady=4d; #0, tad zg # x1 un z¢y # x5. No ta seko, ka dy = dy = dy, jo citadi dy = —d; jeb
T1 = x3 # To, kas nozime, ka visiem k > 2 izpildas x, = 1 # xg vai xp = x9 # ¢, kas ir pretruna
ar to, ka x, = xo. Analogiski spriezot més varam pieradit, ka d3 = dy,dy = dy un ta talak lidz
dp—1 =dy. Lidz ar to x,, = xg+do +dy + - - - + dpy_1 = ¢ + ndy # x0, kas ir pretruna.

e Ja dy = —dy, tad x5 = x¢ jeb P(P(x)) = x, kas bija japierada.

11. piemers. Dots polinoms P(z) ar veseliem koeficientiem ar 1pasibu, ka
P(1) =1,P(2) = 8, P(3) = 27, P(5) = 125, P(6) = 216, P(7) = 343

Kada ir izteiksmes | P(4)| mazaka iespgjama vertiba?

Atrisinajums. Ta ka skaitli 1,2,3,5,6,7 ir polinoma P(z) — 2® saknes, tad
P(x) = 2" = (z = (z = 2)(x = 3)(x = 5)(x = 6)(x - NQ(z)
kur Q(z) ir kaut kads polinoms ar veseliem koeficientiem. Lidz ar to

Px) =2+ (x —1)(z —2)(z — 3)(x — 5)(x — 6)(z — 7)Q(x)
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Aizvietosim x ar 4. Dabusim, ka

P4)=4"+(4-1)(4—-2)4-3)(4—-5)(4—-6)(4—-T7)Q(4)
P(4) = 64 — 36Q(4)

Apzimesim @(4) ar t. leverojam, ka ¢ ir vesels skaitlis, jo Q(z) ir polinoms ar veseliem koeficientiem.
Lidz ar to, visas iespejamas izteiksmes |P(4)] ir forma |64 — 36t|. Ieverojam, ka |64 — 36t| > 28 visiem
t < 1un |64—36t] > 44 visiem ¢t > 3. Tacu jat = 2, tad |64 —36t| = 8. Tadejadi secinam, ka izteiksmes
|P(4)| mazaka iespejama vertiba ir 8.

12. piemers. Dots naturals skaitlis n un polinoms P(x) ar realiem koeficientiem ar 1pasibu, ka
deg P(z) = n un
k
Pk)=——
(k) k+1

visiem k£ = 0,1,2,...,n. Atrodiet izteiksmes P(n + 1) vertibu.

Atrisinajums. Definesim polinomu Q(z) = (v + 1)P(z) — z. Tad degQ(z) = n + 1 un skaitli
0,1,2,...,n ir polinoma Q(x) saknes. Lidz ar to

Qx) = ca(r —1)(z = 2)---(x —n)
kadam realai konstantei c. Ieverojam ar1, ka Q(—1) = (=1 + 1)P(—1) — (=1) =1 jeb
c(—1)(-1-1)(-1=-2)---(-1=n)=1

kas nozime, ka

B (_1)n+1
- (n+1)!
Tatad Q(x) = %x(m —1)(z —2) - (x — n). levietojot = vieta n + 1 sanaks, ka
Qn+1)= E;?n;;(n—kl)(n—i—l— Dn+1-2)---(n+1—n)
_ (_1)n+1 | — (_1\n+1
Q(n+1) (n+1)!(n+1). (-1)

Péc polinoma Q(x) definicijas, meés zinam, ka

(n+1+DPn+1)—(n+1)=(-1)""
(1 2)P(n+1) = (1) £+ 1
()" 4+n+1

Pn+1) = )

kas nozime, ka P(n + 1) = .25 ja n ir para, un P(n + 1) =1 ja n ir nepara.

13. piemeérs. Dots polinoms P(z) = z™ + az" ' +...4+a,_1x +a, ar realiem koeficientiem un

veseli skaitli zg > z1 > -+ > x,,. Pieradit, ka kaut viens no skaitliem |P(zo)|, |P(z1)], ..., |P(z,)|
Ir vismaz ;’—,'l
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Atrisinajums. Ta ka deg P(x) = n, tad izmantojot skaitlus zg,z1,...,z, meés varam izteikt P(x)
izmantojot Lagranza interpolaciju. Tatad

fi()
fi(zi)’

P(z) = Z P(z;) -

kur fi(z) = (x —x1) - (v — xi—1)(x — x441) -+ - (¥ — xp41). leverojam, ka abas puses koeficientiem pie
attiecigajam pakapem jabut vienadam. Apskatisim koeficientus pie x™:

Pl
1_;f'(37i)

jo koeficients pie 2" polinomam f;(z) ir 1. Ta ka xg, 21, ..., x, ir dilstosa veselu skaitlu virkne, tad
. . n!
[filzi)] = lo =@z = @iaa| |2 = @i |- o = 2an| 2 d(n =9l = =
Pienemsim, ka |P(xy)| ir lielakais no |P(xo)|, |P(z1)], ..., |P(z,)| kadam 0 < k < n. Izmantojot ieguto

rezultatu, var secinat, ka

n

| < Zn: |P($i)l < Zn: |P(9'Ck)| _ [P(x)| S G = |P(ay)] z

Cr

lidz ar ko |P(zx)| > Z.
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