1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Dots, ka b un c ir naturali skaitli un kvadratvienadojuma z? — bx + ¢ = 0 realas
saknes ir z; un x,. Pieradit, ka a) z3 + 3 + 2017; b) x3 + x3 ir naturals skaitlis.

Atrisinajums. No Vjeta teoremas izriet, ka 1 + x9 = b un x129 = c. Tatad gan saknu summa, gan
saknu reizinajums ir naturals skaitlis un abas saknes ir pozitivas.

e a) Parveidojam doto izteiksmi:
2+ 23 + 2017 = o] + 2x129 + 75 — 22179 + 2017 = (21 + 22)? — 20109 + 2017 = b? — 2¢ + 2017

Ta ka naturala skaitla kvadrats ir naturals skaitlis un naturalu skaitlu summa vai starpiba ir
vesels skaitlis, tad b* — 2¢ + 2017 ir vesels skaitlis, Iidz ar to 23 + 23 + 2017 ar1 ir vesels skaitlis.
Nemot vera, ka 3 + 22 + 2017 > 0, secinam, ka z? + 23 + 2017 ir naturals skaitlis.

e b) Parveidojam doto izteiksmi:
o3+ 1 = (zy + 20) (27 + 23 — 2129) = b(b* — 2¢) — cwywo(w + 71) = b(b? — 2¢) — cb = b — 3bc

Ta ka naturala skaitla kubs ir naturals skaitlis un naturalu skaitlu starpiba ir vesels skaitlis. Ta
ka 2% + 23 > 0, tad 2% + 23 ir naturals skaitlis.



2.uzdevums Doti moniski tresas pakapes polinomi P(x),Q(z) ar Ipasibu, ka vienadojumiem
P(z) =0,Q(x) = 0 un P(z) = Q(z) kopa ir 8 dazadas saknes. Pieradit, ka abas - mazaka un
lielaka no tam - saknes nevar but vienlaikus polinoma P(x) saknes.

Piezime: monisks polinoms ir polinoms, kuram koeficient pie augstakas pakapes ir vienads ar 1.

Atrisinajums. Ieverojam, ka deg(P(z) — Q(x)) < 2, jo ta ka abiem polinomiem koeficients pie 23 ir
vienads ar 1, tad atnemot tos, Sis koeficients saisinasies. Nemot vera to, ka kopa ir jabut 8 dazadam
saknem, tad abiem polinomiem P(x) un Q(z) ir tiesi tris dazadas saknes, un polinomam P(x) — Q(x)
ir tiesi divas dazadas saknes. Lidz ar to mes varam parrakstit Sos polinomus sekojosi:

P(x) = (z — ar)(z — as)(z — as)

Q(x) = (z = bi)(z — by)(x — b3)
P(z) = Q(z) = d(z — c1)(z — ¢2)
No ta seko, ka

(x —a1)(z —az)(x —az) — (x — by)(x — by)(x — b3) = d(z — 1) (x — ¢2)

Pienemsim, ka saknes a; un ay ir attiecigi lielaka un mazaka no visam saknes. Aizvietosim iegiitaja
sakariba x ar a;. Tad

— (CLl — bl) (CLl — bQ) (CLl — bg) = d(CLl — Cl) (CLl — CQ)
| A N — S — —— e ——
>0 >0 >0 >0 >0
no ka var secinat, ka skaitlis d ir negativs. Tagad aizvietosim iegiitaja sakariba x ar as. Tad
— (ag — bl) (a2 — bg) (CLQ — bg) = d(&z — Cl) (ag — CQ)
—_—— —— —— —_—— ——
<0 <0 <0 <0 <0

no ka var secinat, ka skaitlis d ir pozitivs, ka ir pretruna. Lidz ar to, abas - mazaka un lielaka no tam
- saknes nevar but vienlaikus polinoma P(x) saknes. Prasitais ir pieradits.



3.uzdevums Dots polinoms P(x) ar pakapi n > 1 un realiem koeficientiem. Pienemsim, ka
vienadojumam P(P(P(z))) = P(x) ir n® dazadas realas saknes. Pieradit, ka §1s saknes var sadalit
divas grupas ar vienadu aritmetisko videjo.

Atrisinajums. Definesim polinomus Q(z) = P(P(P(z))) — P(z) un R(z) = P(P(x)) — z. Nemam
vera, ka visas polinoma R(x) saknes ar1 ir polinoma @Q(z) saknes. Pienemsim, ka reali skaitli ry, 7o, ..., 7,3
ir polinoma Q(z) saknes un 7q,79,...,r,2 ir polinoma R(x) saknes. Pienemsim, ka P(x) = a,z" +
Ap_12" L+ ...+ aix + ag, pie tam a, # 0.

Veicot kompozicijas darbibas, iegtistam ka

R(z) =
=P(P(x)) —x =
= ap(anr™)" + an(n(anz™)" H(ap_12" 1)) + A(x) =

2_
= " 4 nala,_ 2+ Alz)

kur A(x) ir polinoms ar deg(A(x)) < n? — 2. No Vjeta teorémas més varam dabit, ka

™M +7ro+...+7T2 = — 1y n- = —ln-
Analogiski mums ir
Q(x) =
P(P(P(x))) — P(x) =
= an(an(ana™)")" + an(n(ay ™ a™)" " (nafa, 2™ 1)) B(x) =
an +n+1xn 4 n2 n +nan71x B(l’)

kur B(z) ir polinoms ar deg(B(z)) < n® — 2. Analogiski no Vjeta teoremas meés varam dabut, ka

n2a” a1 —n2a,_q
rit+ret ..+ = ] = a
7’1 n
Kopa ar ieprieksejo rezultatu tas dod
2 2
—n*a,_1 —na,_1 —(n*—n)a,_1
Tr2y1 + 7240+ ...+ 13 = - =
Qp Qp, Qp
Beidzot, pamanisim, ka
T1+T2+...+Tn2 . —Ap—1 . 7’”2+1—|—...—|—Tn3
n? na, n3 —n?
kas nozime, ka grupas (r1,7r2,...,7,) un (7,241,249, ..., ,3) apmierina uzdevuma doto nosactjumu.

Ieverojam, ka meés vienmer varam iegiit Sis grupas, Iidz ar ko prasitais ir pieradits.



4.uzdevums Sakuma datora atmina ir tikai polinoms P(x) = z* — 1. Katru sekundi dators vai
nu izvelas vienu patvaligu polinomu no savas atminas @(x) un saglaba sava atmina polinomus
Q(2? — 1) un Q(x)? — 1, vai nu izvelas divus patvaligus polinomus no savas atminas R(z) un
S(x), un saglaba sava atmina polinomu w. Neviens polinoms nepaziid no atminas. Vai

var gadities ta, ka pec kada laika datora atmina bus polinoms T'(z) = % — 17

Atrisinajums. Definésim skaitli u = 1 V5 kas ir vienadojuma u? — 1 = wu sakne, un pieradisim
> 2 )
sekojoéu apgalvojumu.

Apgalvojums. Visiem polinomiem, kas atrodas datora atmina izpildas f(u) = u.
Pieradijums. Ta ka P(u) = u?> — 1 = u, tad pasa sakuma misu apgalvojums izpildas. Tagad
apskatisim divus gadijumus:

e Ja dators izvelas vienu patvaligu polinomu no savas atminas Q(z) ar 1pasibu, ka Q(u) = u, un
saglaba sava atmina polinomus Q(2? — 1) un Q(x)? — 1, tad ir viegli pamanit, ka

Q-1 =Qu)=u un Qu’-1=uv*-1=u
kas nozime, ka jauniem polinomiem ar1 izpildas miisu apgalvojums.

e Ja dators izvelas divus patvaligus polinomus no savas atminas R(z) un S(x)ar ipasibu, ka R(u) =

R(x)+5(
2

S(u) = u, un saglaba sava atmina polinomu 2) tad ir viegli pamanit, ka

R(u)+ S(u)  u+u
2 2

=Uu

kas nozime, ka jaunam polinomam ar1 izpildas musu apgalvojums.

Apkopojot iegutos rezultatus, var secinat, ka datora atmina var paradities tikai tie polinomi, kuriem
izpildas dota 1pasiba, Iidz ar to mes esam pieradijusi velamo apgalvojumu.

Tadejadi, ja polinoms T'(z) var paradities datora atmina, tad jaizpildas T'(u) = (”21_0#

jeb u?%® = 1024(u + 1), tacu

-1 =u

w8 > 2102 5 912 — 1024(3 + 1) > 1024(u + 1)

kas ir pretruna. Lidz ar to mes secinam, ka polinoms 7'(x) nevar paradities datora atmina.



2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Dots polinoms P(z) ar veseliem koeficientiem un tris dazadi veseli skaitli a,b, ¢
ar 1pasibu, ka |P(a)| = |P(b)| = |P(c)| = 1. Pieradit, ka $§im polinomam nav veselo saknu.

Atrisinajums. Pienemsim pretejo jeb ka eksisté vesels skaitlis d ar 1pasibu, ka P(d) = 0. No Bezu
lemmas izriet, ka

d—all
d—b|1
d—c|l

Ta ka skaitli a, b, ¢ ir dazadi, tad art skaitli d —a,d — b, d — ¢ ir dazadi un visi tris skaitli dala vieninieku,
tacu veselo skaitlu skaits, kas dala vieninieku ir divi, kas ir 1 un —1. Pretruna.



2.uzdevums Dots polinoms P(z) ar veseliem koeficientiem, kuram ir 100 dazadas veselas sak-
nes un divi pirmskaitli p un ¢. Ne-konstantes polinoms Q(z) ar veseliem koeficientiem dala
polinomu P(x) + pg. Pieradit, ka deg Q(x) > 13.

Atrisinajums. Pienemsim ka skaitli ai, as, - ,ajgo ir polinoma P(x) dazadas saknes. Ta ka Q(x)
dala P(x) + pq, tad eksiste tads polinoms R(z), ka P(x) + pq = Q(x)R(z) visiem realiem z. Lidz ar to
mums jaizpildas

Q(a:)R(a;) = pq
visiem 1 <7 < 100. No ta seko, ka Q(a;) € {1, £p, £q, £pq} jeb pie katra a; polinoms @Q(a;) pienem
kadu no sim 8 vertibam.
No Dirihle principa izriet, ka Q(x) piepiem kaut kadu vienu un to pasu vertibu vismaz (%W =13
reizes. Kopa ar faktu, ka Q(z) ir ne-konstantes polinoms, tas nozime, kas deg@Q(z) > 13, kas bija
japierada.



3.uzdevums Pieradit, ka neeksiste dazadi polinomi P(z) un Q(x) ar vismaz vienu sakni, kuriem
P(1+z+Q@)?) = Q1+ + P(x)?)

izpildas visiem realiem x.

Atrisinajums. Pienemsim, ka p un ¢ ir attiecigi polinomu P(z) un Q(x) saknes. Ieverojam, ka

P(p)* —Q(p)* = =Q(p)* <0< P(9)* = P(q)* — Q(q)*,

kas nozime, ka eksiste tads skaitlis a, kuram P(a)?—Q(a)? = 0. Aizvietosim z ar a sakuma vienadojuma.
Dabtjam, ka

P(b) = Q(b)

kur b = 1+ a + P(a)?. Ta ka polinomi P(z) un Q(x) ir dazadi, tad vienadojumam P(z) = Q(z) ir
galigs saknu skaits. Apzimesim ar m lielako vienadojuma P(z) = @Q(x) sakni. Aizvietosim x ar m
sakuma vienadojuma. Dabtjam, ka

P(1+m+Q(m)*) = Q(1+m+ P(m)?)

Tacu 1 +m + Q(m)?> = 1+ m + P(m)? > m, kas ir pretruna ar to, ka m ir lielaka vienadojuma
P(z) = Q(z) sakne. Lidz ar to tadu polinomu neeksisté, kas bija japierada.



4.uzdevums Dots polinoms P(z) ar realiem koeficientiem ar pakapi n un ar ipasibu, ka
|P(x)] <1 visiem z € [0, 1]. Pieradit, ka

[P(=p)l<2mH -1

Atrisinajums. Definesim sekojoso virkni: z; = % visiem 0 < 7 < n. Tad no uzdevuma dota

nosacijuma seko, ka
|P(x;)| <1
visiem 0 <7 < n. Tagad visiem 0 < ¢ < n definesim
filw) = (x — o) (x —wia)(x — wip) - (T — ) =
S =) - B - B - ) =

:ﬁnx(n:p—1)---(n:17—z'+1)(nx—i—1)---(nx—n)

Pamanisim, ka tad mums ir

file) = Fi(E) = il = 1) (=i i =i = 1) (i =) =
_ % 1) (= )
ka ar1
f2) = (L= 1) (L= i (L= i = 1) (<1 ) =

Izmantojot Lagranza interpolaciju mes varam iegiit, ka
- fi(z) )
P(x) = P(x;) -

Tagad ievietojot = vieta skaitli —}1 un panemot no abam pusem moduli, mes dabiijam
n 1 (_1)n . (@+1)!
P Z;) - nt - i+l

(e etz

P2l =

(_1)71, . (n+1)!
i+1
(=14l (n—1)!

~
=

(z:)]

IA

(n+1)! N
= i—0 ((Z + 1! (n—1q)! - — (Cn—H)
n+1
= Z (C’;+1) - 02+1 _gn+l _
i=0

kur meés izmantojam to, ka |P(z;)| < 1 visiem 0 < ¢ < n un ka |z + y| < |z| + |y| visiem realiem
skaitliem z un y.



