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1 Ievads

Sis materials ir papildinajums pagajusa gada materialam par lenkiem un ietver divas jaunas apakstemas
— rinka Iiju pieskarsanos un izogonales. Lidz ar to lasitajam, kurs nav pazistams ar lenku pamatkon-
ceptiem, ir jasak ar pagajusa gada materiala ripigu caurskatisanu. Majasdarba biis uzdevumi gan par
St gada, gan par pagajusa gada materialos aplukotajam temam.

2 Tris punkti uz vienas taisnes

Biezi kados uzdevumos ir japierada, ka tris punkti atrodas uz vienas taisnes. Pienemsim, ka mes gribam
pieradit, ka punkti X, Y, Z atrodas uz vienas taisnes tiesi Sada seciba. Ir divi populari veidi ka to var
izdarit:

e pieradit, ka /XY Z = 180°%;

A

Abi veidi ir diezgan efektivi, tacu izmantojot tos vienmer ir jabut loti uzmanigam, lai visa spriedumu
gaita nejausi neizmantot to, ka punkti X,Y,Z atrodas uz vienas taisnes. Sados gadijumos biezi var
palidzet atseviski uzzimet zimejuma dalu ta, lai punkti XY, Z nebutu kolineari, kas laus nejausi
nepienemt faktus, kas vel nav pieraditi.

3 Rinka liniju pieskarSanas

3.1 Teorija

Kaut kados uzdevumos ir japierada, ka divas rinka linijas pieskaras. Ir divi acimredzami veidi, ka varetu
meginat sadus uzdevumus risinat:

e pieradit, ka abu rinka Iiiju centri un divu rinka Iiiju kopigais punkts atrodas uz vienas taisnes;

e pieradit, ka, ja novelk pieskari vienai no rinka Imijam abu rinka Imiju kopigaja punkta, tad
novilkta taisne ir arT pieskare otrai rinka linijai.



Pirmais veids nav tik populars un efektivs ka otrais veids, bet tas nenozime, ka to vajag pilniba izslegt,
kad apsver, ka varetu pieradit prasito. Visos uzdevumos Saja materiala mes diemzel izmantosim tikai
otro veidu. Ieverosim sekojosas lietas

e ja uzdevuma prasits pieradit, ka trijsturu AXY un ABC apvilktas rinka Imijas pieskaras, tad
mes vilksim pieskari trijstira AXY apvilktai rinka linijai punkta A un meginasim pieradit, ka
iegtita taisne ir pieskare ar1 trijstura ABC' apvilktai rinka Iijai

e ja uzdevuma prasits pieradit, ka trijstura XY Z un ABC apvilktas rinka Imijas pieskaras, tad
vispirms mums ir jaatrod un ir japierada, ka Stm divam rinka linijam ir kopigs punkts. Sis
kopigais punkts visticamak tiks definets neatkarigi no abam rinka Imijam jeb, citiem vardiem
sakot, tas bus dotas uzdevuma konfiguracijas ipasais/svarigais/magiskais punkts, kas ir jadefine.
Talak ir japierada, ka trijstura XY Z un ABC apvilktas rinka Iija iet caur So punktu un peéc
tam var pieradit prasito, novelkot pieskari vienai no rinka Imijam kopigaja punkta un pieradot,
ka ta ir pieskare ar1 otrai rinka Imijai.

Lemma, ko aplukosim talak butiba ir saisinajums (modernak gan butu teikt shortcut) argumentam, ka
var pieradit, ja ir pieskare vienai rinka linijai, tad ir pieskare art otrai rinka Iiijai.

Lemma. Doti divi trijsturi AXY un ABC. Ja /BAX = /BCA+ ZAY X, tad trijsturu AXY
un ABC apvilktas rinka linijas pieskaras.

Pieradijums. Novilksim pieskari ¢ trijstura ABC' apvilktai rinka Iiijai un uz tas atliksim punktu T
ka paradits zimejums. No pieskares ipasibas izriet, ka /TAB = Z/BCA. leverosim, ka

LTAX = ZXAB — /TAB = /BCA+ LAY X — /BCA = ZAY X

No apgrieztas pieskares 1pasibas izriet, ka ¢ ir trijstura AXY apvilktas rinka Iiijas pieskare. Tas
nozime, ka abas rinka Iijas pieskaras punkta A, kas arT bija japierada. Ir verts atzimet, ka

e lemma strada arl otra virziena, ja trijsturu AXY un ABC' apvilktas rinka Iiijas pieskaras, tad
/BAX = /BCA+ ZAY X

e alternativi lemma strada ari, ja pierada, ka ZCAY = Z/CBA+ ZAXY .



Zinot lemmu, risinajums reducejas uz ” ja es pieradu, ka sis lenkis ir to divu lenku summa, tad uzdevums
ir atrisinats” , bet tikpat labi var vienkarsi pa stulbo pieradit, ka, ja mums ir pieskare vienai rinka Iiijai,
tad ta ir ar1 pieskare otrai rinka Imijai. Konceptuali zinat lemmu nav tik svarigi — tas ir tikai neliels
shortcut.

3.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers Punkti A, B,C, D un E atrodas uz vienas rinka Imijas ar 1pasibu, ka AD = BC.
Taisnes AD un BC' krustojas punkta F. Trijsturu C EF un ABF apvilktas rinka linijas krustojas
punkta P. Pieradit, ka trijsttiru BDF un BEP apvilktas rinka linijas pieskaras.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim sekojosu apgalvojumu.

Apgalvojums. Taisne F'D ir trijstura PAE apvilktas rinka linijas pieskare.

Pieradijums Pieradisim, ka /EFAD = ZAPEFE, kas pieradis prasito. Apziméjam /BAE = a un
/ZBAD = . leverosim, ka ta ka AD un BC, tad ABCD vienadsanu trapece no kurienes izriet, ka
/BAD = ZABC = ZFPA, kur mes vel papildus izmantojam to, ka ap cetrsturi FPAB var apvilkt
rinka Imiju. Tacu ZBCFE = ZFCFE = 180° — «, jo ap cetrsturi ABC'E var apvilkt rinka liniju, tapec
ZFPE = «a, jo ap cetrsturi FPEC var apvilkt rinka liiju. Secinam, ka

/APE = /FPFE — /FPA=«a—(=/BAFE — /BAD = /DAF,
ko meés ar1 gribejam pieradit.
Pienemsim, ka taisne /¢ ir trijstura BDF' apvilktas rinka linijas pieskare punkta B un uz tas atlik-
sim punktu 7' ka attelots ziméjuma. leverosim, ka /T BF = /BDF = x. Apzimesim /PBF = y. Ja

mes pieradisim, ka /TBP = ZBEP, tad taisne / ir trijstuira BE P apvilktas rinka linijas pieskare, kas
nozime, ka §is abas rinka liijas pieskaras.

leverosim, ka /BDF = /BDA = /BFEA = x un /FBP = /FAP = ZAEP = y, kur més iz
mantojam to, ka F'D ir trijstura PAFE apvilktas rinka linijas pieskare. Secinam, ka

{BEP =/BFEA+ /AEP =x+vy = /ZTBF + Z/PBF = /TBP,

kas ar1 bija japierada.



2.piemers Dots saurlenku trijsturis ABC, kuram AB > AC. Punkti D, E, F ir augstumi
pamati, kas vilkti attiecigi no virsotnem A, B, C'. Punkts S ir taiSnu EF un BC' krustpunkts.
Pieradit, ka trijsturu AEF un DES apvilktas rinka linijas pieskaras.

Atrisinajums. No lemmas izriet, ka mums pietiek pieradit, ka ZDEF = /BAC + ZESD. Izteiksim
Sos tris lenkus ar ZA, /B, ZC.

e No trijstura £C'S areja lenka 1pasibas izriet, ka /C = ZCES + ZESD, kas nozime, ka ZESD =
LC — LCOES = £C — LAEF. leverosim, ka ap cetrsturi BCEF var apvilkt rinka lIiniju, jo
/BEC = /BFC = 90°, tapec ZAEF = ZABC = /B. Lidz ar to secinam, ka /ESD =
/C — /B;

e Pec definicija LZBAC = ZA,;

e leverosim, ka ZDEF = 180° — ZDEC — ZAEF. Esam ieguvusi, ka ZAEF = ZB. Piedevam ap
cetrsturi ABDFE var apvilkt rinka Iiniju, jo ZAEB = ZADB = 90°, tapec ZDEC = ZABD =
/B. Secinam, ka Z/ZDEF = 180° — 2/B.

Lidz ar mums pietiek parliecinaties, ka

LDEF = /BAC + ZESD
180° —24B =LA+ £ZC — 4B
180° = LA+ ZC + 4B

Pedeja vienadiba ir patiesa no trijstura ABC' lenku summas.



3.piemers Dots izliekts cetrsturis ABC'D, kuram ZABC > 90°, ZCDA > 90° un Z/DAB =
/ZBCD. Punkti E un F' ir attiecigi punkta A attelojumi pari BC un C'D. Taisnes AE un AF
krusto attiecigi taisni BD punktos K un L. Pieradit, ka trijstuira BEK un DF'L apvilktas rinka
linijas pieskaras.

Atrisinajums. Ar A’ apzimesim punkta A attelojumu pari BD. Vispirms pieradisim, ka A" atrodas
wz ©(BKE) un ©(DFL). Taka BD ir AA’ vidusperpendikuls, no simetrijas secinam, ka ZDA'L =
ZLAD. Dots ar1, ka punkti A un F' ir simetriski pret taisni C'D, tadel no simetrijas ZLAD = ZDF'L.
Tatad ZDA'L = /ZDFL, kas nozimé, ka A’ atrodas uz vienas rinka linijas ar punktiem D, F, L.
Analogiski var iegiit, ka A’ pieder rinka limijai ©(BKE).

Pagarinasim C'B lidz krustpunktam ar AF, ko apzimesim ar X, un C'D lidz krustpunktam ar AF,
ko apzimesim ar Y. No simetrijas (vidusperpendikuli) tad ZCY A = ZAXC = 90°, tadel cetrsturim
Y AXC var apvilkt rinka Imiju. Talak izsakam lenkus, izmantojot trijsturu arejos lenkus un ievilktu
cetrsturu 1pasibas

/ALD + /AKB = (/ADB — /LAD) + (/ABD — /BAK) =
— (LADB + ZABD) — Z/LAD — /BAK = 180° — /DAB — /LAD — /BAK =
= 180° — ZLAK = 180° — /YAX = /YCX = /DCB = /BAD.

No simetrijas zinams, ka ZBA'D = /ZBAD, tade]l varam secinat, ka ZBA'D = ZALD + LAKB.
Papildus no simetrijas ar1 iegustam, ka ZA'LD = ZALD un ZA'KB = ZAK B. Tad varam izteikt

/BA'D = /A'LD + Z/A'KB.

Pienemsim, ka ©®(F LDA’) novilkta pieskare T A’ punkta A’. Tad LT A’D = ZA’LD no hordas-pieskares
lenka. Izsakot
/BA'T = /BA'D — /TA'D = /BA'D — Z/A'LD = Z/A'KB,

no lemmas izriet prasitais.



4. piemers Divas rinka linijas w; un ws krustojas punktos X un Y. Caur punktu Y ir novilktas
divas taisnes, kas krusto w; un ws punktos A, B un C, D attiecigi. Taisne AD krusto rinka Imijas
wp un wy attiecigi punktos P un (). Ja zinams, ka Y P = Y Q, tad pieradit, ka trijsturu BC'Y un
PQY apvilktas rinka linijas pieskaras.

Atrisinajums. No lemmas izriet, ka mums ir pietiekami pieradit, ka ZCYP = ZYQP + £ZY BC.
leverosim, ka ZACY = ZYPQ = ZYQP = /Y BD, kas nozime, ka ap cetrsturi ACBD var apvilkt
rinka Imiju. Piedevam ZYQP + £YBC = ZYBD + /Y BC = ZCBD. Tacu ta ka ap cetrstiri
ABCD var apvilkt rinka Imiju, tad ZCAD = 180° — ZCBD, kas nozime, ka ZCYP = ZCBD =
LY QP + Y BC, izmantojot to, ka ap cetrsturi CAPY var apvilkt rinka Imniju.



4 Izogonales

4.1 Definicijas un teoremas

[zogonales ir piemers lietai, kur koncepts, ko ta paskaidro ir loti vienkarss, bet matematiki nolema ka
vienmer izcelties un sim konceptam dod sarezgitu un atbaidosu nosaukumu. Pienemsim, ka mums ir

dots lenki ZABC.

Definicija. Taisnes [; un [y ir izogonales attieciba pret lenki ZABC, ja tas iet caur lenka
virsotni B un lenkis starp taisnem BA un [y ir vienads ar lenki starp taisnem BC' un ;. Citiem
vardiem sakot, taisnem [; un [y ir jabut simetriskiem attieciba pret lenka ZABC' bisektrisi.

Ja, mes (81 materiala autori) zinam, ka §1 definicija ir attieciba pret lenk /B un ka ziméjuma virsotne
B ir augsa. Atvainojiet par sagadatajam neertibam.

Definicija. Punkti P un @ ir izogonali konjugeti attieciba pret trijsturi ABC, ja taisnes AP
un AQ) ir izogonales attieciba pret lenki Z/BAC, taisnes BP un B() ir izogonales attieciba pret
lenki ZABC' un taisnes C'P un C(Q) ir izogonales attieciba pret lenki ZACB.
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Izogonali konjugeti punkti ir loti laba lieta, jo, ja mums tie paradas uzdevuma, tad mums ir doti tris
vienadu lenku pari (skatit zim&jumu). Bet vispirms mums ir japierada, ka sadi brinumi vispar eksiste.

Teorema. Pienemsim, ka ir dots trijsturis ABC un patvaligs punkts P. Tad punktam P eksiste
unikals izogonali konjugets punkts trijsturt ABC.




Y

Pieradijums. Novilksim divas taisnes — vienu, kas ir simetriska taisnei B P attieciba pret lenka ZABC
bisektrisi, un otru, kas ir simetriska taisnei C'P attieciba pret lenka ZACB bisektrisi. So divu taisnu
krustpunktu apzimesim ar (). Ieverosim, ka taisnes BP un B(Q ir izogonales attieciba pret lenki ZABC
un taisnes C'P un C'Q) ir izogonales attieciba pret lenki ZAC'B pec konstrukcijas.

Pieradisim, ka taisnes AP un AQ) ir izogonales attieciba pret lenki BAC. Ar XY, Z attiecigi apzimesim
punkta P attelojumu attieciba pret taisnem AB, BC,CA. No punktu X un Y definicijam seko, ka
/ABX = /ABP = /CBQ un ZCBY = Z/CBP = ZABQ. 1idz ar to

/XBQ = /ABX + /ABQ = /CBQ + ZCBY = /Y BQ

Ta ka BX = BP = BY, mes secinam, ka B(Q ir bisektrise vienadsanu trissturt BXY, kas nozime,
ka punkts () atrodas uz nogriezna XY vidusperpendikula. Veicot analogiskus spriedumus, meés varam
dabut, ka punkts () atrodas art uz nogriezna Y Z vidusperpendikula. Lidz ar to punkts @) ir trisstura
XY Z apvilktas rinka Imijas centrs. Tadel punkts ) atrodas uz nogriezna X Z vidusperpendikula.

Taka AX = AP = AZ, mes secinam, ka taisne AQ ir lenka X AZ bisektrise jeb /X AQ = ZZAQ. No
punktu X un Z definicijam seko, ka /BAX = Z/BAP un ZCAP = ZCAZ. 1Lidz ar to

1 1
LZAQ = §4ZAX = §(ABAX + /ZBAP 4+ LCAP + LCAZ) = LBAP + LCAZ
kas nozime, ka

LCAQ = /ZAQ — /CAZ = / BAP

Tadejadi, taisnes AP un AQ) ar1 ir izogonales attieciba pret lenki Z/BAC. Lidz ar to punkts @ ir
izogonali konjugets punktam P. Ieverojam ari, ka punkts () vienmer eksisté un ir unikals. Prasitais ir
pieradits.

Nakamais fakts ilustre to, ka izogonali konjugeti punktus var atrast, ja apluko trijsturt1 ABC diez
ko zinamu punktu pari.

Noderigs fakts. Dots trissturis AABC. Ar H un O attiecigi apzimesim trisstura ABC augs-
tumu krustpunktu un apvilktas rinka linijas centru. Tad punkti H un O ir izogonali konjugeti
trijsturt ABC.




Atrisinajums. Ta ka AH 1 BC, mes zinam, ka /BAH = 90° — ZABC'. No apvilktas rinka Iiijas
centra IpasSibam seko, ka trissturis AOC' ir vienadsanu un ZAOC = 2/ABC. Lidz ar to, ZCAO =
£(180° — LAOC) = 90° — LABC = ZBAH. Tas nozimé, ka taisnes AH un AO ir izogonales attieciba
pret lenki ZBAC.

Spriezot analogiski, var dabut, ka taisnes BH un BO ir izogonales attieciba pret lenki ZABC un
taisnes C'H un CO ir izogonales attieciba pret lenki ZAC'B. Lidz ar to punkti H un O ir izogonali
konjugeti trijsturt ABC', kas arT bija japierada.

Nakama lemma ir loti noderiga, jo no viena para ar izogonalem taisném mes varam uzkonstruet vel
vienu pari ar izogonalem taisnem. Lemmu nepieradisim, tacu to ir loti svarigi zinat.

Izogonalu lemma. Pienemsim, ka ir dots, ka taisnes BP un B(Q ir izogonales lenki ZABC'. Ar
X apzimesim taisnu AP un C'Q krustpunktu, un ar Y apzimesim taisnu AQ un C'P krustpunktu.
Tad taisnes BX un BY ir izogonales lenki ZABC.
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Talak visparinasim izogonali konjugetu punktu konceptu no trijstira uz c¢etrstiri.



Definicija. Punkti P un @ ir izogonali konjugeti cetrsturt ABC'D, ja taisnes AP un AQ ir
izogonales attieciba pret lenki ZBAD, taisnes BP un B() ir izogonales attieciba pret lenki ZABC,
taisnes C'P un C'Q) ir izogonales attieciba pret lenki ZBC'D, taisnes DP un DQ) ir izogonales
attieciba pret lenki ZADC.

C

Visparinot izogonali konjugétu punktu konceptu no trijstiira uz cetrsturi, mes diemzel nevaram vairak
apgalvot, ka katram punktam P eksiste unikals izogonali konjugets punkts Q).

Teorema. Dots punkts P, kas atrodas cetrstura ABC'D iekSpuse. Punktam P eksiste izogonali
konjugets punkts cetrsturi ABCD tad un tikai tad, ja ZAPB + ZCPD = 180°.

So teoremu nepieradisim, tacu interesanti var iepazities ar tas pieradijumu Vikipedijas lapa. Lai labak
saprastu So teoremu, apskatisim sekojoso piemeru:

Apzimesim nosacijumu ZAPB + ZCPD = 180° ar (x). Pienemsim, ka mums ir $ada konstrukcija:
izliekta cetrstura ABC'D iekspuse ir atlikti punkti P un @ ta, ka /BAP = /DAQ, ZABP = ZCBQ

un punktam P izpildas nosactjums (x).

No (%) izriet, ka punktam P eksiste tads punkts P’, ka punkti P un P’ ir izogonali konjugeti ¢etrsturl
ABCD. Tapec /BAP = /DAP" uwn ZABP = Z/CBP’'. Tas nozime, ka /DAQ = ZDAP' un
/ZCBQ = ZCBP', lidz ar ko taisnes AQ un AP’ sakrit, un taisnes BQ un BP’ sakrit. Tapéc to krust-
punkts ar1 sakrit jeb P’ = @, no ka seko, ka punkti P un @ ir izogonali konjugeti cetrsturt ABCD.
Lidz ar to ZBCP = ZDCQ un ZADP = ZCDQ un ta ka punktam () eksiste izogonali konjugets
punkts cetrsturt ABC'D, tad

LAQB+ ZCQD = 180°

kas ir nosacijums () punktam Q.

10



4.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers. Dots saurlenku trijsturis AABC ar augstumu AD. Uz nogriezna AD ir izvelets
punkts . Taisnes BE un C'E krusto nogrieznus AC un AB attiecigi punktos P un ). Pieradit,
ka AD ir lenka ZPD(Q) bisektrise.

A

C

Atrisinajums. leverojam, ka ZADB = ZEDC = 90°. Tas nozime, ka taisnes DA un DFE ir izo-
gonales lenki ZBDC'. Ta ka punkts P ir taiSnpu AC un BE krustpunkts, un punkts @) ir taisnpu AB
un C'E krustpunkts, izmantojot izogonalu lemmu, secinam, ka taisnes DP un D() ir izogonales lenkt
ZBDC. 1idz ar to taisnes DP un D@ ir simetriskas attieciba pret lenka /B DC' bisektrisi, kas ir taisne
DA. Citiem vardiem sakot, ZADP = ZADQ), kas ar1 bija japierada.
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2. piemers Dots cetrsturis ABC'D ar ipasibu, ka AB = BC un CD = DA. Punkts O ir
nogrieznu AC' un BD krustpunkts. Caur punktu O novilktas divas taisnes - pirma krusto no-
grieznus AB un C'D attiecigi punktos P un @, bet otra krusto nogrieznus AD un BC' attiecigi
punktos K un L. Taisnes PK un ()L krusto nogriezni AC attiecigi punktos X un Y. Pieradit,
ka OX = OY.

C

Atrisinajums. Ieverojam, ka no uzdevuma dotas 1pasibas izriet, ka punkts C' ir simetrisks punktam
A attieciba pret taisni BD. Ar L' un )’ apzimésim punktu L un ) atspogulojumus attieciba pret taisni
BD. Peéc simetrijas punkti L' un @)’ atrodas attiecigi uz nogriezniem AB un AD. Ar Y’ apzimesim
nogrieznu PK un Q'L’ krustpunktu. No krustlenku un simetrijas ipasibam seko, ka

/BOP = /D0OQ = /DOQ" wn /KOD = /LOB = /L'OB

Apgalvojums. Y’ atrodas uz nogriezna AQ.

Pieradijums. No lepku sakartbam izriet, ka taisnes OP un OQ)’ ir izogonales, un taisnes OK un OL'
ir izogonales lenkt /BOD. TakaY' = PKNQ'L'’ un A= PL'NQ'K, tad no izogonalu teorémas seko,
ka ZBOY' = ZDOA = 90° jeb abas taisnes AO un Y’O ir perpendikularas BD, no ka var secinat, ka
Y’ atrodas uz nogriezna AO.

Ta ka punkts Y’ tagad ir arl nogrieznu AO un PK krustpunkts, tad tas sakrit ar X jeb OX = OY".

No otras puses, ta ka punkts Y’ ir nogrieznu AO un 'L’ krustpunkts, tad pec simetrijas OY’ = OY'.
Saliekot visu kopa sanak, ka OX = OY’ = QY. Prasitais ir pieradits.

12



3.piemers. Dots saurlenku trijsturis AABC. Uz lenka Z/BAC bisektrises ir izvelets punkts D,
kas atrodas trijstura AABC iekspuse. Uz nogriezniem AB un AC' izveleti attiecigi tadi punkti

Eun F ta, ka /ZBCD = ZADF un ZCBD = ZADE. Pieradit, ka punkti B, C, E, F' atrodas uz
vienas rinka linijas.

’
\ <
- -
B ______ - ~s -7 C
““““““

Atrisinajums. Atliksim tadu punktu D', lai punkti D un D" butu izogonali konjugeti trissturt ABC.
Ta ka pec uzdevuma nosacijumiem punkts D atrodas uz lenka ZBAC bisektrises, tad art D" atrodas
uz tas, ka ar1t ZABD' = Z/CBD un ZACD' = Z/BDC'. Lidz ar to

/EBD' = /ABD' = Z/CBD = Z/ADE = 180° — ZEDD'

kas nozime, ka punkti B, E/, D, D’ atrodas uz viens rinka linijas. Spriezot analogiski més varam secinat,
ka punkti C, F, D, D’ arT atrodas uz viens rigka linijas.

Izmantojot sekantes 1pasibu, meés varam iegiit, ka
AE - AB = AD - AD' = AF - AC,

kas nozime, ka punkti B, C, E, I’ atrodas uz vienas rinka Iinijas. Prasitais ir pieradits.
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4.piemers. Dots cetrsturis ABC' D, kuram diagonales krustojas punkta F un taisnes AB un
CD krustojas punkta F. Uz taisnes E'F' ir izvelets punkt P, ka /BPE = ZCPFE. Pieradit, ka
/ZAPB = /ZCPD.

Atrisinajums. Apskatisim lenki ZBPC. Ta ka taisne PE ir 81 lenka bisektrise un punkti £ un F
abi atrodas uz §is taisnes, tad pec definicijas taisnes PE un PF ir izogonales lenki Z/BPC'.

leverojam, ka punkts A ir taisnu CE un BF krustpunkts, un punkts D ir taisnu BE un C'F krust-
punkts. Tadel no izogonalu lemmas izriet, ka taisnes PA un PD ir izogonales lenki /BPC. Tatad
ZAPE = DPE. Lidz ar to

LAPB = /APE - /BPE =/DPFE — Z/CPE = ZCPD,

kas bija japierada.
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5. piemers Dots trijsturis ABC, kura augstuma krustpunkts ir punkts H un apvilktas rinka
Iinijas centrs ir punkts O. Nogriezna AH vidusperpendikuls krusto nogrieznus AB un AC attiecigi
punktos D un E. Pieradit, ka taisne OA ir lenka ZDOF bisektrise.

B —C

Atrisinajums. Sakuma pieradisim, ka punkti H un O ir izogonali konjugeti ¢etrsturt BDEC. Ta ka
DFE ir nogriezna AH vidusperpendikuls, tad no simetrijas izriet, ka /DHFE = /DAFE = ZBAC. No
ortocentra definicijas seko, ka ZHBC = 90° — ZACB un ZHCB = 90° — ZABC'. Tadel

/BHC =180°—- /ZHBC — ZHCB = LZACB + LABC
kas kopa ar ieprieksejo rezultatu dod, ka
/BHC +/DHFE = ZACB + LZABC + ZBAC = 180°

no ka izriet, ka punktam H eksiste izogonali konjugets punkts cetrstirt BDEC'. Atceramies, ka trissturt
ABC punkti H un O vienmer ir izogonali konjugeti, Iidz ar ko ZABH = ZCBO un ZACO = /BCH.
No ta var secinat, ka ¢etrsttirt BD EC punktam H izogonali konjugets punkts ir tiesi punkts O. Tadejadi
/BDO =/EDH = /EDA uwn /CEO = /DFEH = /DFA.

No sadu lenku sakaribam izriet, ka taisne DA ir lenka ZODE areja bisektrise, un taisne E'A ir lenka
ZOED areja bisektrise. Ta ka trisstuira ODFE lenku ZODFE un ZOED arejas bisektrises krustojas
punkta A, tad punkts A ir trissturim ODFE pievilktas rinka Iijas centrs, kas nozime, ka taisne OA ir
lenka ZDOF bisektrise, kas bija japierada.

Piezime. Par trissturim pievilktu rinka Imiju sauc tadu rinka liniju, kas pieskaras vienai trijstura

malai no arpuses un abu parejo malu pagarinajumiem. Vairak par tas ipaSibam var palasit Vikipedijas
lapa.
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6. piemers Dots cetrsturis ABC' D ar ievilktas rinka Imijas centru I. Uz nogriezna BC' ir izveleti
punkti N un M ta, ka punkts N atrodas uz nogriezna BM. Punkts X ir nogrieznu AM un DN
krustpunkts. Trisstiros MNX, ADX, ABM,CDN ievilto rinka Imiju centri ir attiecigi punkti
Ji1, Jo, J3, Jy. Pieradit, ka punkti Jy, Jo, J3, Jy atrodas uz vienas rinka linijas.

Atrisinajums. Ieverojam, ka mums pietiek pieradit, ka ZJ3J1Jy + £J3JoJy = 180°. Ta ka ievilto
rinka Iiniju centri atrodas uz attiecigo trisstiiru bisektrisem, secinam, ka punkti M, J;, J3 atrodas uz
vienas taisnes un punkti NV, Ji, J; atrodas uz vienas taisnes. Tadejadi

1
L3Sy = ZM I N = 90° + EZMXN
No trijstura AX D iegustam, ka
1 1
LAJ,D = 90° + §4AXD =90° + iéMXN =/ZJ3J1Jy

Tadejadi mums pietiek pieradit, ka ZAJoD + ZJ3.JoJ, = 180° jeb ka punktam .J, eksiste izogonali
konjugets punkts cetrsturt AJ3JyD.

Apgalvojums. ZAIB+ ZCID = 180°.

Pieradijums. leverojam, ka jebkura cetrstiira lenku summa ir vienada ar 360°. Pamanisim, ka

LAIB+ £CID = (180° — ZBAI — ZABI) + (180° — £DCI — ZCDI) =
=360° — (LBAI + ZABI + ZDCI + ZCDI)

tacu punkts I atrodas uz visu Cetru cetrstiira lenku bisektrisem, mes varam secinat, ka

LAIB+ £CID = 360° — =(£/BAD + Z/CBA+ ZDCB + ZADC) = 360° — 180° = 180°

1
2
Tas nozime, ka ZAIJs + ZJy I D = 180°, no ka izriet, ka punktam I eksiste izogonali konjugets punkts
cetrsturt AJsJyD. Nemot vera faktu, ka ievilto rinka Iiju centri atrodas uz attiecigo trissturu bisek-

trisem, mes varam dabut, ka
1 1 1
LI AD = §4MAD = EABAD — EABAM =/BAIl — /BAJs = /IAJ3

Analogiski dabtijam vienadibu £Jo DA = ZIDJy. No ta izriet, ka punktam [ izogonali konjugets punkts
cetrsturt AJ3JyD ir punkts Js, kas no otras puses nozime, ka punktam J, eksiste izogonali konjugets
punkts cetrsturt AJzJyD.
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