1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums levilkta rinka Imija trijsturt ABC' pieskaras malam BC, CA un AB attiecigi
punktos D, E un F. Ar () apzimeésim otru AD un ievilktas rinka Iinijas krustpunktu. Pieradiet,
ka taisne FQ) iet caur nogriezna AF' viduspunktu tad un tikai tad, ja AC' = BC.
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Atrisinajums. Pienemsim, ka taisne E(@ krusto nogriezni AF punkta M. Ar X apzimeésim no-
grieznu EF un AD krustpunktu. Pamanisim, ka Cetrsturis QEDF ir harmoniskais, kas nozime, ka
(D,Q; X, A) = —1. Projicejot 3os punktus uz taisni AB caur punktu F, iegutam, ka

E

C

kur P ir taisnu AB un ED krustpunkts. Tas nozime, ka (P, M; F, A) ir harmoniskais ¢etrinieks. Sanak,

ka punkts M ir nogriezna AF' viduspunkts, tad un tikai tad, ja P ir punkts bezgaliba uz taisnes AB,
jeb AB || ED.

Tadejadi, mums paliek pieradit, ka AB || ED, tad un tikai tad, ja AC = BC. Ta ka CE un CD
ir pieskares, tad CE = CD.

e ja AB|| ED, tad ZCED = ZCAB un /DCE = ZBCA, kas nozimg, ka trijsturi DC'E un BC'A
ir Itdzigi, no ka seko, ka AC' = BC.

e ja AC = BC, tad no CE =CD un Z/DCFE = ZBCA seko, ka trijsturi DCE un BCA ir Iidzigi,
no ka seko, ka AB || ED.

Prasitais ir pieradits.



2.uzdevums Dots saurlenka trijsturis ABC ar ortocentru H. Punkts M ir malas BC' vidus-
punkts. Taisnes BH un C'H krustojas ar taisni, kas vilkta caur punktu A un ir perpendikulara
AM, punktos X un Y, attiecigi. Pieradiet, ka AX = AY.

Atrisinajums. Ar D, E un F apzimesim augstumu pamatus, kas ir vilkti attiecigi no punktiem A, B
un C'. Sanak, ka ZAFH = ZAEH = 90°, kas nozime, ka punkti A, E, H, F' atrodas uz rinka Imijas
ar diametru AH. Nosauksim to par w. Ar K apzimesim taisnpu BC un EF krustpunktu un ar L
apzimesim taisnes K H un w krustpunktu.

No 2. fakta izriet, ka (K, D;B,C') = —1. Projicésim Sos punktus uz w caur punktu H. Iegustam,
ka
—1=(K,D;B,C)Z (L, A E, F).

Taka Z/BFC = ZBEC = 90°, tad punkti B, F, E, C' atrodas uz rinka liijas ar centru M. Ieverojam,
ka

/FEM =/FEB+ /BEM = /FCB+ /EBM = /ZHCB+ ZHBC = 180° — ZBHC' =

= 180° — ZEHF = /EAF,

kur mes izmantojam, ka BM = EM ka radiusi. Lidzigi, ZEFM = FAF, kas nozime, ka M E un M F
pieskaras w. Ta ka LFAFE ir harmoniskais cetrsturis, tad punkti A, L, M atrodas uz vienas taisnes.
Pamanisim, ka ZALH = 90°, jo tas balstas uz diametru, no ka izriet, ka K L1 AM. Tas nozime, ka
KL || XY, jo §is abas taisnes ir perpendikularas taisnes AM. Projicésim punktus L, A, E, F' uz taisni
XY caur punktu H. legustam, ka

—1=(L,AE,F)Z (coxy, 4; X,Y)

kas nozime, ka punkts A ir nogriezna XY viduspunkts, kas bija japierada.



3.uzdevums Dots vienadsanu trijsturis ABC, kur AB = AC. Rinka lmija I', kuras centrs
atrodas malas BC' viduspunkta M, pieskaras taisnem AB un AC' attiecigi punktos F' un FE.
Punkts G ir izvelets uz I' ta, ka ZAGE = 90°. Pieskares I', kas vilktas no punktiem G un F
krustojas punkta K. Pieradiet, ka C'K dala nogriezni E'F uz pusem.

Atrisinajums. Ar H apzimesim punkta F attelojumu attieciba pret nogriezni BM. leverojam, ka
FH1BC un BC || FE (jo AB = AC), no ka izriet, ka ZEFH = ZEGH = 90°. Péc uzdevuma
nosacijumiem ZAGE = 90°, no ka var secinat, ka punkti A, G, H atrodas uz vienas taisnes. Lidz ar to,
cetrsturis FGEH ir harmoniskais.

Ar X apzimesim nogrieznu AH un EF krustpunktu. No punkta H definicijas izriet, ka taisne BH
ar1 pieskaras I'. Péc harmoniska cetrstiira 1pasibas, taisnes BH, KG un F'FE krustojas viena punkta
(nosauksim So punktu par Y), un (G, H; X, A) = —1. Projicgjot Sos punktus caur attiecigajiem punk-
tiem, dabtjam, ka

—1= (G, H; X, A) X (K, B; F, A) £ (N, 00pp; F, E),

kur N ir nogrieznu C'K un E'F krustpunkts. No ta izriet, ka N dala nogriezni FF' uz pusem, kas bija
japierada.



4.uzdevums. Trijsturt ABC punkts M ir malas BC viduspunkts, un -~ ir ievilkta rinka linija.
Trijstura ABC' mediana AM krusto ievilkto rinka Imiju v divos punktos K un L. Taisnes, kas
iet caur punktiem K un L un ir paralelas BC, atkal krusto ievilkto rinka lniju v divos punktos
X un Y. Taisnes AX un AY atkal krusto BC punktos P un (). Pieradiet, ka BP = CQ.
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Atrisinajums. Ar [ apzimesim trijstirt ABC ievilktas rinka Iinijas centru, un ar D, E, F' attiecigi
apzimesim tas pieskarsanas punktus malam BC,CA, AB. Apzimesim nogrieznu AM un FE krust-
punktu ar Z. No lemmas no 2. majasdarba, 3. uzdevuma, punkts Z atrodas uz taisnes DI. Pamanisim,
ka taisne XY ir taisnes KL atspogulojums attieciba pret taisni DI, kas, ka ieprieks pieradijam, iet
caur punktu Z, kas nozime, ka punkts Z pieder ar1 taisnei XY

leverojam, ka ¢etrsturis K ELF' ir harmoniskais, kas nozime, ka (A, Z; K, L) = —1. Ar W apzimeésim
taisnes, kas iet caur punktu A un ir paraléla taisnei BC', krustpunktu ar taisni XY. Projicejot punktus
A, Z, K, L caur attiecigajiem punktiem, ieguistam, ka

—1=(A,Z,K,L) “2° (W, Z; X,Y) 2 (cope, M; P, Q).

Ta ka (cope, M; P,Q) = —1, tad punkts M ir nogriezna PQ viduspunkts jeb M P = M(Q. Pec
uzdevuma nosacijumiem BM = C'M, no ka izriet, ka

BP = BM + MP = CM + MQ = CQ,

kas bija japierada.



2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Cetrstiris ABCD ir ievilts rinka Imija w. Punkts F ir taisnu AC un BD krust-
punkts, un punkts F ir taiSnpu AB un C'D krustpunkts. Nogrieznis F'F' krustojas ar w punkta
X. Punkts M ir taisnu BX un CD krustpunkts, un punkts N ir taisnu C'X un AB krustpunkts.
Pieradiet, ka taisnes M N un BC krustojas uz w pieskares, kas vilkta caur punktu X.
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Atrisinajums. Ar G un H attiecigi apzimesim taisnes FF krustpunktu ar taisni BC un w. Uz
taisnes BC' atliksim tadu punktu K, ka (B, C;G, K) = —1. Ta ka trijsturi BEC ¢evianas BD, EG un
C'A krustojas viena punkta, tad taisnes AD un BC krustojas tada punkta K’, ka (B,C; G, K') = —1.
No dubulto attiecibu ipasibas izriet, ka K = K’. Secinam, ka taisne AD krusto taisni BC punkta K.
Lidzigi dabujam, ka art taisne M N krusto taisni BC' punkta K.

Paliek pieradit, ka K X pieskaras w. Pec Brokara teoremas taisne FF' ir polare punktam K, un ta
ka punkts X ir taisnes EF'F un w krustpunkts, tad K X ir pieskare w, kas bija japierada.

Piezime. Vairak par Brokara teoremu var palasit seit.


https://www.scribd.com/document/546453956/Brocard-s-Theorem

2.uzdevums Dots trijsturis ABC'. Punkts D ir loka BAC' viduspunkts trijstura ABC' apvilktai
rinka linija. Punkts X atrodas uz taisnes AD ta, ka ZCX A = 90°. Lenka ZBAC bisektrise krusto
malu BC punkta F'. Pieradiet, ka BX dala nogriezni AF' uz pusem.
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Atrisinajums. Ar E apzimeésim nogriezna X A pagarinajuma krustpunktu ar taisni BC, un ar D’
apzimesim nogriezna AF pagarinajuma krustpunktu ar trijsturam ABC' apvilktajai rinka Imijai. Ta
ka AD' ir lenka Z/BAC bisektrise, tad D’ ir loka BC' viduspunkts. Tadejadi D un D’ ir preteji punkti
trijsturam ABC apvilktaja rinka Iinija. Lidz ar to, ZDAD' = 90°.

Tatad LZEAF = 90°, ZBAF = ZCAF, no ka izriet, ka (E,F;B,C) = —1. Ta ka AF || AX un

pec uzdevuma nosacijumiem art AF' || XC, tad AFLXC. lidz ar to, projicgjot punktus F, F, B,C
caur punktu X uz taisni AF sanak, ka

1= (E,F,B,C)é(A,F,M,OOAF),

kur M ir nogrieznu AF un BX krustpunkts. Esam ieguvusi, ka (A, F'; M, 004r) = —1, kas nozime, ka
punkts M ir nogriezna AF' viduspunkts, kas pierada prasito.



3.uzdevums Dots dazadmalu trijsturis ABC'. Ilevilkta rinka linija trijsturt ABC pieskaras
malam BC, CA un AB punktos D, E un F, attiecigi. Punkts G atrodas uz trijstura ABC
ievilktas rinka Imijas ta, ka ZAGD = 90°. Ja taisnes DG un EF krustojas punkta P, pieradiet,
ka AP || BC.

Atrisinajums. Ar H apzimesim punkta D atspogulojums attieciba pret trijsturt ABC ievilktas rinka
Iinijas centram. Tad DH ir tas diametrs, kas nozime, ka Z/DGH = 90° = ZAGD. Lidz ar to punkts
H atrodas uz nogriezna AG.

Pamanisim, ka ¢etrstiiris G EH F ir harmoniskais, jo AE un AF ir pieskares. No ta izriet, ka (H,G; E, F) =
—1. Pienemsim, ka taisnes AP un BC krustojas punkta Y. Projicgjot punktus H,G, E, F' caur at-
tiecigajiem punktiem, sanak

—1=(H,G,E,F)2(X,P,E,F)2 (M,Y;C,B),
kur M ir taisnu AX un BC krustpunkts. Ieverojam, ka ja Y = cope, tad AP || BC.

Lemma. Punkts M ir nogriezna BC' viduspunkts.
Pieradijums. Apzimesim /EAX ar a; un ZFAX ar a,. Tad

MB  AB-sinas XE sinog
= un _— =
MC  AC -sinag XF sinay’

jo AE = AF ka pieskares. Lidzigi,

XE sin/ZXIE sin/ZECD sin/ZACB AB
XF sin/ZXIF sin/FBD sin/ABC  AC’

kur mes izmantojam, ka [ E' = [ F ka ievilktas rinka Imijas radiusi, un ka ¢etrsturi BFID un CEID ir

ievilkti. Sanak, ka
MB AB sinay AB XF AB AC

MC ~ AC sinay AC XE AC AB
no ka izriet, ka M B = MC' jeb M ir nogriezna BC' viduspunkts.

1,

Ta ka (M,Y;C,B) = —1 un M ir nogriezna BC' viduspunkts, tad Y ir copc, kas dod prasito.



4.uzdevums Dots ievilts cetrsturis ABC'D. Punkts F ir taisnu AC' un BD krustpunkts, un
punkts F'ir taiSnpu AD un BC krustpunkts. Nogrieznu AB un C'D viduspunkti ir attiecigi G un
H. Pieradiet, ka taisne E'F' pieskaras trijsturim EGH apvilktai rinka linijai.

Atrisinajums. Ar T apzimesim taisnu AB un C'D krustpunktu un ar K un L attiecigi apzimesim
taisnes E'F' krustpunktu ar malam AB un C'D. No 2. fakta izriet, ka (T, L; D,C') = —1, un projicejot
Sos punktus uz taisni AB caur punktu F', iegtstam

—1=(T,L;D,C) £ (T, K; A, B).
Pielietojot 5. faktu punktiem 7', L, D, C, secinam, ka
TC-TD=(TH+ HC)-(TH — HC)=TH? - HC?* =TH? — HL - HT =

—=TH-(TH - HL)=TH -TL.

Lidzigi varam dabut, ka
TA-TB=TK-TG.

Tacu no punkta T pakapes attieciba pret ap cetrsturi ABC D apvilkto rinka liniju izriet, ka
TA-TB=TC-TD.
Secinam, ka TH - TL = TK - TG, kas nozime, ka cetrsturis KGH L ir ievilkts. No ta izriet, ka
/GHD = /GHL = ZLKT.

leverojam ari, ka ZABE = /DCFE un /BAFE = ZCDE, kas nozime, ka trijsturi ABE un DEC' ir
lidzigi, no ka izriet, ka ZCFH = ZBEG ka lenki starp attiecigo malu un medianu lidzigos trijstiros.
Tagad varam secinat, ka

/GHE = /CXH — /CEH = (/GHD — /ACD) — /CEH = (/LKT — /ABD) — /BEG =

=/BFK — /BEG = /GEF,
kas dod prasito.



