Projektiva geometrija
Alfreds Sarocinskis, Kims Georgs Pavlovs

1 Ievads

Projektiva geometrija matematikas olimpiades ir aizraujosa un intelektuali stimuléjosa tema, kas pedejos
gados nezaude savu popularitati. ST geometrijas nozare peta Ipasibas un attiecibas starp geometriskiem
objektiem, kas saglabajas projekciju rezultata, tadejadi atklajot dzilakas sakaribas, kas nav acimredzamas.

Projektiva geometrija lauj dalibniekiem risinat problemas, kas saistitas ar punktiem, taisnem un plaknem,

izmantojot projektivus parveidojumus. Tas nodrosina jaunas strategijas un pieejas problemu risinasana,
kas var biit noderigas matematikas olimpiades visos griitibas limenos, taja skaita starptautiskaja Iimen.

2 Definicijas un pamatfakti

Definicija. Doti cetri punkti A, B, C, D, kas atrodas uz vienas taisnes. Par punktu A, B,C, D
dubulto attiecibu sauc izteiksmes % = % vertibu, ko apzime ar (A, B; C, D). Ja (A, B;C,D) =
—1, tad (A, B; C, D) sauc par harmonisko ¢etrinieku.

- ? o . . o .. . ? =t
Piezime. Ar AB apzimeé nogriezna AB garumu ar zimi atkariba no virziena, tas ir, AB = —BA.

Piemeri:

e Ja punkti A, B,C, D a_tr)odas uz vienas taisnes tiesi sada seciba, tad visiem cCetriem virzitiem
nogriezniem CA,CB, DA, lﬁ bus vienada zime, jo punkti A un B atrodas viena pusé attieciba
gan pret punktu C, gan pret punktu D, kas nozime, ka izteiksmes % = % vertiba ir pozitiva.

e Ja punkti A,C, B, D atrodas uz vienas taisnes tiesi Sada seciba, tad joprojam virzitiem no-
griezniem DA un DB butu vienada zime, jo punkti A un B atrodas viena puse attieciba pret
punktu D, bet virzitiem nogriezniem C'A un C'B butu dazadas zimes, jo punkti A un B atrodas
dazadas puses attieciba pret punktu C'. Lidz ar to, izteiksme % ir negativa, bet izteiksme % ir

CA . DA
c DB

pozitiva, kas kopa nozime, ka izteiksmes =

vertiba ir negativa.

Noderigs noverojums. leverojam, ka, veicot algebriskus parveidojumus, var dabut sekojosas
sakaribas:

(A,B;C,D) =(B,A;D,C)=(C,D;A,B) = (D,C; B, A)
1

(4,8;D,C) = (D, 4,0, D) = (€, D; B, 4) = (D, G A, B) = 5513

leverojam ari, ka visas §is izteiksmes ir vienadas ar —1, tiklidz kaut viena no tam ir vienada ar
—1.

1.fakts. Ja punkti A, B,C, D, D" atrodas uz vienas taisnes tiesi Saja seciba un (A, B;C, D) =
(A, B;C, D), tad punkti D un D’ sakrit.




Pieradijums. Ja (A, B;C,D) = (A, B;C,D’), tad no definicijas izriet, ka

AC | AD AC | AD' . AD AD'
BC ° BD BC = BD' BD  BD’

Ta ka mes zinam punktu savstarpejo novietosanu, mes varam parrakstit doto vienadibu sekojosi:

AB+ BD AB+ BD' AB B
- — 4 1= 1l = BD=BD — D=0D.
BD BD' BD © BD

Piezime. Lidzigi var pieradit, piemeram, to, ka, ja (A, B,C, D) = (A, B,C’, D) un punkti A, B,C,C’, D
atrodas uz vienas taisnes tiesi sada seciba, tad punkti C' un C” sakrit.

2.fakts. Dots trijsturis AABC. Punkti D, E, F' atrodas attiecigi uz nogriezniem BC,CA, AB.
Ar X apzimesim taisnu BC un EF krustpunktu. Tad (X, D;B,C) = —1, tad un tikai tad, ja
taisnes AD, BE, C'F krustojas viena punkta.

Pieradijums. Vispirms pieradisim, ja taisnes AD, BE, C'F krustojas viena punkta, tad (X, D, B,C) =
—1. No Menelaja teoremas trijsturim AABC un punktiem F, F, X izriet, ka

AF BX CE_1 )
BF CX AE

Savukart no Cevas teorémas taisnem AD, BE, C'F izriet, ka

AP BD CE _ |
BF CD AE
Izdalot izteiksmi (1) ar izteiksmi (2), iegusim, ka
BX BD
CX CcD 7

un ta ka mes zinam punktu X, D, B, C' savstarpéjo novietojumu, mes varam secinat, ka (X, D; B,C) =
—1, kas ar1 bija japierada.

Ja (X, D; B,C) = —1, tad pieradit to, ka taisnes AD, BE, C'F krustojas viena punkta var izmantojot
apgriezto Cevas teoremu. Detalas paliek lasitajam ka vingrinajums.

3.fakts. Doti cetri punkti A, C, B, D, kas visi atrodas uz taisnes [; tiesi sada seciba. Dots
patvaligs punkts P, kas neatrodas uz [, un patvaliga taisne [, kas neiet caur P. Pienemsim,
ka taisnes PA, PB, PC, PD krustojas ar [y attiecigi punktos A’, B’,C’, D’. Tad (A, B;C, D) L
(A/’ B/7 Cf/7 Dl)




Pieradijums. Izmantojot sinusu teoremu trijsturiem AAPC, ANAAPD, ABPC, ABPD, var iegtit sekojosas
sakaribas:

AC  sin(LAPC) AP  sin(£LADP) BP  sin(£BCP) BD sin(£BPD)

AP sin(ZACP)' AD  sin(ZAPD)’ BC — sin(/BPC)’ BP  sin(/BDP)

Ta ka sin(LACP) = sin(£BCP) un sin(ZADP) = sin(£BDP), sareizinot visas ¢etras sakaribas un
saisinot, ieglistam, ka

_AC AD  sin(LAPC) sin(ZAPD)

- BC " BD sin(£BPC) " sin(/BPD)

(A,B;C,D)

tacu no punktu A’, B',C’, D" definicijas seko, ka ZAPC = £A'PC',/BPC = /B'PC',/APD =
LA'PD', /BPD = /B PD’, kas nozime, ka

sin(ZAPC) sin(LAPD)  sin(ZA'PC") sin(ZA'PD')

sin(/BPC) " sin(/BPD) _ sin(Z/B'PC") " sin(/B'PD')

Tacu veicot lidzigus spriedumus uz citu pusi, sanaks, ka

sin(ZA'PC") sin(LA'PD')  AC' AD
sin(/B'PC") " sin(/B'PD')  B'C' " B'D'

— (A/,B,;C/,D/)

Ta ka punktu savstarpéjais novietojums nemainas, tad nemainas art dubulto attiecibu zime, Iidz ar ko
(A, B;C, D) £ (A", B’; C", D') kas bija japierada.

Piezime 1. Sis rezultats ir loti svarigs uz biezi izmantojams, it pasi, kad (A, B; C, D) ir harmoniskais
Cetrinieks. Ar citiem vardiem So faktu var saprast sekojosi: projicéjot caur fikséto punktu ¢etrus punktus
no vienas taisnes uz otro, to dubultas attiecibas nemainas.

Piezime 2. Ja kadi punkti, teiksim A, B, C, D, tiek projiceti caur kadu punktu, teiksim P, rezultata
dabujot punktus A’, B, C’, D', dubulto attiecibu saglabasanu pieraksta parasti virs vienadibas zimes
raksta punktu, caur kuru tika veikta projicesana. To uzskata par labu stilu un palidz vieglak uztvert
uzrakstito.

4.fakts. Doti punkti A, C, B, D, kas visi atrodas uz vienas taisnes tiesi sada seciba un punkts
P, kas uz tas neatrodas. Tad, ja jebkuri divi apgalvojumi ir patiesi, tad tresais ar1 ir patiess:

e (A, B;C, D) ir harmoniskais ¢etrinieks. (1)
e PBirlenka ZC'PD bisektrise. (2)

o ZAPB =90°. (3)




Pieradijums.
e Pieradisim, ka (1),(2) = (3). No iepriekseja pieradijuma, mes zinam, ka

sin(ZAPC) sin(£ZAPD)
sin(£BPC) " sin(£BPD)

(A,B;C,D) =

Tatad, ja (A, B;C,D) = —1 un ZBPC = ZBPD, tad sin(£LAPC) = sin(LAPD). Ta ka sie
lenki actimredzami nav vienadi, secinam, ka ZAPC = 180° — ZAPD. Lidz ar to

180° = LAPC + LAPD = LAPC + (LAPC + LCPD) =2/APC +2/BPC =2/APB
kas nozime, ka ZAPB = 90°.
e Pieradisim, ka (2), (3) = (1). Ja LZAPB =90° un ZBPC = ZBPD, tad
LAPC + LAPD = LZAPC + (LAPC + ZCPD) =2/APC +2/BPC =2/APB = 180°
jeb sin(ZAPC) = sin(LAPD), kas kopa ar ZBPC = ZBPD dod, ka

sin(ZAPC) sin(LAPD)

L= Sn(ZBPC)  sin(ZBPD)

= (A,B;C, D)

kas nozime, ka (A, B;C, D) ir harmoniskais ¢etrinieks.

e Pieradisim, ka (1),(3) = (2). Uz taisnes AB izvelesimies tadu punktu D', ka ZBPC =
/ZBPD'. Tad punktiem A,C,B,D’ izpildas (2) un (3), kas pec ieprieks pieradita nozime, ka
(A,B;C,D') =1 = (A,B;C,D). Izmantojot 1. faktu, secinam, ka D = D’ jeb PB ir legyka
ZCPD bisektrise.



5.fakts. Doti punkti A, C, B, D, kas atrodas uz vienas taisnes tiesi Sada seciba ar 1pasibu, ka
(A, B;C, D) ir harmoniskais ¢etrinieks. Ja punkts M ir nogriezna AB viduspunkts, tad AM? =
MC - MD.

Pieradijums. Novilksim rinka liniju w ar centru M un radiusu AM un atliksim uz tas patvaligu
punktu P. Ta ka AB ir $is rinka linijas diametrs un uz to balstas ZAPB, secinam, ka ZAPB = 90°.
No 4. fakta izriet, ka Z/BPC = /ZBPD. Ta ka AM = AP ka w radiusi, pietiek pieradit, ka
AP? = MC - MD.

leverojam, ka art M P = M B ka w radiusi, lIidz ar ko ZMPB = ZM BP. Ta¢u ZM BP ir trijstura BPC
arejais lenkis, kas nozime, ka ZMBP = /BPD + /ZBDP. Neaizmirstot, par to, ka /BPC = ZBPD,
sanak, ka

LMPC+ /BPC =/ZMPB =/MBP = /ZBPD + ZBDP
LMPC = /ZBDP

kas nozimé, ka AP ir pieskare rinka Iinijai, kas ir apvilkta trijsturim ACPD jeb AP? = MC - MD.
Prasitais ir pieradits.



3 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers. Dots Saurlenku trijsturis ABC' ar augstumu AD, uz kura ir atlikts punkts P.
Taisnes BP un CP krusto taisnes AC un AB attiecigi punktos F un F. Pieradit, ka
/ADE = ZADF.

Atrisinajums. Pienemsim, ka taisne E'F' krusto taisnes AD un BC attiecigi punktos X un G. Ta
ka uzdevuma konstrukcija paradas 3. fakts, secinam, ka (B,C; D,G) = —1.

Tagad izmantojot 4. fakta rezultatu, projicesim punktus B,C, D,G uz taisni EF caur punktu A.
Taisnes AB, AC, AD krustojas ar taisni E'F attiecigi punktos F', E, X, kas kopuma nozime, ka péc
sadas projicesanas punktu B, C, D attiecigie projicesanas punkti ir F, F, X. Ieverojam, ka punktam
G attiecigi butu japrojicejas uz taisnu AG un EF krustpunktu, kas ar1 ir punkts G, kas nozime ka ar
sadu projicesanu punkts G projicejas pats uz sevi.

Saliekot visu kopa un atceroties, ka péc projicesanas dubultas attiecibas nemainas (4. fakts), secinasim,
ka
lidz ar ko 1

GX;FF)=————-=-1

(G, X5 F, B) (F,E; X, Q)
kas kopa ar to, ka ZX DG = 90° pec 5.fakta dod mums LZADE = /XDFE = /XDF = ZADF, kas
bija japierada.

Piezime. Ta ka zimejuma paradas kaut kas lidzigs 5. faktam, tas motive dabiit tam nepiecieSsamus
nosacijumus. Ta ka ZX DG = 90° un uzdevuma tiek prasits pieradit, ka ZADE = ZADF, ir verts
sakuma meginat pieradit, ka (G, X; F,E) = —1. Tacu ka to izdarit pa taisno nav saprotams, kas
motive sakuma atrast kadu citu harmonisko cetrinieku un tad veikt dazadas projekcijas, kas iedotu
mums prasito rezultatu.



2.piemers. Dots saurlepku trijsturis ABC. Punkts M ir nogriezna BC' viduspunkts. Uz no-
griezniem AB un AC attiecigi atlikti punkti D un E. Taisnes DM un EM krusto taisnes AC
un AB attiecigi punktos F' un G. Punkti X un Y ir attiecigi taisnu DE un F'G krustpunkti ar
taisni BC'. Pieradit, ka M X = MY.

Atrisinajums. Projicesim punktus B, C, M, X uz taisni AC' caur punktu D. Sie punkti attiecigi
projicesies uz punktos A, C, F, E. Izmantojot 3.faktu, mes varam izsecinat, ka

(B,C; M, X) 2 (A,C; F, E)

Lidzigi spriezot, projicesim talak punktus A,C, F,FE uz taisni AB caur punktu M un rezultejosos
punktus projicesim uz taisni BC' caur punktu F. Lidz ar ko, kopa sanak, ka

(A,C;F.E) 2 (A,B;D,G) £ (C,B; M,Y)
kas nozime, ka (B,C; M, X) = (C, B; M,Y). Izmantojot definiciju, parrakstisim $o sakaribu:

BM _BX CM _CY
CM ~ CX BM ' BY

leverojam, ka BM = CM, jo M ir nogriezna BC' viduspunkts. Lidz ar to

BX CY
CX BY
Ta ka mes zinam punktu savstarpéjo novietosanu, mes varam parrakstit doto vienadibu sekojosi:

BC+CX BC+ BY

CX BY
BC+1—BC+1
CX  BY
BC BC
CX BY
CX = BY
MC +CX = MB+ BY
MX = MY

kas bija japierada.



3.piemers. Dots cetrsturis ABC'D. Punkts E ir taisnu AB un C'D krustpunkts, savukart
punkts F' ir taisnu BC un AD krustpunkts. Diagonales AC' un BD krustojas punkta P. Ar O
apzimesim punkta P projekciju uz taisni EF'F. Pieradit, ka ZBOC = ZAOD.

Atrisinajums. Apzimesim taisnu BP un C'P krustpunktus ar taisni EF'F attiecigi ar X un Y. Ar 7
apzimesim taisnpu BC' un E'P krustpunktu. Ta ka trissturt ABEC nogriezni BD, EZ, C' A krustojas
viena punkta, secinam, ka (B,C; Z, F') = —1. Projicejot caur punktu E uz taisni BD, dabtsim, ka

kas kopa ar to, ka ZPOX = 90° dod, ka ZBOP = ZDOP (4.fakts). Tagad analogiski projicejot
(B,C; Z, F) caur punktu F uz taisni AC' iegusim, ka

lidz ar ko, analogiski ZAOP = ZCOP. Saliekot visu kopa, sanaks, ka
/BOC = /BOP + LCOP = Z/DOP + LAOP = LZAOD

Prasttais ir pieradits.



4 Punkts bezgaliba

Definicija. Dota taisne [. Par punktu bezgaliba uz taisnes [ sauksim punktu, kas atrodas uz [
bezgaligi talu. So punktu apzimesim ar oco;.

Piemers. Doti ¢etri punkti A, B, C, D, kas visi atrodas uz taisnes [ tiesi sada seciba. Pienemsim, kas
D = o¢;. Uzrakstisim dubultas attiecibas (A, B;C, D) = % < %. Redzam, ka pirma dala ir normala,
savukart otra izskatas divaini. Bet padomasim par to sadi: ja D ir talu talu no punktiem A un B, tad

lD):_év ir gandriz precizi vienads ar 1. Tatad "robeza” butu sapratigi teikt, ka, ja D = oo, tad ID):—é' faktiski

ir vienads ar 1. Tadejadi, ja D = ooy, tad (A, B;C, D) = %—

Fakts. Doti tris punkti A, B, C, kas visi atrodas uz taisnes [. Tad (A, B; C, o0;) ir harmoniskais
Cetrinieks tad un tikai tad, ja C' ir nogriezna AB viduspunkts.

Pieradijums. No definicijas (A, B; C, 00;) ir harmoniskais cetrinieks tad un tikai tad, ja (A4, B; C, 00;) =
—1, tacu izmantojot rezultatu no iepriekséja piemera, mes redzam, ka —1 = (A, B; C,00;) = %, jeb

—
CA = —C?, un ta ka punkti A, B un C atrodas uz vienas taisnes, secinam, ka C' ir nogriezna AB
viduspunkts. Lidzigi spriedumi strada ari uz citu pusi.

4.piemers. Dots Saurlenku trijsturis ABC, kuram uz malas BC' ir atlikts punkts D. Uz no-
griezna AD ir izveleti divi punkti X, Y. Taisnes BX un CX krusto taisnes AC' un AB attiecigi
punktos F un F', un taisnes BY un CY krusto taisnes AC' un AB attiecigi punktos P un Q.
Pieradit, ka BD = CD, ja EF || PQ.

B D C

Atrisinajums. Ar D’ apzimeésim tadu punktu uz BC, ka (D', D, B,C) = —1. Ta ka §is punkts ir
unikals, mes varam secinat, ka visas tris taisnes BC, E'F, P(Q) krustojas punkta D', jo péec konfiguracijas,
ta ka gan AD, BE, C'F krustojas viena punkta, gan AD, BP,C'(Q) krustojas viena punkta, taisnem EF
un PQ jakrustojas ar BC' punkta ar tadu pasu ipasibu. Tacu EF || PQ, kas nozime, ka D' = copc,
kas kopa ar (D', D, B,C) = —1 dod mums, ka D ir nogriezna BC' viduspunkts, kas bija japierada.



5 Harmoniskais ¢etrsturis

Definicija. Cetrstari ABC'D sauc par harmonisko ¢etrstiri, ja tas ir ievilkts un AB - CD =
AC - BD.

Harmoniska cetrstiira pazime. Dots ievilkts cetrsturis ABC'D un punkts P ar 1pasibu, ka
PB un PD pieskaras cetrstura ABC'D apvilktai rinka linijai. Cetrsturis ABC'D ir harmoniskais
tad un tikai tad, ja P atrodas uz taisnes AC'.

B

Pieradijums. Taka PB un PD ir pieskares, meés varam secinat, ka APAB ~ APBC un APAD ~
APDC'. Uzrakstisim atbilstosas malu sakaribas:

AB _ PA AD _ PA
Bc _pPB "™ D PD

bet ta ka PB = PD ka pieskares, meés secinam, ka
AB PA PA AD
BC PB PD CD
AB-CD = AD - BC

kas nozime ka cetrsturis ABC'D ir harmoniskais. Lidzigie spriedumi strada art uz otro pusi.

Fakts. Dots harmoniskais cetrsturis ABC' D, kuram diagonales krustojas punkta I, un punkts P
ar ipasibu, ka PB un PD pieskaras cetrstura ABC D apvilktai rinka Imijai. Tad (A,C; 1, P) = —1
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B
Pieradijums. Izmantojot trisstira laukuma formulu ar lenka sinusu, iegustam, ka

1A - SIBA BA -sin /IBA

IC ~ S;ge  BC -sin ZIBC

un analogiski
PA o SPDA o DA -sinZ/PDA

PC ~ Sppc  DC -sinZPDC
[zmantojot to, ka ABCD ir ievilkts, un ka PB un PD ir pieskares, més iegustam, ka

sin(ZIBA) = sin(£DCA) = sin(£DCP) = sin(£LPDA)
sin(ZIBC) = sin(£DAC) = sin(£PDC)

Nemot vera punktu A, C, I, P savstarpejo novietojumi, secinam, ka
_E . PA B _BA -sin/ZIBA . DA -sin/ZPDA B _BA -DC

IC ~ PC  BC-sinZIBC '~ DC-sin/PDC  BC-DA
Bet ta ka cetrsturis ABCD ir harmoniskais, mums izpildas AB - CD = AD - BC', Iidz ar ko
_BA -DC B

BC-DA

(A,C;I1,P) =

kas bija japierada.

Svarigs fakts!!! Projicejot punktus no taisnes uz rinka Iiiju, dubultas attiecibas nemainas, kas
galvenokart nozime, ka projicejot ¢etrus punktus uz rinka Iiju caur jebkuru punktu uz §is rinka
linijas, projiceSanas rezultata iegtitie punkti veidos harmonisko ¢etrstiuri tad un tikai tad, ja tie
¢etri punkti veido harmonisko ¢etrinieku. Ka art otradak, projicejot cetrus punktus, kas atrodas
uz vienas rinka Iijas uz jebkuru taisni caur jebkuru punktu, projicesanas rezultata ieguitie punkti
veidos harmonisko cetrinieku tad un tikai tad, ja tie cetri punkti veido harmonisko cetrsturi.

Piezime. Ja ABCD ir harmoniskais ¢etrsturis un pec projicesanas punkti A, B,C, D projicejas at-
tiecigi punktos A’, B',C", D', tad (A',C"; B', D) = —1.

Piemers. Pieradisim ieprieksejo faktu. Apzimesim cetrsturim ABC'D apvilkto rinka liniju ar w.Projicesim
punktus A, C, I, P caur punktu B uz w. Tad punkti A un C paliek, punkts I projicejas uz punktu D,

bet punkts P projicejas uz B, jo taisne BP krusto w tiesi punkta B. Bet ta ka projicesanas rezultata
iegtitie punkti veido harmonisko cetrsturi, meés varam secinat, ka punkti A, C, I, P veido harmonisko
cetrinieku.
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6 Uzdevumu risinasanas piemeri

5.piemers. Punkti A, B, C, D, F atrodas uz rinka linijas w tiesi Sada seciba un punkts P atrodas
arpus rigka limijas. Dotiem punktiem izpildas sekojosas ipasibas: (i) taisnes PB un PD pieskaras
w, (i) punkti P, A, C ir kolineari un (ii7) DE || AC. Pieradit, ka BE dala AC' uz pusem.

B

Atrisinajums. Apzimesim ar M taisnu AC un BE krustpunktu. Pamanisim, ka no (i) un (ii) seko,
ka ABCD ir harmoniskais cetrsturis. Projicesim punktus A, C, B, D caur punktu E uz taisni AC.
Punkti A un C' paliek, punkts B projicéjas uz M, bet punkts D projicejas uz coac, jo DE || AC.
leglistam, ka

—1=(A,C;B,D) £ (A,C; M, 004¢)

jo harmoniskajam cetrsturim japrojicejas uz harmonisko c¢etrinieku. Lidz ar to secinam, ka M ir no-
griezna AC viduspunkts, kas bija japierada.
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6.piemers. Dots trissturis ABC ar incentru I. Punkts D ir punkta I projekcija uz taisni BC
un punkts P ir punkta I projekcija uz taisni AD. Pieradit, ka /BPD = ZDPC.

Atrisinajums. Apzimesim trissturt ABC ievilkto rinka Imiju ar w. Apzimesim taisnu AB, AC, AD
krustpunktus ar w attiecigi ar F, E, D’. Ta ka AF un AF pieskaras w un punkti A, D, D" ir kolineari,
secinam, ka DF' D'E ir harmoniskais ¢etrsturis. Apzimeésim taisnu BC un EF krustpunktu ar X.

Ieverojam, ka taisne X D pieskaras w, punkti £, F, X ir kolineari, un DF D'E ir harmoniskais ¢etrstiris,
kas kopa nozime, ka taisne X D’ pieskaras w. Ka art XD = X D' un ID = ID’, kas nozimé, ka punkts
P atrodas uz taisnes I.X, kas nozime, kas ZX PD = 90°.

Ta ka AF = AE,BD = BF un CE = CD, no Cevas teoremas seko, ka nogriezni AD, BE un CF

krustojas viena punkta. Lidz ar ko (X, D; B,C) = —1, kas kopa ar to, ka ZXPD = 90° dod mums, ka
£ZBPD = ZDPC (4.fakts). Prasitais ir pieradits.
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