Dalamiba
Kims Georgs Pavlovs

1 Ievads

Saja materiala tiks aplikota dalamiba un ar to saistita teorija un tas pielietojumi dazadu uzdevumu
risinasana. Vispirms atgadinasim lasitajam par dazam definicijam un apziméjumiem

e pirmskaitlis — naturals skaitlis, kas dalas tikai ar skaitli 1 un pats sevi. Pirmie desmit mazakie
pirmskaitli ir 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29. Skaitlis 1 nav pirmskaitlis.

e salikts skaitlis — naturals skaitlis, kurs nav pirmskaitlis. Tas nozime, ka, ja skaitlis n ir salikts
skaitlis, tad eksiste naturali skaitli @ > 1,b > 1 ar 1pasibu, ka ab = n. Piemeram, salikti skaitli ir
4=2-2,52=4-13 u.c.

e Ja vesels skaitlis a dalas ar veselu skaitli b, tad tas tiek pierakstits ka b | a. Piemeéram, 3 | 6,
251100, —13 | 13 u.c. Savukart, ja skaitlis @ nedalas ar skaitli b, tad tas tiek pierakstits ka bt a.
Piemeéram, 213, 51103, 110 1 2 u.c.

2 Dalamibas pamati

Katra sadala tiks aplukota viena vai vairakas idejas noderigas teorijas idejas.

2.1 Pirmskaitli un to 1pasibas

1l.teorema. Ir bezgaligi daudz dazadu pirmskaitlu.

Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka pirmskaitlu skaits ir galigs, tas ir, visi iespejamie pirmskaitli ir
D1, P2, - - - Pk, Kur k ir naturals skaitlis. Aplukosim skaitli n = pyps ... pr+1. Tas nevar but pirmskaitlis,
jo preteja gadijuma mes biisim atradusi jaunu pirmskaitli, kas ir atskirigs no py, pa, . . ., px, lidz ar to tas
ir salikts skaitlis. Bet ta ka vienigie pirmskaitli, ar ko tas var dalities ir py, ps, ..., pr, tad tam ir jadalas
ar kadu no pirmskaitliem p;. Ieverosim, ka p% = p1P2 """ Pi-1 " Pi+1" " "Dk T pi Ta ka visi pirmskaitli
ir lielaki par 1, tad skaitlis p% nav vesels un skaitlis p1ps---pi_1 - piv1 - pr + p%- arT nav vesels. Sis ir
pretruna ar to, ka skaitlis n dalas ar p;. Lidz ar to miisu pienémums, ka pirmskaitlu skaits ir galigs, ir
aplams, un patiesiba pirmskaitlu skaits ir bezgaligs.

1.fakts. Doti veseli skaitli a,b un pirmskaitlis p. Ja p | ab, tad vismaz viens no skaitliem a vai
b dalas ar skaitli p.

Sis fakts tiks atstats bez pieradijuma. Ir svarigi atzimét, ka §is fakts neizpildas, ja p nav pirm-
skaitlis. Piemeram, 4 | 12=2-6, tacu 412 un 41 6.

2.teorema (Aritmetikas pamatteorema). Katru naturalu skaitli n > 1 var izteikt unikala
veida ka pirmskaitlu reizinajumu (dazi no pirmskaitfiem var but vienadi, un vienado pirmskaitju
sectba nav svariga).

Pieradijums. Vispirms pieradisim, ka katru naturalu skaitlim n tiesam var izteikt ka pirmskaitlu
reizinajumu. Tas tiks darits, izmantojot indukciju. Ieverosim, ka n = 2 ir pirmskaitlis, tapec izpildas
indukcijas baze. Pienemsim, ka visus naturalus skaitlus, kas ir mazaki par n, var izteikt ka pirmskaitlu
reizinajumu. Ja n ir pirmskaitlis, tad prasitais ir pieradits. Preteja gadijuma n ir salikts skaitlis, 11dz
ar to eksiste naturali skaitli a,b, kam izpildas 1 < a < n, 1 < b < n un ab = n. No induktiva



pienemuma skaitlus a un b var izteikt ka pirmskaitlu reizinajumu, lidz ar to skaitli n = ab ar1 var izteikt
ka pirmskaitlu reizinajumu. Induktiva pareja izpildas, Iidz ar to secinam, ka prasitais izpildas visiem
naturaliem skaitliem n.

Tagad pieradisim, ka katru naturalu skaitli var izteikt unikala veida ka pirmskaitlu reizinajumu. Pienemsim
pretejo, ka eksiste kaut kads naturals skaitlis, kuru var izteikt divos dazados veidos, un aplikosim
mazako Sadu skaitli. Apzimesim to ar n, tad n = pipa...p; = @q2...qk, kur pi,ps,...,p; un
@, 1, - -+, q iv pirmskaitli. leverosim, ka py | pipa...p; = qi...qx. Tas nozime, ka eksiste p; | ¢;
kaut kadam i. Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka p; | ¢;. Ta ka ¢; ir pirmskaitlis, tad secinam,
ka ¢, = p;. Tada gadijuma

n=pip2...pj =qq2...9qx = P2...pj =q2...qk

Ta ir pretruna, jo mes esam atradusi mazaku skaitli, kuru var izteikt divos dazados veidos ka pirmskaitlu
reizinajumu. Secinam, ka musu pienemums ir aplams, lidz ar to katru skaitli var izteikt unikala veida
ka pirmskaitlu reizinajumu.

No aritmetikas pamatteoremas izriet, ka katru naturalu skaitli n > 1 var uzrakstit ka n = p{*p5? ... pp*,
kur p; < ps < ...pg ir pirmskaitli un aq, as, ..., o ir naturali skaitli. To sauc par skaitla kanonisko
reprezentaciju. Pieméram, skaitlu 100, 1001, 99 kanoniskas reprezentacijas ir attiecigi 100 = 22 - 52,
1001 =7-11-13 un 99 = 3% - 11.

2.2 Dalamibas 1pasSibas

Biezi vien uzdevuma bus dots, ka kaut kadas divas izteiksmes dalas ar kopigu skaitli. Nakamais fakts
lauj mums iegit jaunas izteiksmes, kas dalas ar doto skaitli.

2.fakts. Aplukosim veselus skaitlus a, b, ¢ ar ipasibu, ka ¢ | a un ¢ | b. Visiem veseliem skaitliem
x un y izpildas ¢ | ax + by.

Pieradijums. Takac|aunc|b, tad ¢|ax un ¢ | by. Lidz ar to ¢ | ax + by, kas arT bija japierada.

3.fakts Doti veseli skaitli a, b, ¢, d ar 1pasibu, ka a | b un ¢ | d, tad ac | bd.
4.fakts Doti veseli skaitli a # 0, b, ¢ ar pasibu, ka ab | ac, tad bc.
5.fakts. Doti veseli skaitli a # 0 un b # 0 ar 1pasibu, ka b | a, tad |a| > |b].

Pieradijums. Vispirms pieradisim 3. faktu. Ja a | b un ¢ | d, tad az = b un cy = d, kur z un y ir
veseli skaitli. Reizinot kopa abas ieguta sakaribas iegisim, ka axcy = bd jeb % = zy € 7, kas nozime,
ka skaitlis bd dalas ar skaitli ac, kas arT bija japierada.

Tagad pieradisim 4. faktu. Ja ab | ac, tad abx = ac, kur x ir vesels skaitlis. Tas nozime, ka bx = ¢ jeb
i = T € Z, kas nozime, ka skaitlis ¢ dalas ar skaitli b, kas ar1 bija japierada.
Tagad pieradisim 5. faktu. Ja b | a, tad a = bk kaut kadam veselam skaitlim k£ # 0. Tas nozime,
ka

|a] = [bk| = |k||b] = |b],

jo |k| > 1. Tas pierada prasito.

Atzimesim, ka Sis fakts nestrada preteja virziena. Tas ir, ja |a| > |b|, tad ne obligati b | a. Piemeram,
101 > 3, tac¢u 3 1 101. Ieverosim, ka no 3.fakta izriet, ka vienigais veselais skaitlis, kas dalas ar pec
patikas lieliem skaitliem, ir skaitlis 0. Kopuma 3.fakts ir noderigs riks, ka iegut pretrunu dalamibas
uzdevumos.



2.3 Uzdevumu risinasanas piemeri

l.piemeérs Doti naturali skaitli a,b ar 1pasibu, ka 11 | 3a 4+ 7b un 11 | 2a + 5b. Pieradit, ka
121 | a® 4+ b*. b) Doti naturali skaitli a, b ar Tpasibu, ka 7 | 2a + 3b. Pieradit, ka 7 | a + 5b.

Atrisinajums. a) No dota iegustam, ka 11 | 3(2a+5b) un 11 | 2(3a+T7b), lidz ar to pec 2.fakta mums
ir
11| 3(2a + 5b) —2(3a+7b) = b

Lidzigi iegtistam, ka
11| 5(3a + 7b) — 7(2a + 5b) = a

Balstoties uz 3.faktu, secinam ka 121 | a® un 121 | b, lidz ar to 121 | a* + b*.

b) leverosim, ka 7 | 7a un 7 | 7b, lidz ar to no 2. fakta izriet, ka
71 4(2a + 3b) — Ta — Tb = a + 50,

ko ar1 vajadzeja pieradit.

2.piemers Doti naturali skaitli a, b, ¢, d ar Tpasibu, ka skaitlis ab— cd dalas ar skaitli a+b+c+d.
Pieradit, ka skaitlis a + b + ¢ + d ir salikts skaitlis.

Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka a + b+ ¢+ d = p, kur p ir pirmskaitlis. Ieverosim, ka p|d | p
jeb p | d(a+ b+ c+d), lidz ar to no dota un 2. fakta izriet, ka

plab—cd+dla+b+c+d) =
=ab+ad+bd +cd+ d* — cd =
=alb+d)+db+d) =
=(a+d)(b+d)
No 1. fakta izriet, ka p | a + d vai ar1 p | b+ d. Tacu tada gadijuma no 5. fakta meés zinam, ka butu

jaizpildas a +d > a+b+c+dvai b+d > a+ b+ ¢+ d, kas acimredzami neizpildas, jo a,b,c,d ir
naturali skaitli.

3.piemers Atrast visus naturalus skaitlus n, kuriem ir speka, ka jebkuram skaitla n dalitajam
d > 1 izpildas, ka d? + n | n? + d.

Atrisinajums. Viegli redzet, ka, ja n ir pirmskaitlis, tad tas izpilda uzdevuma mineto ipasibu. Ap-
skatisim saliktus skaitlus n. Jebkuru saliktu skaitli n var izteikt forma n = ab, kur a > 1 un b > 1.
Nemot d vieta a, iegtisim, ka

a’+ab|a’® +a = a+b|ab®+1
Lidzigi, nemot d vieta skaitli b, ieguisim, ka
b’ +ab|a’® +b = a+b|a’b+1
Saskaitot ieprieks ieguitas sakaribas, secinam, ka:
a+b|ab®+1+a’+1=abla+b)+2

Tacu mes zinam, ka a+b | ab(a+0b), lidz ar to pec 2. fakta izriet, ka a+b | ab(a+b) +2 —ab(a+b) = 2.
Tas nav iespejams, jo a + b > 2. Lidz ar to saliktie skaitli neapmierina uzdevuma nosacijumus.
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4.piemers Dots pirmskaitlis p un naturali skaitli a, b, c < p. Zinams, ka izpildas sakaribas

p*la+(n—1)b
P’ b+ (n—1)c
p’|c+ (n—1a.

Pieradit, ka n nevar biit pirmskaitlis.

Atrisinajums. Vispirms apskatisim gadijumu, kad p = 2. Ta ka a,b,c < 2, tad a = b = c = 1, tad
secinam, ka:
4=p*|lat+(n—1b=1+n—-1=n

Tas nozime, ka n dalas ar 4, lidz ar to acimredzami nevar but pirmskaitlis.

Apskatisim tagad gadijumu, kad p ir nepara pirmskaitlis un pienemsim pretéjo, ka n ir pirmskaitlis.
Saskaitot kopa uzdevuma dotas sakaribas, iegtisim, ka

P lla+b+c)+(n—1)(a+b+c)=n(a+b+c)
Ieverosim, ka a + b+ ¢ nevar dalities ar p?, jo, ja skaitlis @ + b+ ¢ dalitos ar p?, tad no 3. fakta izriet, ka
a+b+c>p?

Ta¢u mes zinam, ka p > a,b, ¢, lidz ar to, 3p > a+b+c > p* = 3p > p?> = 3 > p - pretruna ar
to, ka p ir nepara pirmskaitlis. Tas nozime, ka n jadalas ar p. Ta ka n ir pirmskaitlis, tad n = p. Lidz
ar to:

plp’lat+(p—1)b=a—b+pb
Tas nozime, ka p | a — b. Tac¢u mes zinam, ka a,b < p, lidz ar to |a — b| < p, tapéc no 5. fakta izriet, ka
la — bl =0 jeb a =b. Lidz ar to

p*la+(p—1)b=pb

Ieverosim, ka p? > pb, tapéc pb nevar dalities ar p?. Esam ieguvusi pretrunu, kas nozime, ka miisu
sakotnejais pienemums ir aplams un n nevar bt pirmskaitlis, kas ar1 bija japierada.

5.piemers Atrast visus naturalu skaitlu parus (z,y) ar Tpasibu, ka skaitlis 2%y + z + y dalas ar
skaitli xy? +y + 7.

Atrisinajums. Ieverosim, ka no 2. fakta izriet, ka
wy? +y+ T y(@Py o ty) —aley’ +y+7) =y - Ta
Apskatisim visus iespéjamos gadijumus:

e Jay?— 7z >0, tad no 3. fakta izriet, ka y?> — 7o > 2> +y +7 =
y? > xy® + y + 7+ Tx. leverosim, ka

V>t y+ T+ T >y T+ 7=y +y + 14,
kas ir acimredzama pretruna.

o Ja y? = Tx. Tad y? dalas ar 7, kas nozime, ka y = 7k, kur k ir kaut kads naturals skaitlis. Tada
gadijuma z = 7k%. Viegli parbaudit, ka pari (z,y) = (7k?, 7k) apmierina uzdevuma nosacijumus.



o Jay?—T7xr <0, tad no 3. fakta izriet, ka 7z — y*> > xy* + y + 7. To var parveidot forma
Tv—y >y’ +y+7 = 2(T—y") >y +y+7>0
Tas nozime, ka (7 — y?) > 0. Ta ka skaitli x un y ir naturali, tad secinam, ka y = 1 vai y = 2.

Jay = 1, tad uzdevuma dotais nosacijums parversas par 22 +x +1 dalas ar skaitli 2 +1+7 = 2 +8.
leverosim, ka x = —8 (mod x + 8). Lidz ar to

0O=a2+2+1=64—-8+1=57 (mod x+8)

Lidz ar to 4+ 8 | 57, kas nozime, ka x = 49, vai z + 8 = 19, kas nozime, ka = = 11. Viegli
parliecinaties, ka abi Sie pari der.

Ja y = 2, tad uzdevuma dotais nosacijums parversas par 2z2 + x + 2 dalas ar skaitli 4z + 9.
To var uzrakstit art ka 162 + 8 + 16 = 0 (mod 4z + 9). Lidz ar to 4z = —9 (mod 4z + 9) un:

0=1622+8x+16=81—-184+16=79 (mod 4z +9)

Tada gadijjuma 4z + 9 | 79, kas nozime, ka z = %, kas neder, jo x jabtut naturalam skaitlim.



3 Lielakais kopigais dalitajs

Nakamajas sadalas mées iepazisimies ar lielako kopigo dalitaju un ta ipasibam, kas biezi vien ir noderigs
riks dalamibas uzdevumu analize.

3.1 Lielakais kopigais dalitajs un ta 1ipasSibas

Definicija. Veselu skaitlu a,b lielakais kopigais dalitajs, ko apzime ar ged(a,b), ir lielakais
naturalais skaitlis d, ar ko dalas gan skaitlis a, gan skaitlis b.

Piemeéram, ged(42,56) = 7, ged(20, 130) = 10, ged(0,101) = 101 un ged(2,3) = 1.

Ja diviem veseliem skaitliem a un b izpildas, ka ged(a,b) = 1, tad saka, ka skaitli ¢ un b ir savs-
tarpeji pirmskaitli. Piemeram, ged(9,10) = 1, ged(3,65) = 1 u.c.

4.fakts Aplukosim divus naturalus skaitlus a, b, tad ged(a, b) = ged(b, a — kb), kur k ir patvaligs
vesels skaitlis.

Pieradijums. Pienemsim, ka d; = ged(a, b) un dy = ged(b, a — kb). Ieverosim, ka dy | @ un dy | b,
kas nozime, ka d; | a — kb. Lidz ar to, ja mes aplukojam skaitlus b, a — kb, tad tie abi dalas ar d;, lidz
ar to to lielakais kopigais dalitajs d, ir vismaz d;, tas ir, dy > d;.

leverosim, ka dy | b un dy | a — kb, kas nozime, ka ds | a — kb + kb = a. Lidz ar to, ja mes aplukojam
skaitlus a, b, tad tie abi dalas ar ds, lidz ar to So skaitlu lielakais kopigais dalitajs d; ir vismaz ds, tas
il", d1 Z dz.

Esam ieguvusi, ka do > di > dy, kas nozime, ka d; = dy jeb ged(a,b) = ged(b,a — kb), kas arl
bija japierada.
4.fakts lauj erta veida aprekinat divu skaitlu vai algebrisku izteiksmju lielako kopigo dalitaju. Aplukosim
paris piemerus

e Atradisim ged(42,105). Izmantojot 4. faktu, iegistam sekojosas identitates:

ged(105,42) = ged (42,105 — 2 - 42) =
= (42,21) = ged(21,42 — 2. 21) =
= ged(21,0) =21

e Atradisim ged(n?+n+1,n+2), kur n ir patvaligs naturals skaitlis. Izmantojot 4. faktu, ieglistam
sekojosas identitates

ged(n®* +n+1,n+2)=ged(n +2,n* +n+1—-n(n+2) =
=ged(n+2,—n+1)=ged(n+2,n—-1) =
=ged(n—1,n—1—-(n+2)) =ged(n —1,—-3) = ged(n — 1,3)

Jan—1dalas ar 3, tad ged(n? +n+1,n+2) = ged(n — 1,3) = 3, preteja gadijuma ged(n? +n +
Ln+2) =1

Acigs lasitajs var ieverot, ka ged(a,b) = (b,a (mod b)). Pienemsim, ka a = r (mod b), kur 0 <r <
b. Tas nozime, ka skaitli a var uzrakstit forma a = gb + r. Izveloties k = ¢, iegtistam, ka

ged(a, b) = ged(b, a — gb) = ged(b, ) = ged(b,a  (mod b))

Sis rezultats lauj relativi efektivi aprekinat divu skaitlu lielako kopigo dalitaju, izmantojot programmésanu.

6



[ 5.fakts Doti veseli skaitli @ un b ar Ipasibu, ka ¢ | ab un ged(a, c) = 1, tad ¢ | b.

Pieradijjums. Ta ka ged(a,c) = 1, tad tas nozime, ka skaitliem a un ¢ nav kopigu pirmreizinataju.
Lidz ar to neviena skaitla ¢ pirmreizinataja pakape nevar dalit skaitli a, tacu mes zinam, ka c | ab,
tapec, lai §1 dalamiba izpilditos, mes secinam, ka jebkurai skaitla ¢ pirmreizinataja pakapei ir jadala
skaitlis b. Tas nozime, ka ¢ | b, kas art bija japierada.

6.fakts Doti naturali skaitli @ un b ar pasibu, ka ged(a,b) = 1 un skaitlis ab ir vesela skaitla
kvadrats. Tad katrs no skaitliem a un b ir vesela skaitla kvadrats.

Pieradijums. Pienemsim, ka ab = 2% Apliikosim skaitla x kanonisko reprezentaciju, tas ir, z =

pltps? - phk, kur pp < py < ... < pg ir pirmskaitli un oy, ag, . . ., oy ir naturali skaitli. Tada gadijuma
ab = p%alpgm cae piak
Tas nozime, ka a = p' p> - . .. -pf’“ un b = p'py®-...-pj*. leverosim, ka f; +7; = 2o, katram 1 < i < k.

Ja kaut kadam i ir speka, ka 3; > 0 un v; > 0, tad p; | @ un p; | b, kas nozime, ka ged(a,b) # 1, tacu
tas ir pretruna ar doto. Tas nozime, ka kads no skaitliem [; un ; ir vienads ar 2q;, bet otrs ar 0. Lidz
ar to skaitlis a ir kaut kadu pirmskaitlu pakapju reizinajums, kura katram pirmreizinatajam ir para
kapinatajs, kas nozime, ka skaitlis a ir vesela skaitla kvadrats. Lidzigi varam iegiit, ka skaitlis b ir vesela
skaitla kvadrats.

Pastav visparigaka 1pasiba, ka, ja ged(a,b) = 1 un ab ir vesela skaitla n-ta pakape, tad abi skaitli
a un b ir n-tas pakapes. Pieradijums ir analogisks.

3.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers Naturaliem skaitliem a, b izpildas 1pasiba, ka

a+1 b+1
+
b a

ir vesels skaitlis. Pieradit, ka skaitlu a un b lielakais kopigais dalitajs nav lielaks par v/ a + b.

Atrisinajums. Ieverosim, ka

a+1 b+1 a®>4+a+b+0>
—|— =
b a ab

ir vesels skaitlis. To var parrakstit sekojosa forma:

ab|a®+a+b*+b
Pienemsim, ka ged(a,b) = d un a = dx, b = dy, kur ged(z,y) = 1. Tada gadijuma:
d* | Pxy | (2 +y*) +d(z +y)
Ta ka d? | d(z +y), tad secinam, ka d | x + y. Lidz ar to

r+y>d
dx+dy2d2
a+b>d?

va+b>d.



2.piemers Doti naturali skaitli m,n ar 1pasibu, ka skaitlis m? 4+ n? + m dalas ar skaitli mn.
Pieradit, ka skaitlis m ir vesela skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Pienemsim, ka ged(m,n) = d un m = dz, n = dy, kur ged(z,y) = 1. No uzdevuma
nosacijumiem izriet, ka

mn | m® +n®+m
d*xy | d*2* + d*y* + dx
dry | do* + dy* +
Teverosim, ka d | dzy | dz? + dy? + z. Pamanisim, ka d | dz® un d | dy?, kas nozime, ka d | x.
Lidzigi ieverosim, ka = | dry | dz* + dy? + x. Pamanisim, ka z | dz? un x | z, kas nozime, ka

x| dy?. Atceresimies, ka ged(z,y) = 1, lidz ar to x nevar nekadi dalit y2. Tas nozime, ka z | d. Esam
ieguvusi, ka d | x un x| d, lidz ar to x = d, kas nozime, ka m = dx = d°.

3.piemers Doti naturali skaitli z,y, kuriem izpildas 32% + 2 = 4y? + y. Pieradit, ka x — y ir
naturala skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Parveidosim doto vienadojumu

32+ =4y +y
3@ -y )+ —y=y
(z—y)(B+y) +1) =y

Pienemsim, ka ged(z — y,3(x +y) + 1) # 1, tad eksisté pirmskaitlis p ar 1pasibu, ka p | * — y un
p | 3(x +y) + 1. Teverosim, ka, ta ka p dala vienadojuma kreiso pusi, tad p | y?, kas nozime, ka p | y.
No & varam secinat, ka p | x, jo p |  — y. Savukart, tada gadijuma p | 1, jop | 3(z+y)+ 1, unp |z
un p | y. Tacu ta ir acimredzama pretruna.

Secinam, ka ged(z — y,3(x + y) + 1) = 1, kas nozime, ka = — y ir naturala skaitla kvadrats, jo
(r —y)3(x +y) + 1) = y? ir kvadratiska izteiksme, tatad visi pirmreizinataji ir para pakape, un
pirmreizinataji starp iekavam neparklajas.

~

4.piemers Doti naturali skaitli a, b, ¢ ar 1pasibu, ka
ged(a, b) + ged(a, ¢) + ged(b, ¢) = b+ ¢+ 2023

Pieradit, ka ged(b, ¢) = 2023.

Atrisinajums. Ieverosim, ka, ja b | a un ¢ | a, tad ged(a,b) = b un ged(a, ¢) = ¢, lidz ar to no dotas
sakaribas izriet, ka ged(b, ¢) = 2023, kas art bija japierada.
b

a un ¢ { a. Tada gadijjuma ged(a,b) < 3 and ged(a,c) < 5, jo

(lielakais skaitlis, kas dala ¢ un nav ¢, nevar parsniegt ). Tad:

Aplukosim gadijumu, kad b

t
ged(a, ¢) = ged(a (mod ¢),c) < 5

b+ ¢+ 2023 = ged(a, b) + ged(a, ¢) + ged(b, ¢) < g + g + ged(b, ¢)
b+ c+ 4046 < 2ged(b, ¢) < 2min(b,c) < b+c

Pedeja nevienadiba ir acimredzama pretruna.



Aplukosim gadijumu, kad b | @ un ¢ 1 a. Tada gadijjuma c 1 b, jo preteja gadijuma iegustam, ka
b | a, ¢ | b, kas nozime, ka ¢ | a, kas ir pretruna ar musu piepémumu. leverosim, ka ged(a,b) = b,
ged(a,c) < § un ged(b, ¢) < §. Lidz ar to iegustam, ka

b+ ¢+ 2023 = ged(a, b) + ged(a, ¢) + ged(b, ¢)

¢+ 2023 = ged(a, ¢) + ged(b, ¢) < g + g =c

Pedeja nevienadiba ir acimredzama pretruna. Lidzigi varam apskatit gadijumu, kad b { a, ¢ | a, kura
atkal iegtisim pretrunu. Visi iespéjamie gadijumi ir izskatiti.

5.piemers Zinams, ka dazadiem naturaliem skaitliem a, b, skaitlis ab(a+b) dalas ar a® +ab+ b>.
Pieradit, ka |a — b| > Vab.

Atrisinajums. Ieverosim, ka:

a® +ab+b* | a(a® + ab+ b*) — ab(a + b) = a®
Analogiski varam secinat, ka:

a’> +ab+ b | b(a* + ab+ b*) — ab(a +b) = b*
Pienemsim, ka ged(a,b) = d un a = dx, b = dy, kur ged(z,y) = 1. Tada gadijuma:

E (2 +ay+ 7)) | PP2® = 2 +ay+y° | do?

P2+ 2y +y7) | Py = 2* +ay+ 9P | dy?
Pieradisim, ka ged(z3, 2% + xy + 3*) = 1. Pienemsim pretejo, ka ged(z3, 2% + zy + y?) # 1. Tada
gadijuma eksisté pirmskaitlis p ar Ipasibu, ka p | ged(23, 2% + 2y + y?). Tas nozime, kap | 23 = p |z

un p | 22 +2y+y* = ply*? = p|y. Tacuta ir pretruna ar to, ka ged(z,y) = 1, jo esam ieguvusi,
ka p | ged(z,y). Tas lauj mums secinat, ka x* + zy + y? | do® = 2*> + xy +y? | d. Lidz ar to

d> 2> +ay+y* >y (%)

Parveidosim pieradamo izteiksmi:

la —b| > Vab
la — B> > ab
&Il —yl’ > d*zy
dlz —y|* >y

Acimredzami, ka x # y, jo a # b. Lidz ar to varam secinat, ka |x — y| > 1. Tacu:
dr—yPP>d-1°=d>xy

kur pedeja sakariba izriet no (x). Lidz ar to ekvivalenta sakariba pieradamajai ir patiesa. Tas nozime,
ka arT sakotneja ir patiesa, kas arT bija japierada.



4 Valuacijas

4.1 Definicija un svarigakas 1pasibas

Definicija. Dots fiksets pirmskaitlis p. Par skaitla  valuaciju no pirmskaitla p sauc lielako
pirmskaitla p pakapi, ar ko dalas skaitlis z. To apzime ar v,(z).

No definicijas izriet, ka v,(x) = k nozime, ka p* | x, tacu p**! { z. Piemeéram, v3(36) = v3(32-2%) = 2,
V5(375) = 1/5(53 : 3) = 3, 7/11(5) = 0.

Valuaciju 1pasibas. Doti naturali skaitli a, b. Izpildas sekojosas sakaribas
1. Katram pirmskaitlim p izpildas v,(ab) = v,(a) + v,(b)

2. Katram pirmskaitlim p izpildas v,(§) = vp(a) — v(b)

3. Ja b| a, tad katram pirmskaitlim p izpildas v,(a) > v,(b).

4. Katram pirmskaitlim p izpildas v,(a £ b) = min(v,(a), v,()), ja vp(a) # v,(b)
5. Katram pirmskaitlim p izpildas v,(ged(a, b)) = min(v,(a), v,(b))

6. Ja a + b ir pirmskaitla p pakape, tad v,(a) = v,(b)

Pieradijums. Pirmas un otras ipasibas pieradijumi ir analogiski, tapec pieradisim tikai pirmo ipasibu.
Piepemsim, ka a = p"m un b = p¥n, kur p{ m un p { n. leverosim, ka v,(a) = x un v,(b) = y. leverosim,
ka

vp(ab) = Vp(perymn) =z +y=v(a) +vp(b),

kas ar1 bija japierada.

Pieradisim treso 1pasibu. leverosim, ja b | a, tad § ir vesels skaitlis, kas nozime, ka v,(3) > 0 ka-
tram pirmskaitlim p. No otras 1pasibas izriet, ka

(3) 20 = 1(a) = 1(0) 20 = (a) 2 1, (b),

kas arT bija japierada. Ir svarigi atzimet, ka izpildas arT apgriezta 1pasiba — ja katram pirmskaitlim p

izpildas, ka v,(a) > v,(b), tad b | a. Pieradijums ir acimredzams no aritmetikas pamatteoremas.

Pieradisim ceturto ipasibu. Piegemsim, ka a = p™m un b = p¥n, kur p { m un p { n. leverosim,
ka v,(a) = x un v,(b) = y. Ta ka = # y, tad, nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka x > y. Aplukosim
skaitli a £ b

atb=p"m=+p'n=p'(p°* Ym=En)

[everosim, ka skaitlis p*~¥m 4+ n, nedalas ar p, jo p* ¥m dalas ar p, savukart skaitlis n nedalas ar p, lidz
ar to summa art nevar dalities ar p. Tas nozime, ka

vp(a£b) = vp(p?(p**m £ n)) =y = min(z, y) = min(v,(a), v,(b))

Tas pierada prasito. Ir interesanti izpetit, kas izmainas musu spriedumos, ja v,(a) = v,(b). Tada
gadijuma a = p®m un b = p”n, kas nozime, ka

a+b=p“(m+n)
leverosim, ka meés nevaram neko pateikt par v,(m-+n), jo divu skaitlu summa, kur katrs no tiem nedalas

ar p, var dalities ar p vai ta pakapi. Piemeram, ja p =3, m =2 unn =7, tad 32 | 2 + 7. Tas nozime,
ka gadijuma, ja v,(a) = v,(b), mes vienigi zinam to, ka v,(a + b) > v,(a), ja nav dota nekada papildus
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informacija par skaitliem m un n.

Piekta 1pasiba izriet no aritmetikas pamatteoremas un no lielaka kopiga dalitaja 1pasibam, ko mes
apspriedam 3. sadala.

Pieradisim sesto 1pasibu. Pienemsim, ka a + b = p®, kur z ir naturals skaitlis, ka ar1 to, ka a = p*m
un b = p¥n, kur p t m,n. leverosim, ka v,(a) = = un v,(b) = y. Piepemsim pretejo, ka = # y un,
nezaudejot visparigumu, to, ka x > y. Ieverosim, ka

a+b=yp°
p'm+p'n = p*
p(p*'m+n) =p

z

[everosim, ka skaitlis p* ¥Ym + n nedalas ar p, jo n nedalas ar p. Tas nozime, ka skaitlis p* ¥Ym + n
nevar but skaitla p pakape, lidz ar to vieniga iespeja, ka tas ir vienads ar 1, tacu tas acimredzami nav
iespejams. Lidz ar to secinam, ka x = y jeb v,(a) = v,(b), kas arT bija japierada. leverosim, ka, ja

a — b ir pirmskaitla pakape, tad ne noteikti v,(a) = v,(b). Piemeéram, 16 — 8 = 8, tacu v,(16) = 4, bet
1/2(8) = 3.

4.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemérs Dotinepara naturali skaitli a, b ar Tpasibu, ka a’b® ir vesela skaitla kvadrats. Pieradit,
ka skaitlis ab ir vesela skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Aplukosim patvaligu pirmskaitli p. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka
2 1y (a) = vy(a?) + v, (6%) = bwy(a) + avy (1)

Ta ka a, b ir nepara skaitli, tad a = b =1 (mod 2). Secinam, ka
0= byy(a) + avy(b) = v(a) + v,(b)  (mod 2)

Tas nozime, ka 2 | v,(a) + v,(b) = v,(ab). Atkartojot So spriedumu katram pirmskaitlim p, iegtistam,
ka ab ir vesela skaitla kvadrats, kas ar1 bija japierada.

2.piemers. Doti naturali skaitli a1, as, . .., ajo; ar ipasibu, ka ged(ay, asg, . .., a101) = 1. Zinams,
ka jebkuru 51 skaitlu reizinajums dalas ar atlikuso 50 skaitlu reizinajumu. Pieradit, ka aias . .. a0
ir vesela skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Aplukosim patvaligu pirmskaitli p. Ieverosim, ka eksisté vismaz viens tads skaitlis a;,
ka p 1 a;. Ja tas ta nebutu, tad katrs no skaitliem aq, as, ..., a1 dalitos ar p, kas ir pretruna ar to, ka
ged(ag, ag, ..., a101) = 1. Nezaudgjot visparigumu, piegemsim, ka p { a; jeb v,(a;) = 0. No uzdevuma
nosacijumiem izriet, ka

Q52053 ... A101 | a1as ... a5

No valuaciju 1pasibam izriet, ka

Vp(a1a2 e 0,51) 2 yp(a52a53 e 0,101)
Vp(al) -+ I/p(ag) + ...+ Vp(CL51) Z Vp(a52) + Vp(a53) + ..+ I/p(algl)
Vp(ag) 4+ ...+ l/p(a51) Z I/p<a52) + I/p<a53) 4+ ...+ Vp(alol)
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No uzdevuma nosacijumiem izriet ari, ka

as...as | araseass . .. ajn
Vp(@1a52a53 - . . a101) > Vp(az . .. as)
vp(ar) + vplas2) + ... + vp(aro1) > vp(az) + ... + vp(as)
vp(as2) + ... + vp(aion) > vp(ag) + ... + vp(as)

No iegtitajam nevienadibam izriet, ka
Vp(a52) 4+ ...+ l/p(al()l) Z Vp(ag) + ...+ Vp(a,51) Z Vp(a52) + yp(a53) + ...+ l/p(al()l)
I/p(CLQ) + ...+ Vp(CL51) == I/p(a52> + ...+ l/p<a101> == S

Secinam, ka
Vp(alaz Ce CL101> = I/p((ll) + S + S =28

Tas nozime, ka 2 | v,(ajas...aj01), atkartojot So spriedumu katram pirmskaitlim p, iegustam, ka
aias . ..ajor ir vesela skaitla kvadrats, kas art bija japierada.

3.piemers Dots naturals skaitlis n > 3 un naturali skaitli aq,as,...,a, ar IpaSibu, ka
ged(ay, ag, ..., a,) =1 un katram ¢ € {1,2,...,n} ir speka, ka a; | a; + as+ ...+ a,. Pieradit, ka

a1y ... ap | (@1 +ag+ ... 4 ay)" 2

Atrisinajums. Aplukosim patvaligu pirmskaitli p. Vispirms pieradisim, ka eksiste 2 skaitli, kuri
nedalas ar p. Acimredzami, ka eksisté vismaz viens, jo pretéja gadijuma p | ged(aq, as, ..., a,), kas ir
pretruna ar to, ka ged(aq, as, ..., a,) = 1. Pienemsim, ka eksisté tiesi viens skaitlis, teiksim, a,, kurs
nedalas ar p. Tada gadijuma

play|ay+ax+...+a,

Ja visi skaitli aq, ..., a,_1 arT dalitos ar p, tad, lai izpilditos augstak minetais dalamibas nosacijums, ir
jabut speka, ka p | a,, tacu ta ir pretruna ar musu piepémumu. Lidz ar to vismaz viens no skaitliem
ai,as,...,a, 1 nedalas ar p. Nezaudgjot visparigumu, pienemsim, ka a,_; nedalas ar p. Tas nozime,

ka v,(an) = vp(an—1) =0
No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

vplar +as+ ...+ an) > 1,
vp(ay +as + ...+ ay) > vp(as)
vplay +as+ ...+ an) > 1,
vp(ar +ag + ...+ an) > vp(an—2)
Saskaitot §1s n — 2 nevienadibas, iegtisim, ka

(n—2)vp(a1 +as+ ...+ an) > vp(ar) + ... + vp(an—2)
vo((ag +ag+ ... +a,)"%) > vplay...an o)
vo((ar +ag + ... +a,)"?) > vy(aras ... a,)
Pareja uz pedejo rindu mes izmantojam to, ka
v,

(@1 .. o) = Vp(ar ... an—2) + Vp(an_1) + vp(a,) = vp(aras . . . ay)

Atkartojot $o spriedumu katram pirmskaitlim p, ieglisim, ka ajas ... a, | (a1 +as+ ...+ a,)" 2, kas arT
bija japierada.
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4.piemers Doti naturali skaitli b,n > 1. Pienemsim, ka katram k£ > 1 eksiste tads vesels skaitlis
ay, ka b — a}} dalas k. Pieradit, ka b = A", kur A ir kaut kads vesels skaitlis.

Atrisinajums. Aplukosim pirmskaitli p | b un pienemsim, ka v,(b) = t. Aplukosim uzdevuma
nosacijumus pie k = p'*!

k|b—ap
vp(p') < vp(b — af)
t+1<wv,(b—ay)

Pienemsim, ka 1,(b) < v,(a}), tad v,(b — a}f) = min(v,(b), vp(a})) = v,(b) = t. Tas nozime, ka ir
jaizpildas t + 1 < t, kas ir pretruna.

Piepemsim, ka v,(b) > v,(a}), tad v,(b — a}) = min(v,(b), v,(a})) = vy(ay) < v,(b) = t. Tas nozime,
ka ir jaizpildas t + 1 < t, kas ir pretruna.

Secinam, ka 1,(b) = v,(a}) = nv,(ax), kas nozime, ka n | v,(b). Atkartojat So spriedumu katram
pirmskaitlim p | b, iegustam, ka skaitlis b ir kaut kada vesela skaitla n-ta pakape, kas arT bija japierada.

5.piemers Doti naturali skaitli a, b ar Tpasibu, ka skaitlis a+b® dalas ar skaitli a®+3ab+3b* —1.
Pieradit, ka skaitlis a® + 3ab + 3b®> — 1 dalas ar vesela skaitla kubu.

Atrisinajums. Ileverosim, ka

a’?+3ab+3b* — 1| a+ b
a®+3ab+3b* — 1| a(a®+3ab+ 36> —1) +a+b*
a® +3ab+ 3b° — 1| a® 4 3a®b + 3ab® —a + a + b’

a? 4+ 3ab + 3b* — 1| a® + 3a®b + 3ab® + b*
a®+3ab+3b* — 1| (a+b)?

Teverosim, ka no §T izriet — ja kaut kadam pirmskaitlim p | a®+3ab+3b* — 1, tad p | (a+b)3, kas nozime,
ka p | a +b. Citiem vardiem sakot, skaitlis a + b satur visus skaitla a® + 3ab + 3b* — 1 pirmreizinatajus
(un iespejams vel kadus citus).

Pienemsim, ka skaitlis a® + 3ab + 30> — 1 nedalas ne ar vienu vesela skaitla kubu. Tas nozime, ka
vp(a? + 3ab + 3b* — 1) < 2 katram pirmskaitlim p (ja tas ta nebutu, tad skaitlis @ + 3ab + 3b* — 1
dalitos ar p?, kas ir pretruna ar musu piegemumu). leverosim, ka v,((a + b)?) = 2uv,(a + b) > 2. Lidz
ar to v,((a + b)?) > v,(a® + 3ab + 3b* — 1). Atkartojot So spriedumu katram pirmskaitlim p, secinam,
ka a® + 3ab+ 3b* — 1 | (a + b)%. Tas nozime, ka

(a+0)*>a®>+3ab+3b°—1 = a®+2ab+b*>a*+3ab+30*—1 = 0>ab+20* -1

Pedeja nevienadiba ir nepatiesa, jo a, b ir naturali skaitli. Tas nozime, ka miisu pienémums ir aplams
un skaitlis a® + 3ab + 3b> — 1 dalas ar kada vesela skaitla kubu.
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5 Dalamibas funkcionalvienadojumi

Saja sadala més aplikosim, ka risinat uzdevumus, kuros jaatrod funkcija, kurai izpildas kaut kads
dalamibas nosacijums.

1.piemers Ar N apzimesim naturalo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : N — N ar 1pasibu,
ka

m?+ f(n) | mf(m) +n

visiem naturaliem skaitliem m un n.

Atrisinajums. Ar P(m,n) apzimesim doto sakaribu. leverosim, ka no P(2,2) izriet, ka
44 f(2) ] 2f(2) +2

Varam iegtt, ka
4+ F(2) [2(f(2)+4) - (2f(2) +2) =6

Secinam, ka 4 + f(2) var piegemt vertibas 1,2, 3,6, ta¢u pirmas tris no tam nav iespéjamas, jo tada
gadijuma iznak, ka f(2) ir attiecigi —3, —2, —1, kas ir pretruna ar to, ka funkcija pienem naturalas
vertibas. Lidz ar to 4 4+ f(2) = 6, kas nozime, ka f(2) = 2. Tagad no P(2,1) varam iegut, ka

1+ £(1) [2f(2)+1=5
Secinam, ka 4 + f(1) < 5, Iidz ar to f(1) = 1. No P(m, 1) izriet, ka
L+m? | mf(m)+1 = mf(m)+1>1+m?* = f(m)>m
Savukart no P(1,m) izriet, ka
I+ fm)|[1+m = m+1>1+ f(m) = m> f(m)
Apvienojot kopa abas iegutas nevienadibas, secinam, ka
m> f(m)=m = f(m)=m.

Viegli parbaudit, ka funkcija apmierina uzdevuma nosacijumus.

Plasi izmantota ideja funkcionalvienadojumus par dalamibu ir iegut, ka kaut kads skaitlis dala,
piemeram, p®, kur x ir kaut kads naturals skaitlis un p pirmskaitlis. Tas nozime, ka dotais skaitlis var
pienemt tikai vertibas 1,p, p?, ..., p*. Parlasot gadijumus var iegiit, ka daudzas no tam vertibam neder,
kas lauj iegit funkcijas vertibu kaut kados noteiktos punktos. ST ideja ir ilustréta sikak nakamajos 2
piemeros.

2.piemers Ar N apzimesim naturalo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : N — N ar 1pasibu,
ka

f(m) + f(n) | m+n

visiem naturaliem skaitliem m un n.

Atrisinajums. Ar P(m,n) apzimesim doto sakaribu. No P(1,1) izriet, ka
O+ 2 = 2f1) ]2 = fO)]1
Tas nozime, ka f(1) = 1. Aplukosim P(p — 1, 1), kur p ir pirmskaitlis.
fo-D+fQ)|p = flp—1)+1]p
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Tas nozime, ka f(p—1) +1 =1 vai ar1 f(p — 1) +1 = p. Pirmais gadijums nav iespgjams, jo tada
gadijuma iznak, ka f(p — 1) = 0, kas ir pretruna ar to, ka funkcija pienem naturalas vertibas. Lidz ar
to secinam, ka f(p — 1) + 1 = p, kas nozime, ka f(p — 1) = p — 1 visiem pirmskaitliem p.

Fiksesim skaitli n. Aplukosim P(n,p — 1)

fn)+flp=1)[n+p—1
fm)+p—1|n+p—1
f)+p—1|n+p—1—(f(n)+p—1)
fn)+p—1]n— f(n)
leverosim, ka n — f(n) ir fiksets skaitlis, kas dalas ar f(n)+p — 1, kur p ir patvaligs pirmskaitlis. Tacu
pirmskaitlu ir bezgaligi daudz, tapec mes varam izveleties tadu pirmskaitli p, ka f(n)+p—1 > [n— f(n)].
Vienigais skaitlis, kas dalas ar péc patikas lieliem skaitliem, ir skaitlis 0. Lidz ar to mes secinam, ka

f) —n=0 = f(n)=n

Atkartojot So spriedumu katram naturalam skaitlim n, secinam, ka f(z) = z visiem naturaliem skaitliem
x. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija apmierina uzdevuma nosacijumus.

3.piemers Ar N apzimesim naturalo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : N — N ar 1pasibu,
ka

fla) +b]a®+ f(a)f(b)

visiem naturaliem skaitliem a, b.

.

Atrisinajums. Ar P(a,b) apzimesim doto sakaribu. No P(1,1) izriet, ka
SO +1[1+f(1)? = f(1)’+1=0 (mod f(1)+1)
Ieverosim, ka

f()+1=0 (mod f(1)+1)
f(1)=-1 (mod f(1)+1)

f(1)*’=1 (mod f(1)+1)
0=f(1)*+1=2 (mod f(1)+1)
2=0 (mod f(1)+1)
S +1]2

Tas nozime, ka f(1) + 1 var piepemt vertibas 1 vai 2. Ieverosim, ka vertibu 1 nevar pienemt, jo tada
gadijuma f(1) =0, lidz ar to secinam, ka f(1) +1=2 = f(1) = 1.

Apgalvojums. Visiem pirmskaitliem p > 2024 izpildas f(p) = p.
Pieradijums. Aplikosim patvaligu pirmskaitli p > 2024. No P(p, p) izriet, ka

fo)+p| P>+ f)? = P+ f(P)?=0 (modp+ f(p))

leverosim, ka

p+f(p) =0 (modp+ f(p))
f(p)=—-p (mod p+ f(p))
f()?=p* (mod p+ f(p))

0=f(p)*+p*=2p" (mod f(p)+p)
2p> =0 (mod f(p) +p)
f)+p|2p°
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Tas nozime, ka f(p) + p var pienemt vertibas 1,2, p,2p,p? 2p*>. Ieverosim, ka vertibas 1,2,p nav
iespejamas, jo tada gadijuma f(p) ir vienads ar 1 — p,2 — p, 0, kas ir pretruna ar to, ka funkcija pienem
naturalas vertibas, jo p > 2023.

Pienemsim, ka f(p) + p = p?, tad f(p) = p*> — p. Tada gadijuma no P(p, 1) izriet, ka

fp)+ 10>+ flp)f(1)
pP=p+1|2p°—p
pPP=p+1](2p°—p)— @ —p+1)
pPP-p+1]p° -1
pP-p+l|pP—1-@p"—p+1)=p—2

Tas nozime, ka p — 2 > p*> — p + 1, kas acimredzami nav patiesi, ja p > 2024.
Pienemsim, ka f(p) + p = 2p?, tad f(p) = 2p? — p. Tada gadijuma no P(p, 1) izriet, ka

fp)+ 10>+ flp)f(1)
2 —p+1]p*+2p° —p
2° —p+1|3p*—p
2 —p+1]3p° —p— (2> —p+1)
2" —p+1]p° -1

Tas nozime, ka p? — 1 > 2p* — p + 1, kas acimredzami nav patiesi, ja p > 2024. Secinam, ka vieniga
iespejama f(p) + p vertiba ir 2p, kas nozime, ka f(p) = p visiem pirmskaitliem p > 2024.

Fiksesim naturalu skaitli b. Aplukosim P(p,b), kur p ir patvaligs pirmskaitlis, kurs ir lielaks par 2024.
leverosim, ka

fp)+b]p*+ f(p)f(b)
p+b|p*+pf(b)
p+b|plp+ f(b)

Izvelesimies tadu p, ka p 1 b, jo tada gadijuma ged(p + b, p) = ged(b, p) = 1. Tas nozime, ka

p+b|plp+ f(b)

p+blp+ f(b)
p+blp+ f(b) —(p+0)
p+bl|f(b)—0b

leverosim, ka f(b) — b ir fiksets skaitlis. Ta ka pirmskaitlu ir bezgaligi daudz, tad mes varam atrast
tadu pirmskaitli p, ka ged(p,b) =1 un b+ p > | f(b) — b|. Tacu vienigais veselais skaitlis, kurs dalas ar
pec patikas lieliem skaitliem, ir 0. Secinam, ka f(b) —b =0 = f(b) = b. Atkartojot So spriedumu
katram naturalam skaitlim n, secinam, ka f(z) = = visiem naturaliem skaitliem z. Viegli parbaudit,
ka §1 funkcija apmierina uzdevuma nosacijumus.
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