1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Naturalam skaitlim n eksiste 2 dazadi dalitaji a un b ar pasibu, ka (a-1)(b+2) =
n—2. Pieradit, ka skaitlis 2n ir naturala skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Ieverosim, ka
(a—1)(b+2)=n—2 = ab+2a—b=n

levéerosim, ka a | n, tapéc a | ab + 2a — b, kas nozime, ka a | b. No otras puses, més zinam, ka b | n,
tapec b | ab 4 2a — b, kas nozime, ka b | 2a. Secinam, ka tas ir iespéjams tad un tikai tad, ja a = b vai
b = 2a. Pirmais gadijums nav iespejams, jo uzdevuma ir dots, ka skaitli a un b ir dazadi, tapec b = 2a.
Tada gadijuma ab+2a —b=n = n = 2a> = 2n = (2a)? Secinam, ka 2n ir naturala skaitla
kvadrats, kas ar1 bija japierada.



2.uzdevums Atrast visus naturalo skaitlu parus (n,d) ar 1pasibu, ka d | n* un (n — d)* < 2d.

Atrisinajums. Ieverosim, ka

(n—d)*<2d
n% —2nd + d* < 2d
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%+d<2n+2

No sakaribas starp videjo aritmetisko un geometrisko savukart, izriet, ka ”72 +d > 2n. No uzdevuma
nosacijumiem izriet, ka skaitlis ”72 + d ir vesels, tapéc secinam, ka ”72 + d ir vienads ar 2n vai 2n + 1.

Aplukosim katru gadijumu atseviski:

e Ja ”72 +d = 2n, tad n® + d* = 2nd, kas nozime, ka (n —d)? = 0 jeb to, kan = d. Viegli parbaudit,
ka skaitlu pari (k, k), kur & ir vesels skaitlis patiesam apmierina uzdevuma nosacijumus.

o Ja % +d=2n+1, tad (n — d)? = d. Secinam, ka d ir vesela skaitla kvadrats, teiksim d = k.
Tada gadijuma
n—k)=k = n—k =4k = n=k(k+1)
Viegli parbaudit, ka skaitlu pari (k(k + 1),k?) un (k(k — 1), k?) patiesam apmierina uzdevuma
nosacijumus.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : N — N, kuram visiem naturaliem skaitliem m un n
skaitlis f(m) + f(n) — mn ir atskirigs no 0 un dala skaitli mf(m) + nf(n).

Atrisinajums. Ar P(m,n) apzimesim doto funkcionalvienadojumu.

No P(1,1) izriet, ka 2f(1) — 1 | 2f(1). Tas arl nozime, ka 2f(1) — 1 | 2f(1) — (2f(1) — 1) = 1,
lidz ar to, 2f(1) =1 <1 = f(1) = 1. Izmantojot 8o rezultatu, aplukosim P(1,n):

f(n)—n+1|nf(n)+1 = f(n)—n+1|nf(n)+1—-n+2)(f(n)—n+1)=
=n>—2f(n)+n—-2 = f(n)—n+1|n*—2f(n)+n—2 (1)
Savukart no P(n,n) izriet, ka
2f(n) =n* | 2nf(n) = 2f(n) —n*|2nf(n) —n(2f(n) —n®) =n®  (2)

Apgalvojums. f(p) = p? visiem pirmskaitliem p > 100.
Pieradijums. Vienadojuma (2) aizvietosim n ar p:

2f(p) —p° | P’

Ta ka vienigie skaitla p? veselie dalitaji ir {—p?, —p?, —p, —1,1, p, p?, p*}, tad
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Ta ka f(p) > 0, tad
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Vienadojuma (1) aizvietosim n ar p. Apskatisim dazus gadijumus:

}

o Jaf(p):’%,tad’%—pjtl lp—1F1 = p*+1-2p+2|2p—2F2. Bet 0< 2p—2F2<
p? £ 1 — 2p+ 2 visiem p > 100, kas nav iespéjams. Analogiski:

e Ja f(P):I%Jad @—P—Fl | P2 —p+1 = p*—p+2]|p*—p, kas nav iespejams.
e Ja f(p) = Ii;p, tad p? — 3p + 2 | 4p, kas nav iespejams.

. Jaf(p):’#, tad’#—p—l—l PP —p+1 = pP+p*—2p+1|2p°—2p+ 2, kas nav
iespejams.

Lidz ar to f(p) = p? visiem p > 100.
Tagad apskatisim patvaligu naturalo skaitli n un tadu pirmskaitli p, ka p > f(n). No P(n,p) izriet, ka
P+ f(n) —pn|p’ +nf(n) = p*+ f(n) —pn|p’ +nf(n) —n(p® + f(n) —pn) =

P’ + f(n) —pn | p* — np* + pn?

Ta ka p un f(n) ir savstarpeji pirmskaitli, tad arT p un p* + f(n) — pn ir savstarpeji pirmskaitli, kas
nozime, ka

p 4 fn) —pn| P —np+n® = p’+ f(n) —pn|p* —np+n® — (p*+ f(n) —pn) =0’ — f(n)
Izvelesimies tadu p, lai p> + f(n) —pn > n? — f(n) a1 izpildas. Tad n? — f(n) = 0 jeb f(n) =n? Ta

ka analogiskus spriedumus var veikt patvaligiem naturaliem skaitliem n, secinam, ka f(n) = n? visiem
naturaliem skaitliem n. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija patieSam apmierina uzdevuma nosacijumus.
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4.uzdevums Sauksim naturalu skaitli n par sigma puisi, ja jebkuram skaitla n dalitajam d
skaitlis n(n + 1) dalas ar ar skaitli d(d + 1). Pieradit, ka jebkuriem 4 sigma puisu skaitliem
A, B,C un D izpildas

LKD(A, B,C,D) = 1.

Atrisinajums. Lai atrisinatu uzdevumu, mums ir japierada, ka neeksisté neviena pirmskaitla, kas
dala ¢etrus dazadus sigma puisu skaitlus. Mes pieradisim, ka visi sigma puisi ir forman = 1, n = p, kur
p ir pirmskaitlis, vai n = p (p? — p — 1), kur p un p?> —p — 1 ir pirmskaitli. No ta sekos, ka vienigie sigma
puisi skaitli, kas dalas ar kadu pirmskaitli p ir p, p(p? —p — 1) un ¢(¢*> — ¢ — 1), kur ¢ ir pirmskaitlis un
¢> — q¢— 1= p, kas ir tikai t11s skaitli, Iidz ar to tas dos prasito

Pienemsim, ka n ir sigma puisis. Ja a | n, tad pierakstot n = ab, un izveloties d = b, mes dabujam, ka
b(b+1)|nn+1)=ablab+1) = b+1|alab+1) = b+1]ala—1) (%)
kur mes izmantojam, ka b un b+ 1 ir savstarpeji pirmskaitli un ka a(a — 1) = a*(b+ 1) — a(ab + 1).

1. apgalvojums. n ir kvadratbrivs.
Pieradijums. Ja p* | n kadam pirmskaitlim p, tad izvelgjoties a = p, b = kp, kur k = z%’ no (x) seko,
ka

kp+1|pp—1) = kp+1[p—1,

jo p un kp + 1 ir savstarpeji pirmskaitli, tacu tas nav iespejams, jo 0 <p —1 < kp + 1.
2. apgalvojums. n dalas ne vairak ka ar diviem pirmskaitliem.

Pieradijums. Apskatisim skaitla n mazako pirmreizinataju p. Izmantojot (%) ar a = p un b =
dabtjam, ka

n
p’

mes
];Jrllp(p—l) — ];ép(p—l)—l = n<p —p°—p
Ja n dalas ar 3 pirmskaitliem p < py < ps, tad n > ppaps < p*, kas ir pretruna.

No siem diviem apgalvojumiem kopa seko, ka vienigie iespejamie gadijumi ir n = 1, n = p un n = pq,
kur p un ¢ ir dazadi pirmskaitli ar p < q. Viegli parliecinaties, ka n = 1 un n = p patieSam ir sigma
puisi. Tagad apskatisim gadijumu, kad n = pg. Panemot d = p, dabujam, ka

plp+1) | pe(pg+1) = p+1|q(pg+1)

Jap=2un ¢ =3, tad n = 6, kas nav sigma puisis, jo 3(3+ 1) { 6(6 + 1). Citadi mums ir p+ 1 < g,
tapec p + 11 ¢, no ka izriet, ka

p+1l|pg+1 = p+1|qlp+1)—(pg+1)=q¢—1 = q=k(p+1)+1
kadam naturalam skaitlim k. Tagad panemot d = ¢, lidzigi ka () dabujam

q(¢+1) I pelpg+1) = q+1|pp—1) = k(p+1)+2]|p(p—1)

No ta izriet, ka p | k(p+ 1) + 2, jo citadi k(p+1)+2 | p— 1 < k(p+ 1) + 2, kas nav iespejam. Lidz ar
to, p | k+ 2. Lidz ar to k > p — 2, tacu tad

pp—1)=@-2)p+1)+2<klp+1)+2|plp—1).

Lai tas buitu iespejams, nevienadibai jabut vienadibai, tatad k = p — 2. Tadejadi n = p (p* —p — 1),
kur p un p? — p — 1 ir pirmskaitli, un ir viegli parliecinaties, ka visi skaitli tada forma patiesam ir sigma
puisi. Prasitais ir pieradits.



2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Dota naturalu skaitlu virkne aq,as,as,... ar ipaSibu, ka visiem naturaliem
skaitliem k, [ izpildas k + [ | ar + a;. Pieradit, ka visiem naturaliem skaitliem k& > [ skaitlis
ar — a; dalas ar skaitli k& — .

Atrisinajums. Izvelesimies tadu naturalu skaitli n, ka k — [ dala k + n. Ieverojam, ka tad [ + n =
k+n — (k—1) ar1 dalas ar k — [. Péc uzdevuma nosacijumiem mums jaizpildas

k+nla,+a, un Il4+n|a+a,

Secinam, ka k — 1 | ar, + a, un k — 1| a; + a,, no ka izriet, ka k — I | ax + a,, — (a; + a,) = ap — ay, kas
bija japierada.



2.uzdevums Pieradit, ka neeksiste naturali skaitli a, b, ¢ ar 1pasibu, ka katrs no skaitliem
a’b+1, bc+ 1, c2a + 1 dalas ar skaitli a® + b? + ¢?

l.atrisinajums. Pienemsim pretejo, ka eksiste skaitli a, b, ¢ ar Tpasibu, ka

a>+ b+ a*b+1

a?+ b+ be+1

a>+ b+ | ca+1
leverosim, ka ged(a, a® + b + ¢2) = ged(b, a® 4+ b* + ¢?) = ged(c, a* + b* + ¢?) = 1. Patiesam, ja eksiste
pirmskaitlis p ar pasibu, ka p [aun p | a®> + 0> + 2 tad p | a®> + 02 + 2 | a®b+ 1, tacu pf a®b+ 1 —
pretruna. Lidz ar to

a>+ b+ a*b+1—bc—1=bla®— b

Secinam, ta ka ged (b, a®+b*+c?) = 1, tad a®>+b*+c? | a®>—b?c. Lidzigi varam iegit, ka a®+b*+c? | b*—c?a
un a® +b? + ¢ | ¢® — a®b. Teverosim, ka

b’ —cfa=a®—b’c (mod a®+b* +c?)
V’(b+c)=ala®>+c*) (mod a®+b* + c?)
b*(b+c) = —ab® (mod a® + b* + )
V(a+b+c)=0 (mod a®+b* +c?)

Mes izmantojam paréja no otras uz treso rindinu to, ka a®+c* = —b* (mod a®+b*+c?). Esam ieguvusi,
ka a® + b* + ¢ | b*(a + b+ ¢), kas nozime, ka a® + b* + ¢ | a+ b+ ¢, jo ged(b,a® + b* + ¢*) = 1. Ta ka
a? > a visiem naturaliem skaitliem a, tad a? 4+ b*> 4 c¢* > a + b+ c. Vienadiba pastav tad un tikai tad, ja
a =b=c=1, tacu viegli parbaudit, ka Sis skaitlu trijnieks neapmierina uzdevuma nosacijumus. Lidz
ar to a® + 0% +c® > a + b+ ¢, tapec a® + b* + ¢ | a + b + ¢ nevar izpildities.

2. atrisinajums. Pienemsim pretejo, ka eksiste skaitli a, b, ¢ ar 1pasibu, ka
a®+ b+ | a*h+ 1
a?+b+cF | be+1
a?+ b+ cla+1
Tada gadijuma
a>+ 0+ e(@®+1) +a®c+1)+b(cta+1) =abe(a®> +b* + ) +a+b+ec
Secinam, ka tada gadijuma a? +b* +c* | a+ b+ ¢, tacu ta ka a® > a visiem naturaliem skaitliem a, tad
a?+b* 4+ c* > a+ b+ c. Vienadiba pastav tad un tikai tad, ja a = b = ¢ = 1, tacu viegli parbaudit,

ka $is skaitlu trijnieks neapmierina uzdevuma nosacijumus. Lidz ar to a® + b* 4+ ¢ > a + b + ¢, tapec
a?+ 0%+ 2 | a+ b+ c nevar izpildities.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : N — N, kuram visiem naturaliem skaitliem m, n izpildas

MKD(m, f(m + f(n))) = MKD(f(m), f(m) + n).

Atrisinajums. Ar P(m,n) apzimesim doto funkcionalvienadojumu.

Apgalvojums. m | f(m) visiem m € N.
Pieradijums. leverojam, ka m | MKD(m, f(m + f(n))). Lidz ar to

m [ MKD(f(m), f(m) +n)

visiem naturaliem skaitliem m. Pamanisim, ka ja n = (m — 1)f(m) + 1, tad n un f(m) ir savstarpeji
pirmskaitli, kas nozime, ka MKD(f(m), f(m)+n) = f(m)(f(m)+n), ka art f(m)-+n un m ir savstarpeji
pirmskaitli. Aizvietojot iegtitaja sakariba n ar (m — 1) f(m) + 1, iegtstam, ka

m | f(m)(f(m) + (m —1)f(m) +1) = f(m)(mf(m) +1)

Ta ka m un mf(m) + 1 ir savstarpeji pirmskaitli, tad m | f(m) visiem naturaliem skaitliem m.
levérojam, ka tas arl nozime, ka f(m) > m visiem naturaliem skaitliem m.

Aizvietosim n ar f(m) originalaja funkcionalvienadojuma:
MKD(m, f(m + f(f(m))) = MKD(f(m),2f(m)) = 2f(m)
leverojam, ka m | f(m) | f(f(m)), tatad

m | m+ f(f(m)) | f(m+ f(f(m))

kas nozime, ka MKD(m, f(m + f(f(m))) = f(m + f(f(m)). Lidz ar to, mes iegustam, ka

fm+ f(f(m)) =2f(m) (1)

visiem naturaliem m. Piegemsim, ka f(f(m)) # f(m) kadam m. Tad ta ka f(m) | f(f(m)), tad
f(f(m)) > 2f(m). legustam, ka

2f(m) = f(m+ f(f(m)) = m+ f(f(m)) = m+2f(m) > 2f(m),

kas ir pretruna, lidz ar to f(f(m)) = f(m) visiem naturaliem m. Vienadojumu (1) tagad varam
parrakstit ka

f(m+ f(m)) = 2f(m)
Tagad pienemsim, ka f(m + f(m)) # m+ f(m) kadam m. Tad sanak, ka f(m+ f(m)) > 2m+ 2f(m)
un
2f(m) = f(m+ f(m)) = 2m + 2f(m) > 2f(m),
kas ir pretruna, lidz ar to f(m + f(m)) = m + f(m) visiem naturaliem m. Tadejadi (1) parversas par
m+ f(m) =2f(m) = f(m) = m visiem naturaliem skaitliem m. Viegli parliecinaties, ka &1 funkcija
patieSsam apmierina uzdevuma nosacijumus.



4.uzdevums Atrast visus naturalo skaitlu parus (a,b) ar 1pasibu, ka a® | 6> + 1 un v? | @® + 1.

Atrisinajums. leverosim, ka skaitli a,b ir savstarpeji pirmskaitli. PatieSam, ja eksiste tads pirm-
skaitlis p, ka p | a un p | b, tad p | a® | b® + 1, tacu p { b3 + 1 — pretruna. Viegli pamanit, ka
a’|a®+ b+ 1un v? | a®+ b+ 1. Ta ka ged(a,b) = 1, tad secinam, ka a?b* | a® + 0* + 1.

Nezaudgjot visparigumu, pienemsim, ka a > b. Ta ka a® | b* + 1, tad a® < b3 + 1, tapec a® < a(b® + 1).
Lidz ar to

P <a®+ 0P +1<all® + 1)+ +1=(a+ 1) +1)

2 3
a <b-+1
a+1— b
—1 1 1 1
(a=Diatl)+ <4+ =<b+1
a+1 b2
1
a—1+ <b+1
a+1
a—1<b+1
a—b<2

Secinam, ka a = b+ 1 vai arT a = b. Aplukosim katru gadijumu atseviski, ja

e Jaa =D, tad secinam, ka a® | b® + 1 = a® + 1, kas nozimg, ka a® | 1. Lidz ar to a = b = 1. Viegli
parbaudit, ka Sis patiesSam ir atrisinajums.

e Jaa=>0+1, tad secinam, ka b? | a®> + 1 = (b+1)3 + 1 = b* + 3b? + 3b + 2. Tas nozime, ka b | 2.
Lidz ar to b =2 vai b= 1. Ja b = 2, tad a = 3, kas ir atrisinajums, savukart, ja b =1, tad a = 2,
kas nav atrisinajums.

Esam ieguvusi, ka vienigie skaitlu pari, kas apmierina uzdevuma nosactjumus ir (1, 1), (3,2) un (2, 3).



