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1 Ievads

Saja nodarbiba aplukosim sarezgitakus modularas aritmetikas jedzienus — Mazo Ferma teoremu, Vilsona
teoremu, inversos elementus pec pirmskaitla modula p un kiniesu atlikumu teoremu.

2 Maza Ferma teorema

2.1 Teorijas fakti

Maza Ferma teorema. Katram pirmskaitlim p un katram veselam a, kam ged(a,p) = 1,
izpildas
a? =1 (mod p).

To var parrakstit: a”? = a (mod p), Soreiz ieskaitot arl tos a, kas dalas ar p.

Pieradijums. Apliukosim skaitli a, kurs nedalas ar p un divas skaitlu kopas A = {1,2,...,p— 1} un
B ={a1 (mod p),a-2 (mod p),...,a-(p—1) (mod p)}. Pieradisim, ka kopas A elementi sakrit ar kopas
B elementiem (citiem vardiem sakot kopas B elementi ir kaut kada kopas A elementu permutacija).
Pietiek pieradit, ka kopa B satur p — 1 dazadus elementus. Pienemsim pretejo, ka ta nesatur p — 1
dazadus elementus, tad kadi divi no kopa B esosajiem p— 1 atlikumiem ir vienadi. Tad atradisies ¢ # j,
kam ai = aj (mod p). Tada gadijuma:

at =aj (mod p)
a(i—7)=0 (mod p)
plali—7j)
Ta ka a nedalas ar p, tad i — j butu jadalas ar p. Ta¢u i # j un i,j < p, tatad 0 < |i — j| < p, kas

nozime, ka ¢ — j nevar dalities ar p — pretruna. Tas nozime, ka musu sakotneéjais pienemums ir aplams,
lidz ar to kopas A elementi sakrit ar kopas B elementiem.

Ta ka kopas A un B ir tie pasi elementi, tad visu elementu reizinajumi abas kopas ir vienadi:

1-2-...-(p—1)=(a-1)(a-2)-...-(a-(p—1)) (mod p)
(p—Dl=a""-(p—1)! (mod p)
(@' =1 (p—1DI'=0 (mod p)

Tas nozime, ka p | (a?' —1)-(p—1).. Taka pt (p—1)!, tad secinam, ka p | a?~! — 1. Lidz ar to
a?~' =1 (mod p), kas arT bija japierada. [J

Noderigs fakts. Katram nepara pirmskaitlim p un katram a, kam ged(a, p) = 1 izpildas o'z
1

1 (mod p) vai a”z = —1 (mod p).

Pieradijums. No Mazas Ferma teoremas izriet, ka
ap’l = 1 (mod p)
("7 + 1)@ —=1)=0 (mod p)
pl(@? + 1)@ -1



Tas nozime, ka p | (a% + 1) vai p | (apT_1 — 1), kas ir ekvivalents 7 =1 (mod p) vai 7 = -1

(mod p), kas art bija japierada. [

Ferma Ziemassvetku teorema. Dots naturals skaitlis x. Visi skaitla 2? + 1 nepara pirm-
reizinataji ir 1 (mod 4).

Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka eksiste tads pirmskaitlis p, ka p | 22 + 1 un p = 4k + 3, kur k ir
nenegativs vesels skaitlis. No Mazas Ferma teoremas izriet, ka

P'=1 (modp) = 2*? =1 (modp)

Tacu mes zinam, ka
plz*+1 = 2>=-1 (mod p)

Kapinot abas kongruences puses 2k + 1 pakape, ieguistam, ka

7= -1 (mod p)

(I2)2k+1 = (_1)2k+1 (mod p>
2 =

(mod p)

Esam ieguvusi, ka 1 = 2% = —1 (mod p), kas nozime, ka 1 = —1 (mod p) jeb 2 = 0 (mod p).
Pedeja kongruence ir aplama, jo p ir nepara skaitlis — pretruna. Lidz ar to misu piepémums ir aplams
un visi skaitla x? + 1 pirmreizinataji ir 1 (mod 4), kas arT bija japierada. [J

Citiem vardiem: Nepara pirmskaitlim p skaitlis —1 ir kvadratisks atlikums tad un tikai tad, ja p =1 (mod 4).
Par Ziemassvetku teoremu parasti sauc Ferma teoremu par divu kvadratu summu — nepara pirmskaitli p var izteikt ka
p = a® +b? tad un tikai tad, ja p=1 (mod 4).

2.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemérs Doti pieci naturali skaitli. So skaitlu reizinajums apzimets ar R, bet to piekto
pakapju summa ar S. Zinams, ka S dalas ar 1001. Vai ir iespejams, ka R un S ir savstarpeji
pirmskaitli?

Atrisinajums. leverosim, ka 11 | 1001. Apzimeésim dotos naturalos skaitlos ar a,b, ¢, d,e. Mums ir
dots, ka
H]a®+0++d+¢°

Pienemsim, ka neviens no skaitliem a, b, ¢, d, e nedalas ar 11. Tacu mes zinam, ka a® = 1 (mod 11) vai
a® = —1 (mod 11). Analogisks rezultats izpildas katram no atlikuSajiem mainigajiem b, c,d,e. Tacu
summejot piecus skaitlus, kur katrs no tiem ir 1 vai —1 nevar iegiit 0 pec modula 11. Lidz ar to misu
pienemums ir aplams, kas nozime, ka kads no skaitliem a, b, ¢, d, e dalas ar 11.Tada gadijuma 11 | R un
11 | gcd(R, S), kas nozime, ka skaitli R un S nevar but savstarpéji pirmskaitli.

2.piemers Atrast visus pirmskaitlu parus (p, ¢), kas apmierina vienadojumu:

3p? —2¢P1 = 19.

Atrisinajums. Vispirms aplukosim gadijjumu, kad p = ¢. Tada gadijuma musu vienadojums klust
par

3pP — 2P =19



Tas nozime, ka p | 19, Iidz ar to p = 19. Viegli redzet, ka skaitlu paris (p, ¢) = (19, 19) nav vienadojuma
atrisinajums.
Ja p # q, tad varam apskatit abas vienadojuma puses pec modula p un iegut, ka:

—2=19 (modp) = p|21

Tas nozime, ka p = 3 vai ar1 p = 7. No otras puses, apskatot abas vienadojuma puses pec modula ¢,
varam iegit, ka:
3p=19 (modq) = 3p—19=0 (mod q)

Skirojam gadijumus:
e Jap=3, tad 3p — 19 = —10. Ta ka ¢ | 10, tad tas nozime, ka ¢ = 2 vai ¢ = 5.
e Jap="7 tad 3p—19=21—-19=2. Taka ¢ | 2, tad secinam, ka ¢ = 2.

Lidz ar to vienigie iespéjamie skaitlu pari (p,q) ir (7,2), (3,2) un (3,5), kuriem péc parbaudes var
secinat, ka (3,5) neder.

3.piemers Atrast visus nepara pirmskaitlus p, kuriem skaitlis:
1Pt 2rmt 4+ 10307

dalas ar p.

.

Atrisinajums. Ja p > 103, tad visi saskaitamie ir "' = 1 (mod p) no mazas Ferma teoremas. Tad
summa kongruenta ar 103 < p pec modula p, kas nav kongruents ar 0.

Lidz ar to p < 103. Uzrakstisim 103 = kp + r, kur £ — naturals un 0 < r < p — 1. Varam ieverot, ka
bus k saskaitamie, kas dalas ar p, tatad tie kongruenti ar 0 pec modula p, bet visi parejie saskaitamie
péc mazas Ferma teoreémas ir kongruenti ar 1. Tatad summa kongruenta ar

kp+r—k=r—k=0 (mod p).
Tas nozimé, ka r = k (mod p). Skirosim gadijumus:

e Ja k < p, tad k = r (no kongruences). Varam uzrakstit 103 = kp+ k = k(p+ 1). Ta ka 103 ir
pirmskaitlis, sis var izpildities tikai tad, ja p + 1 = 103 = p = 102, tacu 102 nav pirmskaitlis -
nevar but.

e Ja k > p, tad ieverojam, ka 103 = kp + r > p?. Vienigie nepara pirmskaitli, kam izpildas §
nevienadiba, ir 3,5, 7. Ievietojot to vertibas izteiksmé kp + r, var redzéet, ka r = k (mod p) tikai
tad, ja p = 3, kas ar1 ir vieniga atbilde.

4.piemers Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu

2?10 — 2006 = 4y + 4% + 2007y.

Atrisinajums. Pieskaitisim abam vienadojuma pusem 2007. Iegusim, ka

22010 ] — 432009 | 402008 1 9007y 4+ 2007
2210 11 = 492 (y + 1) +2007(y + 1)
2210 41 = (49%% 4+ 2007)(y + 1)

Teverosim, ka 442%% + 2007 = 3 (mod 4). Pieradisim, ka eksiste tads pirmskaitlis p ar Tpasibu, ka

p | 4y?°% 42007 un p = 3 (mod 4). Ja tas ta nebiitu, tad visi pirmskaitli, kuri dalitu 32°® + 2007,
butu 1 (mod 4). Ta ka katrs skaitlis ir visu savu pirmreizinataju attiecigo pakapju reizinajums, tad

3



secinam, ka y?°% + 2007 ir jabtit 1 (mod 4) — pretruna.

Esam ieguvusi, ka eksiste tads pirmskaitlis p, ka p = 3 (mod 4) un p dala vienadojuma kreiso pusi. Tas
nozime, ka p dala arT vienadojuma labo pusi, tacu 22910 +1 = 22 + 1, kur z = 2!%%, Tas ir pretruna ar
Ferma Ziemassvetku teoremu.

5.piemers Pieradit, ka visiem naturaliem skaitliem a, b, ¢ eksiste naturals skaitlis £ ar 1pasibu,
ka skaitlu a* + be, b + ca, c* + ab lielakais kopigais dalitajs ir lielaks par 1.

Atrisinajums. Vispirms apskatisim gadijumu, kad skaitlis abc+1 ir divnieka pakape. Tada gadijuma
skaitli a, b, ¢ visi ir nepara. Pieradisim, ka k = 1 apmierina nosacijumu. leverosim, ka a+bc, b+ca, c+ab
visi ir para skaitli, kas nozime, ka to lielakais kopigais dalitajs ir vismaz 2.

Tagad aplikosim gadijumu, kad abc + 1 nav divnieka pakape. Tas nozime, ka eksiste nepara pirm-
skaitlis p ar Ipasibu, ka p | abc + 1. Ieverosim, ka tada gadijuma ged(a,p) = ged(b, p) = ged(e,p) = 1.
Pieradisim, ka k = p — 2 > 0 apmierina uzdevuma nosacijumus.

No Mazas Ferma teoremas un no ta, ka abc = —1 (mod p), izriet:

a’ ' +abc=1-1=0 (mod p)
W '4abc=1-1=0 (mod p)
At +abce=1-1=0 (mod p)
Citiem vardiem sakot, tas nozime, ka p | a?~* + abc = a(aP~2 + bc). Ta ka ged(a,p) = 1, tad secinam,

ka p | a?=? 4+ bc. Analogiski varam iegit, ka p | ¥*"2 + ca, p | 2 + ab. Tas nozime, ka skaitlu
aP=2 + be, P2 + ca, P2 + ab lielakais kopigais dalitajs ir vismaz p.



3 Inversie elementi

3.1 Teorijas fakti

Definicija. Par vesela skaitla a inverso elementu pec modula m sauc tadu atlikumu x, kam
izpildas
ar=1 (modm). O

To pieraksta x = a !

(mod m).

1

Ja skaitliem a un m ir kopigs dalitajs d > 1, tad a~' neeksiste, jo d | az un tatad art ax Z 1 (mod m).

Teorema. Aplukosim veselu skaitlus a un m, kam ged(a, m) = 1. Tad eksiste unikals inversais
elements skaitlim a.

Pieradijums. Fksistence. Aplukosim skaitlu kopu A, kas sastav no visiem skaitliem x ar Ipasibu,
ka ged(z,m) = 1 un 1 < x < m. Aplukosim veselu skaitli a ar 1pasibu, ka ged(a,m) = 1. Tad visi
kopas A elementi pareizinati ar a pec modula m ir kopas A elementu permutacija. To parada tapat ka
Mazas Ferma teoremas pieradijuma. Ieverosim, ka kopa A satur skaitli 1, lidz ar to ax =1 (mod m) un
esam atradusi mekleto skaitli x. Diemzel, sads pamatojums nepasaka efektivu metodi inversa elementa
atrasanai, iznemot pilno parlasi (skatit papildus informacijas dokumentu, kas tiks publicets pec NNV9).
Unikalitate. Pienemsim, ka eksiste divi dazadi atlikumu b un ¢ ar ipasibu, ka ab = ac = 1 (mod m).
Tada gadijuma a(b —¢) =0 (mod m). Ta ka ged(a,m) =1, tad m |b—c. Tacu 1 <b<c<m—1,
lidz ar to 0 < |b — ¢| < m, kas nozime, ka dalamiba nevar izpildities. Lidz ar to inversais elements
skaitlim a ir unikals. [J

Svarigi ieverot, ka inversais elements ir atlikums pec modula m, Iidz ar to tas ir intervala no 0 lidz
m — 1. Vispar dotajam a (gcd(a,m) = 1) eksisté bezgaligi daudz skaitlu x, kam az = 1 (mod m).
Jo, pieskaitot skaitla m daudzkartni inversajam elementam o™, iegiisim jaunus skaitlus, kas apmierina
prasito 1pasibu.

Lidz ar to x = a~! ir labi definets lielums — tas ir unikals un eksiste, ja ged(a, m) = 1. Atzimesim, ka
x = a~ ! ir apzimejums un nav tas pats, kas skaitlis % Skaitlis % ir dalveida skaitlis, savukart a=! ir
atlikums (tas nozime vesels skaitlis), kuru, sareizinot ar a, iegust 1 péc modula m. Tacu inversiem
elementiem piemit visas dalam piemitosas 1pasSibas, tapec biezi vien ar tiem var operet ka ar parastam
dalam.

Noderigs fakts. Aplukosim veselus skaitlus a, b, m ar ipasibu, ka ged(a,m) = ged(b,m) = 1.
Izpildas sekojosas sakaribas
e o' = (ab)™! (mod m)

e a'+b!'=(a+b)(ab)™! (mod m)

Pieradijums. Aplukosim pirmo sakartbu. Mums ir prasits pieradit, ka skaitla ab inversais elements
ir a='b~! pec modula m. Ta ka inversais elements ir unikals mums ir pietiekami parliecinaties, ka o
divu skaitlu reizinajums ir 1. Tiesam

ab-a b ' =aa”'0b' =1 (mod m)
Prieks otras sakaribas izmantosim pirmo sakaribu
(a+b)(ab) ' =(a+ba b =aa b +ba b =0 +at (mod m)

Tas pierada prasito. [



Ieverosim, ka ja ™! un b~! vieta mes rakstitu é un %, tad mes esam pieradijusi labi zinamas 1pasibas
par dalam
11 1 1 N 1 a+b
— e - = — un — — =
a b ab a b ab

Lidz ar to tas pierada, ka inversie elementi uzvedas ka mums ierastas dalas, lidz ar to biezi vien ir verts
rakstit a~! vieta % un operéet ka ar parastam dalam.

Noderigs fakts. Aplukosim veselus skaitlus a, b un m ar ipasibu, ka ged(a, m) = 1. Tad eksiste
vesels skaitlis x ar 1pasibu, ka
ar =b (mod m)

Pieradijums. Skaitlis z = a~'b (mod m) apmierina uzdevuma nosacijumus, jo, pirmkart, a=! ek-
siste, jo ged(a, m) = 1, otrkart,

ar =aa 'b=b (mod m)

Lidz ar to esam atradusi vajadzigo skaitli. [

Inversie elementi garante kongruences ax = b (mod m) atrisinajuma eksistenci, ja ged(a, m) = 1. Tas
ir visbiezak izmantotais fakts par inversiem elementiem.

3.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

6.piemers Dots nepara pirmskaitlis p. Pieradit, ka eksiste skaitlu 1,2,...,p permutacija
ai, as, . ..,a, ar 1pasibu, ka skaitli ai, ajas, aijasas, ..., ajasas...a, dod dazadus atlikumus,
dalot ar skaitli p.

Atrisinajums. Panemsim a; =1 un a; = (i —1)7' - i (mod p) visiem 1 < i < p. Teverosim, ka tada
gadijuma

a; =1 (mod p)
aja; =1-(1"1-2) =2 (mod p)

ajazaz =1-(1"1-2)-(271-3) =3 (mod p)
aay-...-a;=1-(1712) .. (G—1)"'i) =4 (mod p)
Lidz ar to mes iegusim, ka skaitli ai,aia9,...,a102...0a, dod atlikumus tiesi 1,2,...,p, dalot ar p.
Atliek pieradit, ka skaitli aq, as, . .., a, atbilst dazadiem atlikumiem. Pienemsim pretejo, ka eksiste tadi

p > J >4 > 2 ar 1pasibu, ka a; = a;. Tada gadijuma iegusim, ka

(i—1)""i=(G-1"" (modp)
i-(J—=1)=j-(i—1) (modp)
ij—i=1ij—j (mod p)
i—j=0 (mod p)

Pareja no pirmas rindas uz otro rindu mes reizinajam abas kongruences abas puses ar (i — 1) - (j — 1).
leguvam, ka p | (i — j), kas nav iespejams, jo 0 < |i — j| < p. Lidz ar to esam ieguvusi, ka skaitli
as, ..., a, dod dazadus atlikumus dalot ar p. Atliek pieradit, ka a; # a; visiem p <1 < 2. Piepemsim



pretejo, tad iegtisim, ka

Pareja no otras uz treso rindu reizinajam abas kongruences abas puses ar (i — 1). Tegtta kongruence ir
acimredzami aplama. Lidz ar to secinam, ka skaitli a1, as, ..., a, ir pa pariem dazadi.

7.piemers Dots nepara pirmskaitlis p > 3. Pieradit, ka eksiste skaitlu (1,2,...,p — 1) per-
mutacija (21, ...,2,—1) ar Ipasibu, ka z129 + Xox3 + - - - + Tp_22,-1 = 2 (mod p).

Atrisinajums Izvelesimies z; = (i — 1)~! = ;. Tada gadijuma

T1To + ...+ Tp—2Tp—1 =

11 - 1 -
12723 T o1
1 n 1 n 1 1
2 2 ' p—2 p—1
— p—— :
:1—(p—1)*1z1—(p—1)z2 (mod p)
Pédeja rinda izmantojam to, ka - = (p— 1)} jo skaitla (p — 1) inversais elements ir (p — 1), jo
(p—1)>=1 (mod p). Lidz ar to esarn atradusi vajadzigo permutaciju.

8.piemers Dots pirmskaitlis p un naturals skaitlis n. Atrast ¢etrinieku (ay, as, as, a4) skaitu ar
1pasibu, ka a; € {0,1,...,p" — 1} visiem i = 1,2,3,4 un

p" | (a1as + azay + 1).

Atrisinajums. Apskatisim vairakus gadijumus
e Japfay, tad a var izveleties p” — p"~! veidos, jo dotaja intervala eksiste tikai p"~! skaitli, kuri
dalas ar p. Skaitlus as, a4 var izveleties patvaligi, un to var izdarit p" - p" = p*>* veidos. Tada
gadijuma skaitlis as ir unikals un ir vienads
ajas + azay +1 =0 (mod p")
ajay = (—1 —azay) (mod p")
as = aj (=1 —asay) (mod p")
Lidz ar to $aja gadijuma eksiste (p™ — p"~!) - p** = p**~(p — 1) veidi, ka var izveleties vajadzigos
skaitlu cetriniekus.

e Jap | ay, tad skaitli a; var izveleties p"~! veidos. Ieverosim, ka neviens no skaitliem as, a4 nedalas
ar p. Preteja gadijuma p{ ajas + azay un uzdevuma mekletos Cetriniekus nevar atrast. Skaitli as
var izveleties patvaligi un to var izdarit p" veidos. Skaitli ag var izveleties p® — p" ! veidos, tacu
tada gadijuma skaitli a4 var izteikt unikala veida:

ajas +azay +1 =0 (mod p")
azay = (—1 — ajag) (mod p")

as = a3’ (=1 —ajay) (mod p")



Lidz ar to $aja gadijuma eksiste p"~ ' - p™ - (p" — p" 1) = p*"2(p — 1) veidi, ka var izveleties
vajadzigos skaitlu cetriniekus.

Secinam, ka kopa mekléeto ¢etrinieku skaits ir vienads ar

pSn—l(p . 1) +p3n—2(p . 1) — pSn . pSn—Q

Uzdevums atrisinats.



4 Vilsona teorema

4.1 Teorijas fakti

Vilsona teorema. Katram pirmskaitlim p izpildas

(p—1D!'=-1 (mod p).

Pieradijums. Jap=2,tad 1! = —1 (mod 2). Tapéc turpmak pienemam, ka p ir nepara pirmskaitlis.
Aplikosim nenulles atlikumu inversos elementus pec p modula. Pieradisim, ka vienigie atlikumi, kas ir
pasi sev inversie elementi, ir 1 un —1. Pienemsim, ka atlikums ir pats sev inversais elements. Tad:

a>=1 (modp) = (a—1)(a+1)=0 (mod p).

Lai 81 kongruence izpilditos, nepieciesams lai kada no iekavam dalitos ar p, kas iespejams tikai tad, ja
a==+1 (mod p).

Aprekinasim (p—1)! doto atlikumu pec modula p. Aplukojam reizinajumu 2-3-...-(p—2). Tajair p—3 jeb
para skaits reizinataju (p — 3 ir para skaitlis nepara pirmskaitliem p). Katram reizinatajam eksiste savs
inversais elements, pie tam, ja a inversais elements ir b, tad b inversais elements ir a. Tapéc reizinatajus
var sadalit paros, kur katra par1 skaitlu reizinajums ir = 1 (mod p). Tatad 2:3-...-(p—2) =1 (mod p).
Piereizinot 1 un (p — 1) = —1 (mod p), iegusim, ka (p — 1)! = —1 (mod p), kas pierada teoremu. [J

Ja n ir salikts skaitlis, tad (n — 1)! = —1 mod n nevar izpildities, ja n > 4. Tas ir tapec, ka var
izteikt n = ab, kur 1 < a,b < n. Tad viegli pieradit, ka atradisies divi dazadi skaitli starp skaitliem
1,2,...,n — 1, ka viens no tiem dalas ar a un otrs dalas ar b. Tas nozime, ka n | (n — 1)! un kogruence
(n—1) = —1 (mod n) ir aplama.

4.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

9. piemers Dots pirmskaitlis p. Pieradit, ka (2p — 1)! — p dalas ar p*.

Atrisinajums leverosim, ka

p—1)!=p=p((1-2-...-(p=1) - ((p+1)- (p+2)-...(2p 1)) = 1)
leverosim, ka
p+1)-(p+2)-...-2p—1)=1-2-...-(p—1) (mod p)

Lidz ar to no Vilsona teoreémas izriet, ka

(1-2-...-(p=1) - (p+1)-(p+2)-...2p—1)) = 1) =

=((1-2...(p—1)-(1-2-...-(p—1)—1)=

= (((p—1)1* -1
=((-1)’-1)=0 (mod p)

Tas nozime, ka skaitli (2p — 1)! — p var izteikt ka divu skaitlu reizinajumu, kur katrs no tiem dalas ar
p, lidz ar to viss skaitlis dalas sar p?, kas ar1 bija japierada.

10.piemers Pieradit, ka skaitlis 712! 4 1 ir salikts skaitlis.




Atrisinajums. leverosim, ka 719 ir pirmskaitlis, tapec no Vilsona teoremas izriet, ka:

718! = —1 (mod 719)

7120 (713-...-718) = —1 (mod 719)
7120 ((=1) - (=2)-...- (=6)) = -1 (mod 719)
712!-6!= -1 (mod 719)

7120-720 = —1 (mod 719)

712l = -1 (mod 719)

719 | 712! + 1

Lidz ar to dotais skaitlis nav pirmskaitlis.

11.piemers Kopa A satur 20 pec kartas secigus veselus skaitlus, kuru summa un reizinajums
nedalas ar 23. Pieradit, ka kopas A elementu reizinajums nav vesela skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Apzimesim kopas A elementus ar i,7 + 1,...,7 + 19. Ja skaitlis ¢ dalot ar 23 dod
atlikumu, kas ir vismaz 4 vai 0, tad acimredzami, ka kads no kopas A elementiem dalas ar 23, lidz ar
to visu elementu reizinajums dalas ar 23. Tas nozime, ka skaitlis ¢ dalot ar 23 dod atlikumu 1,2 vai 3.
Aplukosim kopas A elementu summu

o : , 21+ 19)20 ,
z—l—(z+1)—|—(z+2)+...—|—(z—|—19):%:10(224—19)
Meéginasim atrast kadiem i kopas A elementu summa dalas ar 23. Tas nozime, ka 2i = —19 (mod 23).

Reizinot abas kongruences puses ar 12, iegtisim, ka
24i=i=-19-12=-228=-228+230 =2 (mod 23)
Lidz ar to secinam, ka skaitlis ¢ nevar dod atlikumu 2 dalot ar 23. Aplukosim atlikusos gadijumus:

e Ja skaitlis i = 1 (mod 23), tad kopas A elementu reizinajums ir vienads ar 1-2-...-20 = 20!
(mod 23). No Vilsona teoremas izriet, ka

221 = —1 (mod 23)
20!-21-22=—1 (mod 23)
201 (—2)- (1) = —1 (mod 23)
20!-2= -1 (mod 23)
20!-24 = —-12 (mod 23)

20l =11 (mod 23)

e Ja skaitlis ¢ = 3 (mod 23), tad kopas A elementu reizinajums ir vienads ar R = 3 -4 -...-22
(mod 23). Ieverosim, ka no Vilsona teoremas izriet, ka

22l = -1 (mod 23)
2R=-1 (mod 23)
24R = —12 (mod 23)
R=11 (mod 23)

Abos gadijumos esam ieguvusi, ka kopas A elementu reizinajums ir vienads ar 11 pec modula 23. Tacu
viegli parliecinaties, ka naturalu skaitlu kvadrati dod tikai atlikumus 1,4,9, 16, 2,13, 3, 18,12, 8,6 dalot
ar 23. Redzam, ka starp tiem nav 11, lidz ar to kopas A elementu reizinajums nav vesela skaitla
kvadrats.
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12.piemers Pirmskaitlim p ar S, apzimesim kopu {1,2,...,p — 1}. Atrast visus pirmskaitlus
p, kuriem eksiste funkcija f : .S, — S, ar 1pasibu, ka

n-f(n)- f(f(n))—1 dalasar p

katram n € 5,.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim sekojosu apgalvojumu.

Apgalvojums. Kopas {f(1), f(2),..., f(p)} elementi ir kopas {1,2,...,p} permutacija.
Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka tas ta nav, tad kopa

{f(0), f(2),.... f(p)}

eksiste divi vienadi elementi. Pienemsim, ka f(a) = f(b), kur 1 < a < b < p— 1. Tada gadijjuma
f(f(a)) = f(f(b)). No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

plaf(a)f(f(a)) =1 un p|bf(b)f(f(b) —1
Tas nozime, ka
plaf(a)f(f(a)) —1—(bf(b)f(f(b)) —1)

f
p|af(a)f(f(a)) = bf(b)F(f(b))
pl fla)f(f(a))(a—"b)

Takapt f(a)unpt f(f(a)),tadp|a—0,tacu0 < |[a—b| < p—1, lidz ar to dalamiba nevar izpildities.

leverosim, ka ta ka kopa {f(1), f(2),...,f(p — 1)} elementi ir kopas {1,2,...,p} permutacija, tad
kopas {f(f(1)), f(f(2)),...,f(f(p—1))} elementi ir kopas {1,2,...,p — 1} permutacija.

No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

1-f(1)-
2- f(2)-
p=1)-flp=1)-f(f(p—1)) =1 (mod p)

Sareizinasim kopa visas p — 1 dotas kongruences. leverosim, ka visu kopas {f(1), f(2),..., f(p — 1)}

un {f(f(1), f(f(2)),...,f(f(p — 1))} elementu reizinajums ir tads pats ka kopas {1,2,...,p — 1}
reizinajums un abi ir vienadi ar (p — 1)!. Tas nozime, ka

p—D!-(p-1)'"-(p—1D!'=1 (mod p)

(-1)*=1 (mod p)
—1=1 (mod p)
2=0 (mod p)

Pedeja kongruence izpildas tad un tikai tad, ja p = 2. Lidz ar to visiem pirmskaitliem p > 2 funkcija f
necksiste. Prieks p = 2 kopa S, = {1} un funkcija f(1) = 1 apmierina uzdevuma nosacijumus.
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5 KinieSu atlikumu teorema

5.1 Teorijas fakti

Kiniesu atlikumu teorema: Doti naturali skaitli mq,mao, ..., ms, kas ir pa pariem savstarpeji
pirmskaitli. To reizinajumu apzimejam ar M = myms ... my. Tad jebkuram naturalam vertibam
(ay,as,...,ax) var atrisinat kongruencu sistemu

r=a; (mod my)

r=ay (mod my)

r=aqa, (mod my)

Tas atrisinajums ir tiesi viena kongruencu klase pec modula M.

Nekonstruktivs pieradijums. Lai paraditu kongruencu sistémas atrisinajuma eksistenci, ieverojam,
ka ikvienu kongruenci x = b (mod M) var sadalit k& dazadas kongruences — dalot skaitli b ar visiem m;
un apzimejot dalisanas atlikumus ar a;. Sadi definetiem a; izpildas kongruencu sistema:

b=a; (mod m)
b=ay (mod my)
b=a; (mod my)
Funkciju, kas no atlikuma b iegust k atlikumu vektoru (ag, as, ..., ax), apzimejam ar f:
f:{0,...,.M =1} — {0,...,m; —1} x{0,...,mg — 1} x ... x{0,...,my — 1}.

Pamatojam, ka f ir injektiva — dazadiem b atbilst dazadi vektori (aq, ..., a;). Pienemsim no preteja, ka
ir divi dazadi O’ # b” intervala [0; M — 1], kuriem atbilst viens un tas pats atlikumu vektors (ay, ..., ax).
Atnemam visas kongruences b’ = a; (mod m;) un " = a; (mod m;) vienu no otras. legustam:

V—=0"=0 (modm;).

Bet tas nozime ari, ka & = 0’ (mod M), jo M ir visu m; reizinajums. Esam ieguvusi pretrunu, jo
intervala [0; M — 1] nevar but divi atskirigi skaitli, kuri ir kongruenti pec M modula.

Pec Dirihle principa funkcija f ir ar1 bijekcija — katram vektoram (a, ..., ax) atbilst cits b un var iegit
inverso funkciju f!, kas lauj no vektora (ay,...,a;) atjaunot b. Sads pamatojums ir nekonstruktivs,
jo tas neparada praktisku veidu, ka no (aq,...,a;) iegut kongruencu klasi b (mod M). O

Konstruktivs pieradijums. Aprakstam algebrisku konstrukciju, ka izveidot atlikumu klasi b pec M
modula, kas apmierina visas kongruences vienlaikus.
Visiem naturaliem i € [1; k] apziméjam:

o M; = M/m;, ti. M, ir visu m; reizinajums, iznemot pasu m;.

o b = M[l (mod m;), t.i. b; ir skaitla M; multiplikativi inversais péc m; modula. Tads noteikti
eksiste, jo visi my, ma, ..., my ir pa pariem savstarpéji pirmskaitli; tapéc art m; un M; (visu parejo
m; reizinajums) ir savstarpeji pirmskaitli.

Sajos apzimejumos varam rakstit atrisinajumu:
b= ((llMlbl + CLQMQbQ + ...+ akMkbk) mod M.

leverojam, ka ikviens x = b (mod M) apmierinas sakaribu = a; (mod m;). No vienas puses, M; =0
(mod m;), ja j # i. No otras puses, M;b; = 1 (mod m;), jo M; un b; ir savstarpégji inversi. Visbeidzot,
a; M;b; = a; (mod m;). O
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Prakse so izteiksmi parasti neizmanto, jo nelieliem skaitliem atlikumu klasi b var sameklet empiriski,
parlasot elementus — parasti sak ar lielako m;, izraksta visus skaitlus, kas dod vajadzigo atlikumu a;,
dalot ar m,;. Tad izvelas nakamo m;, un no izrakstitajiem skaitliem atrod to, kurs dod vajadzigo
atlikumu, dalot ar m;, utt.

5.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

Kiniesu atlikumu teorema (turpmak apzimeta ar CRT) ir noderigs riks, ar ko var konstruet skaitlus,
kuriem piemit noteiktas Ipasibas. Sis Ipasibas biezi vien ir izteiktas ar kongruencéu sistému. Lidz ar
to uzdevumos, kuros ir prasits pieradit, kaut kada skaitla eksistenci ir verts aizdomaties, vai to nevar
uzkonstruet ar CRT palidzibu. Ilustresim to vairakos piemeros.

13.piemers Dots naturals skaitlis n. Pieradit, ka eksiste n pec kartas ejosi naturali skaitli ar
1pasibu, ka

a) katrs no tiem dalas ar kada vesela skaitla kvadratu, kas ir lielaks par 1.

b) neviens no tiem nav vesela skaitla pakape, kas ir lielaka par 1.

c) katrs no tiem dalas ar vismaz 2 atskirigiem pirmskaitliem.

Atrisinajums a) Ar py,pe,...,p, apzimesim pirmos n dazados pirmskaitlus. Aplukosim sekojosu
kogruencu sistemu

r+1=0 (mod pj)
r+2=0 (mod p?)
r+3=0 (mod p3)
r+n=0 (modp?)

No CRT teoremas Sai sistémai eksiste atrisinajums, jo gcd(pf,p?) = 1visiem 1 <17 < j <n. Tada
gadijuma viegli redzet, ka skaitli z + 1,z + 2,..., 2 + n apmierina uzdevuma nosacijumus.

b) Ar py,ps, ..., p, apzimeésim pirmos n dazados pirmskaitlus. Aplikosim sekojosu kogruencu sistemu
r+1=p (mod p})
r+2=py (mod pj)
z+3=ps (mod p3)
r+n=p, (modp?)

No CRT teoremas $ai sistemai eksiste atrisinajums, jo ged(p?, pjz) =1 visiem 1 <17 < 57 < n. leverosim,
ka x + 4 tada gadijuma dalas ar p;, bet nedalas ar p?, kas nozime, ka skaitlis  + ¢ nav vesela skaitla
pakape, kura ir lielaka par 1, jo preteja gadijuma skaitlis 2 + 4 dalitos vismaz ar p?.

c) Ar py,pa, ..., P2, apzimesim pirmos 2n dazados pirmskaitlus. Aplukosim sekojosu kogruencu sistemu

r+1=0 (mod pips)
r+2=0 (mod psp,)
r+3=0 (mod psps)

r+n=0 (mod pa,_1pon)

No CRT teoremas $ai sistemai eksiste atrisinajums, jo ged(pipi+1, pjpj+1) = 1 visiem 1 <7 <i+1 <
7 < n. Tada gadijuma viegli redzet, ka skaitli x + 1,2+ 2, ..., x4+ n apmierina uzdevuma nosacijumus.
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14.piemers Pieradit, ka katram pirmskaitlim p un veselam skaitlim ¢ var atrast tadu naturalu
skaitli z ar 1pasibu, ka 2* = ¢ (mod p).

Atrisinajums. Jap | ¢, tad x = p apmierina uzdevuma nosacijumus. levérosim, jaz =1 (mod p—1),
tad x = k(p — 1) + 1 un no Mazas Ferma teorémas izriet, ka

PP+ — (P Dk =1k p =2 (mod p)
Lidz ar to mes busim atradusi vajadzigo skaitli z, ja tam piemit sekojosas 1pasibas

=1 (modp—1)
r=c (mod p)

No CRT tads skaitlis = eksiste, jo ged(p, p — 1) = 1. Lidz ar to esam atradusi mekléto skaitli z.

15.piemers Dots fiksets pirmskaitlis p. Aplukosim virkni a,, = 2" —n. Pieradit, ka virkne satur
bezgaligi daudz loceklus, kas dalas ar p.

Atrisinajums. Lidzigi ka iepriekseja uzdevuma viegli parbaudit, ka visi n, kuriem izpildas

n=1 (modp-—1)
n=2 (mod p)
apmierina uzdevuma nosacijums. No CRT tads skaitlis n eksiste, jo ged(p, p—1) = 1. Bet mes iegutajam

skaitlim varam pieskaitit skaitla p(p — 1) daudzkartni un saglabat visas vajadzigas ipasibas. Tas mums
lauj uzkonstruet bezgaligi daudz naturalu skaitlu ar vajadzigo 1pasibu.

16.piemers Doti naturali skaitli a,b ar 1pasibu, ka 0" 4+ n dalas ar @™ + n katram naturalam
skaitlim n. Pieradit, ka a = b.

Atrisinajums. Aplukosim pirmskaitli p ar ipasibu, ka p t a, b. Ieverosim, ka no uzdevuma nosacijumiem
izriet, ka
a"+n|b"+n = a"+n|b"—a"

Vai mes varam panakt to, ka a™ +n dalas ar musu izveleto pirmskaitli p? Ja, pietiek atrast n ar 1pasibu,
ka

n=1 (modp—1)
n=—a (mod p)

No CRT tads skaitlis n eksiste, jo ged(p,p — 1) = 1. Lidz ar to esam ieguvusi, ka

pla®+n unat a"+n|b"—a"
Tacu mes izvelejamies tadu n, kan =1 (mod p—1), lidz ar to secinam, ka 0 = a" —b" = a—b (mod p).
Citiem vardiem sakot, ka p | @ — b. Ta ka pirmskaitlu ir bezgaligi daudz, tad eksisté tads pirmskaitlis

p, ka p > |a — b|. Lidz ar to vienigais veids, ka ieguta dalamiba var izpildities, ja a — b = 0 jeb a = b,
kas ar1 bija japierada.
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