1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Atrast visus pirmskaitlus p, kuriem eksiste naturali skaitli z, y un z ar 1pasibu,
ka skaitlis x? + yP + 2P — x — y — z ir tiesi tris dazadu pirmskaitlu reizinajums.

Atrisinajums. Sakuma izskatisim gadijumu, kad p € {2,3,5}.
e Jap=2 tad piex =1,y =1,z = 7 mes dabtjam, ka

PP+ —r—y—2=141449-1-1-7=42=2-3-7

e Jap =3, tad pie x = 1,y = 2,2 = 3 mes dabtjam, ka

P+ —y—2=14+8+27-1-2-3=30=2-3-5

e Jap=>5,tad piex =1,y = 1,2 = 2 mes dabujam, ka

PP+ —r—y—2=14+1+32-1-1-2=30=2-3-5

Tatad pirmskaitli 2,3 un 5 apmierina uzdevuma nosacijumus. Palika apskatit gadijumu, kad p > 7.
leverojam, ka skaitliem z? un x ir vienada paritate, no ka izriet, ka 2 | P —x. Veicot lidzigus spriedumus,
secinam, ka

2|2 +yP+ 2P - —y— 2.

Ta ka p ir nepara, tad pierakstot p = 2k + 1, iegistam, ka ja x nedalas ar 3, tad
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no ka izriet, ka 3 | 2? — x. Tacu ja x dalas ar 3, tad acimredzami 3 | 2P — x, tapéc 3 | 2 — z visiem
naturaliem skaitliem x. Veicot analogiskus spriedumus skaitliem y un z, iegtstam, ka

3| P+ P+ 2P —x—y— 2.

Tagad apskatisim divus gadijumus. Ja p | z, tad p | 2P, no ka seko, ka p | 2P — x. Tacu ja p { x,
tad pielietojot Mazo Ferma teoremu, secinam, ka 2? = z (mod p), no ka seko, ka p | 2P — z. Tatad
iegustam, ka p | P — = neatkarigi no skaitla x vertibas. Veicot analogiskus spriedumus skaitliem y un
z, secinam, ka

plaP+yP +2P —x—y— 2.

Ta ka 2,3 un p ir tris dazadi pirmskaitli, kas dala doto vertibu, tad lai uzdevuma nosacijums izpilditos,
mums ir jabut
Pyt —r—y—2=2-3-p=0p

Pamanisim, ka vismaz viens no skaitliem x,y, z ir lielaks par viens, no ka izriet, ka
bp=al +yP +2X —x—y—22>2° -2

kas nav iespejams visiem p > 7 (to var viegli pieradit izmantojot matematisku indukciju). Lidz ar to,
vienigie pirmskaitli, kas apmierina uzdevuma nosacijumus ir 2,3 un 5.



pd—qP
p+q

2.uzdevums Atrast visus pirmskaitlus p un ¢ ar 1pasibu, ka skaitlis 1 + ir pirmskaitlis.

Atrisinajums. Pienemsim, ka

P+q

1+

=r = ptq+p'—¢" =rlp+q

kadam pirmskaitlim r. Ieverojam, ka ja p = ¢, tad
prp+p’—p’=r(p+p) = 2p=2pr — r=1,
kas nav pirmskaitlis. Lidz ar to p # ¢q. Tad no Mazas Ferma teoremas seko, ka
¢=q (modp) = plqg—¢"

Secinam, ka
plpta+p'—¢ =rlp+q) = plar
Ta ka p # ¢, tad no p | ¢r izriet, ka p = r. Dabujam, ka

pta+p'—q"=plp+q)
Apskatot abas vienadojums puses pec modula ¢ un pielietojot Mazo Ferma teorému, secinam, ka
p+p=p° (modq) = plp—2)=0 (modg) = q|p—2.

Pamanisim, ka tas ir iespejams tikai tad ja p > ¢ vai p = 2.

e Ja p > ¢, tad izmantojot labi zinamo faktu, ka a® > b® visiem b > a > 3, secinam, ka ¢ < 3 jeb

q = 2, jo citadi p > ¢ > 3, kas nozime, ka
Pr<q® = p'=¢"<0 = plp+q) =p+a+p'—¢" <p+y,
kas ir pretruna. Ta ka ¢ = 2, tad
pH2+p° -2 =p(p+2) = 2?=2—p,
kas nav patiess visiem pirmskaitliem p.

e Jap=2 tad
24+q+21—*=22+q) = 2= +q+2.

leverojam, ka 29 > ¢* + q + 2 visiem ¢ > 5 (to var viegli pieradit, izmantojot matematisko
indukciju). Lidz ar to ¢ <5 = ¢ € {2,3,5}. Parbaudot §is vertibas, iegutam, ka vienigais

iespejams atrisinajums ir p = 2 un q¢ = 5.



3.uzdevums Sauksim skaitlu (1,2,...,n) permutaciju (aq, ..., a,) par rizz, ja skaitli a; + as +
-« -+ a; dod dazadus atlikumus, dalot ar n, visiem 1 < ¢ < n. Pieradit, ka eksiste naturals skaitlis
n ar 1pasibu, ka eksisté vismaz 2025 skaitlu (1,2,...,n) rizz permutacijas.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim sekojosu apgalvojumu.

Apgalvojums. Ja (aj,as,...,a,) ir skaitlu (1,2,...,n) rizz permutacija, tad jebkuram skaitlim c
ar 1pasibu, ka ged(c,n) = 1, skaitlu kopa (cay, cas, ..., ca,) (mod n) art ir skaitlu (1,2...,n) rizz per-
mutacija.

Pieradijums. Pasa materiala pieradijam, ka (cay, ..., ca,) (mod n) ir skaitlu (1,2, ..., n) permutacija.
Apzimeésim ar s; = a;+as+...4a;. No pienémuma izriet, ka (sq, ..., s,) (mod n) ir skaitlu (1,2,...,n)
permutacija. Lidz ar to (csq,...,cs,) (mod n) a1 ir skaitlu (1,2,...,n) permutacija, kas nozime, ka
(cay,cag, ..., ca,) (mod n) arl ir skaitlu (1,2...,n) rizz permutacija.

Lidz ar to, ja més varam atrast tadu naturalu skaitli n ar ipasibu, ka ¢(n) > 2025 un skaitlim n
eksiste vismaz viena rizz permutacija, tad uzdevums bus atrisinats.

Aplitkosim skaitli n = 2% un permutaciju (a1, as, ..., a,) = (n,1,2,...,n—1). Tada gadijuma s; = a; +
as+...+a; = n—l—@ Pienemsim, ka eksiste skaitli 7 un j ar ipasibu, ka s; un s; dot vienadus atlikumus
dalot ar 2%. Tada gadijuma 2 | @ — j(ijl), kas nozime, ka 281 | i(i—1)—j(j—1) = (i—j)(i+j—1).
leverosim, ka skaitliem 4 — j un i + j — 1 ir dazada paritate. Lidz ar to 28+ | i — j vai 281 | i+ 5 — 1.
leverosim, ka |i — j| < 2F, tapéc pirmaja gadijuma iegiistam, ka i = j. Otraja gadijuma ieverosim,
ka0 <i+j—1<2F428 - 1-1=2"!_2 Ilidz ar to dalamiba arT nevar izpildities. Secinam, ka
permutacija (n,1,...,n — 1) ir rizz.

Atliek izveleties tadu skaitli k, ka ¢(2%) > 2025, tacu k = 12 apmierina §is prasibas, jo ¢(2!%) =
21 = 2048.



4.uzdevums Atrast visus naturalos skaitlus (m,n) ar ipasibu, ka skaitlis m? —mn+n?+1 dala
gan skaitli 3™ + (m + n)!, gan skaitli 3™t + m + n.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim sekojosu apgalvojumu.

Apgalvojums. Skaitlis m? — mn + n? + 1 ir pirmskaitlis.

Pieradijums. Pienemsim pretéjo, ka skaitlis m? — mn + n? + 1 ir salikts skaitlis. Tad tam eksiste
dalitajs ar d ar 1pasibu, ka tas nav lielaks par vm? — mn + n? + 1 < m+n. Tas nozime, ka d | (m+n)!,
lidz ar to secinam, ka

d|m?>—mn+n*+1]3""+ (m+n) = d|3™",

No Sejienes iegustam, ka 3 | d | m? —mn+n?+ 1. Teverosim, ka m* —mn+n?+1 = (m+n)?>—3mn+1,
tapec 3 | (m + n)?> + 1. Tacu reala skaitla kvadrati dod tikai atlikumus 0 vai 1, dalot ar 3, tapec
(m +mn)?+1 ar 3 nedalas — pretruna.

Apzimesim m? — mn +n? +1 = p, kur p ir pirmskaitlis. Pienemsim, ka p > 3. Ieverosim, ka no
Mazas Ferma teoremas tada gadijuma izriet, ka

1=3"1=3™ " (qod p) = 1=1""=3"%"  (mod p)

Secinam, ka
l4+m+n=3"*"4m+n=0 (modp)

2

Citiem vardiem sakot, esam ieguvusi, ka p = m?> —mn +n? +1 | m +n + 1. Tas nozime, ka

m+n+1>m?>—mn+n®+1
2m 4 2n > (m —n)?* +m? + n?
2> (m—n)>+(m—1)°>+ (n—1)

Secinam, ka m,n < 2. Parbaudot visus iespejamos gadijumus ieguistam, ka vienigais atrisinajumus ir
(2,2).

Atliek apskatit gadijumu, kad m?—mn+n?+1 = 2 vai 3. Meés ieprieks pieradijam, ka 3 f m?—mn+n?+1,
tapec otrais variants atkrit. Ieverosim, ka pirma gadijumu vienadojumu var parveidot sekojosi

m>—mn+n*+1=2 = 2m—-n)*+3n*=4

Vienigais iespéjamais atrisinajums ir, kad n = 1 un 2m — n = 1, kas nozime, ka m = 1, tacu viegli
parbaudit, ka Sis paris neapmierina uzdevuma nosacijumus.



2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Dota naturalu skaitlu kopa {a,as,...,a,}. Pieradit, ka eksisté tads naturals
skaitlis b, ka visi skaitli kopa {bay,bas,...,ba,} ir veselu skaitlu pakapes (iespejamas dazadas),
kuras ir lielakas par 1.

Atrisinajums. Apzimesim visus pirmskaitlus, kas dala kaut vienu no a; ar pi,ps,...,p, kadam
naturalam skaitlim r. Tad katru no a; var piekarstit ka

Qi1 ;2 a;

i =P Py P
kur «; ; ir nenegativs vesels skaitlis katram 1 <7 <nun 1 < j <r. Tagad apskatisim skaitli

B2

b:pf1~p2 -...~pf*,

kur 8 ir nenegativs vesels skaitlis katram 1 < j < r. leverojam, ka ba, ir vesela skaitla pakape, kas ir
lielaka par viens tad un tikai tad, ja

ged (g + Br, o+ B, oy ie + 6,) > 1

Apskatisim patvaligus dazadus pirmskaitlus qi, ¢s, .. ., ¢,. leverojam, ka, izmantojot Kiniesu atlikumu
teoremu, katram 1 < j <r mes varam konstruet tadu 3;, ka

Bj = —ai; (mod ¢)
Bi

—ag;  (mod ¢o)

ﬁj = —Qpy (mOd Qn)
Tas nozime, ka ¢; | oy ; + f; visiem 1 <i <nun 1 <j <r. Tada gadijuma, katram 1 <i < n izpildas
ged (i + Brycig + Bay ooy ip + 8:) 2 ¢ > 1,

kas nozime, ka ba; ir vesela skaitla pakape, kas ir lielaka par viens visiem 1 < ¢ < n, kas dod prasito.



2.uzdevums Atrast visus naturalo skaitlus n ar 1pasibu, ka skaitlus no 1 lIidz 2n var sadalit 2
grupas (ay, as, .., a,), (by,be,...,b,) ta, ka katrs skaitlis ir tiesi viena grupa un 2n | ajas---a, +
bibs -+ b, — 1.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim sekojosu apgalvojumu.

Apgalvojums. Skaitlis n ir divnieka pakape.

Pieradijums. Pienemsim pretejo, tad eksisté nepara pirmskaitlis p ar ipasibu, ka p | n. leverosim,
ka skaitlim aqas---a, + b1bs---b, jabut nepara, kas nozime, ka viens no skaitliem ajas---a, un
bibs - - - b, jabut nepara. Nezaudeéjot visparigumu, pienemsim, ka aqas---a, ir nepara, tad skaitlu
kopa (ay,as,...,a,) ir skaitlu kopas (1,3,...,2n — 1) permutacija. Viegli pamanit, ka tada gadijjuma
p | ajas---ay, jo p ir nepara pirmskaitlis un p < n. No otras puses, tada gadijuma skaitlu kopa
(b1, ba, ..., b,) ir skaitlu kopas (2,4, ...,2n) permutacija. Ta ka 2p < 2n, tad secinam, ka p | b1bg - - - by,
tacu tada gadijuma p | ajas - - - a, + biby - - - b, — 1 — pretruna.

Pieradisim, ka visiem skaitliem n = 2%, kur k > 1, skaitlus var sadalit uzdevuma prasita veida. Sadalisim
skaitlus grupas (ai,as,...,a,) = (1,3,...,28 — 1) un (by,bo,...,b,) = (2,4,...,2%). Teverosim, ka
251 | byby - - - by, tapec atliek pieradit, ka ajas -+ -a, =1 (mod 2F+1).

Apgalvojums. Katram nepara skaitlim a < 2F*! eksisteé unikals nepara skaitlis a # b < 2! ar
pasibu, ka ab= —1 (mod 2F*1).

Pieradijums. Eksistence ir pieradita materiala ("noderigs fakts” 6. lapaspuse). Lai pieraditu
unikalitati, tad pienemsim, ka eksiste 2 dazadi nepara skaitli ar prasito 1pasibu b, ¢, tad ab = ac = —1
(mod 2¥1), tad a(b—c) =0 (mod 2¥*1), kas nozime, ka 251 | b — ¢, kas ir iespejams tad un tikai tad,
ja b = ¢ — pretruna. Atliek pieradit, ka a # b. Pienemsim pretgjo, tad ab = a> = —1 (mod 2*!), kas
nozime, ka 4 | 281 | a2 + 1, kas nav iespejams, jo veselu skaitlu kvadrati dod tikai atlikumus 0 vai 1,
dalot ar 4.

No apgalvojuma mes secinam, ka skaitlus, ka katru skaitli no kopas (1,3,...,2n — 1) meés varam
sagrupet kopa ar unikalu citu skaitli no §is kopas ta, lai to reizinajums btitu —1 (mod 2*1). Lidz

ar to ayay - a, = (—1)"2 = (—=1)% =1 (mod 2¥t1), kas ar bija japierada.

Prieks n = 2 pilna parlase pasaka mums, ka prasito nevar izdarit.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f : N — N, kuram visiem naturaliem skaitliem n un
pirmskaitliem p izpildas

plfm)fp—1)!+n/®.

Atrisinajums. Ar P(2,2) apzimesim doto sakaribu. Ieverosim, ka no P(2,2) izriet, ka 2 | f(1)f(1)!+
1. Ja f(1) > 1, tad f(1)! ir para skaitlis un f(1)f(1)! + 1 attiecigi nepara skaitlis — pretruna. Lidz ar
to f(1) = 1. No P(1,p) izriet, ka

plfp=D+1 = flp—-D!=-1 (mod p)
Uzdevuma doto sakaribu var parrakstit ka
0=n/" + f(n)f(p—1)! =P — f(n) (mod p)
Secinam, ka p | nf®) — f(n).

Apgalvojums. Skaitlis f(p) ir p pakape.

Pieradijums. Pienemsim pretejo, tad eksiste pirmskaitlis ¢ # p ar pasibu, ka ¢ | f(p). leverosim, ka
q | n'@ — f(n). levietojot n vieta p, ieglisim, ka ¢ | p/@ — f(p), no kurienes izriet, ka ¢ | p/@, lidz ar
to ¢ = p — pretruna.

Pienemsim, ka f(p) = p* (ieverosim, ka dazadam p vertibam var but dazadas k vertibas). Ieverosim,
ka no Mazas Ferma teoremas izriet, ka n” =n (mod p). Kapinot abas sakaribas puses p- taja pakape,
ieglisim, ka n?” = n? = n. Atkartojot So procesu induktivi, iegiistam, ka " =n (mod p). Secinam,
ka

0=n/® — f(n)=n— f(n) (mod p)

Citiem vardiem sakot, izpildas p | n — f(n). Izvelamies pirmskaitli p ar 1pasibu, ka p > |n — f(n)), tad
f(n) —n) =0, kas nozime, ka f(n) = n. Viegli parbaudit, ka st funkcija der.



4.uzdevums Pieradit, ka katram pirmskaitlim p eksisté naturals skaitlis n ar 1pasibu, ka

1"+ 2" 43" 2 4 ... 4+ ! =2020 (mod p).

Atrisinajums. Ja p = 2, tad pie n = 3 mes dabtijam, ka
1422 4+3'=0=2020 (mod 2).

Tagad apskatisim gadijumu, kad p > 3. Pieradisim, ka visiem pirmskaitliem p > 3 skaitlis n =
ap(p — 1) — 1, kur a ir naturals skaitlis ar 1pasibu, ka p | a + 2020, apmierina uzdevuma nosacijumus.
Apzimesim kreiso vienadibas pusi ar S. Taka p | ap(p—1) =n+ 1, tad

n n n+1
S=1"4+2""1 432 ... 4 pl = Z(n +1-k)F= Z(—k)k = Z(—k‘)k (mod p),
k=1 k=1 k=1

kur més izmantojam to, ka (—(n+1))""™ =0 (mod p). Sadalisim iegito summu a(p— 1) dalas. Sanak,
ka katra no tam ir tiesi p saskaitamie:

n+1 ap(p—1) P
S RF= Y (k) = S (k) (k)M (k= p(alp — 1) - 1))FReEh

Pamanisim, ka iegtitaja summa pie k = p visi saskaitamie dalas ar p, lIidz ar to

(-k)k + (—k _p)k+p N (_k _p(a(p o 1) . 1))kz+p(a(p—1)—1) (mod p)
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Izmantojot Mazo Ferma teoremu katram saskaitamam, iegustam, ka
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kur mes katra saskaitama kapinatajam atpnemam p — 1 attiecigo reizu skaitu. Pamanisim, ka skaitli
k,k+1,...;k+a(p—1)—1ira(p— 1) péc kartas esosie skaitli. Tadejadi sie skaitli reducejas uz visu
iespejamo atlikumu pec modula p — 1 kopas a kopijam:

p—1 p—1
S=a-y (k)'+(=k)?*+--+ (kP r=a- )y K+ +---+k" (mod p),
k=1 k=1
kur mes izmantojam to, ka kopas {—1,—2,...,—(p— 1)} un {1,2,...,p — 1} ir vienadas pec modula

p — 1. Parkartojot saskaitamos, dabtjam, ka

=
L
S
L

p—1
SEa-Zk1+k2+---+kp_1:a- K
k=1

1 i=1

el
Il

Izmantojot labi zinamo faktu, ka Zfz_ll k' =0 mod p, ja k nedalas ar p — 1 un Zf:—ll k'=—1 mod p,

ja k dalas ar p — 1. Lidz ar to
S=a0+0---+0—1)=—-a=2020 (mod p),

kas dod prasito.



