LTE lemma

Kims Georgs Pavlovs

1 Ievads

Saja materiala mes aplikosim Eilera funkciju un teorému, kura visparina iepriekséja materiala aplikoto
mazo Ferma teoremu, ka arl pedejos gados popularitati ieguvuso LTE lemmu, kura lauj spriest par
noteikta veida izteiksmju dalamibu ar pirmskaitliem.

2 Eilera funkcija un teorema

2.1 Teorijas fakti

Eilera teoréma ir Mazas Ferma teorémas visparinajums prieks saliktiem skaitliem.

Definicija. ¢(n) (Eilera funkcija no n) apzime, cik ir veselu skaitlu intervala [1;n], kuri ir
savstarpeji pirmskaitli ar n.

Parsteidzosa karta, lai noteiktu ¢(n), pietiek zinat skaitla n kanonisko reprezentaciju.

~

Apgalvojums. Eilera funkciju katram naturalam n var izrekinat, izmantojot kadu no trim
gadijumiem:

p—1, ja n = p ir pirmskaitlis,
on)=<pp-1), jan = p" ir pirmskaitla pakape,
o(ny) - p(ng) ... p(ng), jan=mniny...n, ir pirmskaitlu pakapju n; reizinajums.

Pieradijums. Abas pirmas vienadibas var parbaudit tiesi. Katrai pirmskaitla pakapei n = p" tadu
skaitlu, kam ir kopigi dalitaji ar n (un tatad ar1 ar p), bus tiesi 110, jo katrs p-tais skaitlis dalas ar p. Visu
atlikuso skaitlu skaits:

p ") = (1 - %> =p " p—1)

Ja m ir vairaku pirmskaitlu pakapju reizinajums, tad izmantojam faktu, ka ¢(n) ir multiplikativa
funkcija: ta defineta visiem naturaliem skaitliem, pie tam katriem diviem savstarpejiem pirmskaitliem
a,bizpildas p(a-b) = p(a)-@(b). Interesenti var iepazities ar pieradijumu, ka ¢(n) ir multiplikativa, in-
terneta, bet saja materiala tas netiks pieradits. leverosim, ka no pieradita izriet, ka, jan = pi*p5? - - - po»
ir skaitla n kanoniska reprezentacija, tad

p(n) = (pr — )P Hpe — Dpg> ™t -+ (p — 1)p2n !

Eilera teorema Katram naturalam m un katram a, kas ir savstarpejs pirmskaitlis ar m, izpildas
kongruence

a?™ =1 (mod m).

Eilera teorema ir noderiga ar to, ka saliktam skaitlim n un skaitlim a, kam ged(a,n) = 1, var efektivi
izrekinat skaitla a pakapes pec modula n.



Svarigs rezultats. Ja doti naturali skaitli a, b, n ar ipasibu, ka ged(a,n) = 1. Tada gadijjuma
ir speka, ka
ab = b (medeM)  (1od p)

Pieradijums. Pienemsim, ka b = gp(n) + r. Tada gadijuma no Eilera teorémas izriet, ka
ab = (a“’(”))q ca"=1%-a"=d" (mod n)
leverosim, ka r = b (mod ¢(n)), kas pierada prasito.

Sis rezultats bis noderigs daudzos uzdevumos.

2.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers. Dots naturals skaitlis n > 3. Pieradit, ka

n

1989 | n™" — nn

Atrisinajums. Sadalam pirmreizinatajos: 1989 = 32 - 13 - 17. Pieradisim dalamibu katram no pirm-
reizinatajiem atseviski, jo tad acimredzami izteiksme dalisies ar to reizinajumu.

n

e Vispirms pieradisim n™" = n™" (mod 9) visiem naturaliem n > 3. Ja 3 | n, tad acimredzami
kongruence izpildas. Pretéja gadijuma varetu pieradit kapinataju kongruenci péc ¢(9) = 6, tatad
japierada n™" = n" (mod 6), jo tad no Eilera teorémas varétu sakotnéjo izteiksmi vienkarsot uz
vienu un to pasu atlikumu. Lidzigi varam reducet velamo talak ar ¢(6) = 2, tas ir, pieradit, ka
n" = n (mod 2). Tacu &1 kongruence acimredzami izpildas, tadel, atpakalgaita spriezot, varam
secinat, ka n"" = n"" (mod 9).

e Talak picradisim, ka n*" = n"" (mod 13). Veicam spriedumus lidziga veida. Ja 13 | n, tad
kongruence izpildas; citadi ¢(13) = 12, tapec velamies pieradit, ka n™" = n" (mod 12). leverosim,
ka Sai kongruencei jaizpildas pec modula 3 un modula 4 — ta ka ged(3,4) = 1, tad pietiek pieradit
s1s divas mazakas kongruences. leverosim, ka ¢(4) = ¢(3) = 2, tapeéc japierada n™ = n (mod 2),
kas acimredzami izpildas.

e Visbeidzot pieradisim, ka n™" = n"" (mod 17). Ja 17 | n, tad vajadzigais izpildas. Preteja
gadijuma ¢(17) = 16, tapec butu japierada n™" = n™ (mod 16). Ja n > 3 ir para, tad minéta
kongruence izpildas. Aplukojam gadijumu, ja n ir nepara. Tad ¢(16) = 8, un mes gribetu pieradit
n™ = n (mod 8). Ieverosim, ka visiem nepara skaitliem izpildas n? = 1 (mod 8), tadel n" ! =1
(mod 8) un attiecigi n” = n (mod 8), kas dod velamo.

Esam pieradijusi, ka prasita izteiksme dalas ar katru no skaitla 1989 pirmreizinatajiem (kur nemta vera
ar1 pakape), tadel ta dalas ar 1989.

2.piemers Pieradit, ka katram fiksetam naturalam skaitlim n virkne
2
2,222 2% . (mod n)

kaut kada bridi klust konstanta.




Atrisinajums. Definejam skaitlu virkni, ko veido daudzstavu pakapes:
by =2, unby. =2, jam> 1.

Pamatojam apgalvojumu ar indukciju.
Baze n = 1. Visiem b, izpildas b,, =0 (mod 1).

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums izpildas visiem naturaliem n € [1;k] lidz
kadam skaitlim k. (Dazreiz to sauc par strong induction, lai atskirtu no induktivas parejas k — k+1.)

Pareja [1;k] — k + 1. Pamatosim, ka apgalvojums izpildas art pie n = k + 1. Skirojam gadijumus:

e Ja k + 1 ir nepara, aprekinam ¢(k + 1). Tas ir naturals skaitlis un pieder intervalam [1;k].
Izmantojam induktivo pienémumu un sagaidam bridi, kad atlikumu virkne péc ¢(k 4+ 1) modula
kliist konstanta, t.i. b,,41 = b,, (mod ¢(k+1)). Pec Eilera teorémas art 2bm+1 = 2= (mod k+1)
jeb byia = bpa1 (mod k + 1), t.i. virkne klust konstanta art pec k£ + 1 modula.

e Ja k+1 ir para, izsakam to ka divnieka pakapes un nepara skaitla u reizinajumu k+1 = 2" -u. Arl
o(u) € [1; k] un var lietot induktivo pienémumu — sagaidit bridi, kad b,,.1 = b,, (mod p(u)). Tad
pec Eilera teoremas Iidzigi ka ieprieks b,,49 = by,y1 (mod u). Ja divnieka kapinatajs v izteiksme
2V ir liels, tad var gadities, ka b,,,11 vai b, vel nedalas ar 2¥. Bet, palielinot m vertibu, virknes
b; locekli saks dalities ar jebkuru divnieka pakapi, tapeéc izpildisies arl by, 1o = b1 (mod k + 1).

3.piemers Pieradit, ka, ja n ir salikts skaitlis, tad

p(n) <n—+/n

Atrisinajums. Skirosim gadijumus:

e Ja n ir pirmskaitla pakape p*, tad no Apgalvojuma nodala zinams, ka ¢(n) = p* — pFL.
Japarbauda, vai izpildas novertejums: p(n) = n—+/n jeb p* —pF=t < p*— p¥/2. Pec noisinasanas:
p*/? < pF1 jeb (logaritméjot abas puses pec bazes p) k/2 < k — 1. Ta ir patiesiba, jo k > 2.

e Ja n nav pirmskaitla pakape, tad to var izteikt n = ab, kur a, b ir savstarpeji pirmskaitli, a, b > 1.
Eilera funkcija ¢(n) neparsniedz skaitlu skaitu intervala [1;n|, kas nedalas ne ar a, ne ar b.

Ar skaitli a dalas tiesi b skaitli; ar skaitli b dalas tiesi a skaitli; ar abiem dalas 1 skaitlis (pats n).
Pec ieslegsanas-izslegsanas principa:

plab) <ab—a—b+ 1.

Parbaudisim vai lielums ab — a — b + 1 neparsniedz n — y/n. Izrakstisim vairakas nevienadibas,
kuru patiesums vel japarbauda (apzimetas ar <°):

ab—a—b—i—lg?ab—\/@,

Vab <" a+b—1,
b
«%(“; _m) aibol,
a+b§?a+b—1,

a+b<"2a+2b—2,
2<a+b.

Tresa rinda iegiita, pieskaitot mazakajai pusei nenegativu skaitli — videja aritmetiska un videja
geometriska starpibu. Pedeja nevienadiba ir pareiza, jo a,b > 1, no tas seko visas ieprieksejas.



3 Orderis

3.1 Teorijas fakti

Ja mes aplitkojam virkni a, a?,a®,... (mod n), kur ged(a,n) = 1, tad Eilera teorema vai Maza Ferma

teorema pasaka, ka Saja virkne eksiste skaitlis 1, tacu biezi vien ir verts zinat, kad tieSi pirmo reizi
paradas skaitlis 1, kas motive ieviest ordera konceptu.

Definicija. Doti naturali skaitli a,m ar ipasibu, ka ged(a,m) = 1. Par skaitla a orderi pec
modula m sauc mazako naturalo skaitli k ar ipasibu, ka a* = 1 (mod m). Parasti apzime
k = ord,, a

Vispirms apliikosim paris skaitliskus piemerus:
e Katram naturalam m: ord,,(1) = 1.
e Katram naturalam m: ord,,(—1) = 2.
e ord;(2) = ord;(4) = 3, jo (2!,2%,2%) = (2,4,1) (mod 7) un (4',4%4%) = (4,2,1) (mod 7).

e Jam =5, tad ords(2) = 4, jo (2!,22,23 2%) = (2,4,3,1) (mod 5).

Lemma par orderi. Doti naturali skaitli a, m ar ipasibu, ka ged(a, m) =1 un k = ord,, a. Ja
kaut kadam naturalam skaitlim b izpildas a®* = 1 (mod m), tad k | b.

Pieradijums. Pienemsim pretéjo, ka k 1 b, tad eksiste tads naturali skaitli ¢ un r ar ipasibu, ka
b=kq+r, kur 0 < r < k. leverosim, ka no dota izriet, ka

l=d"=d"" = (") a" =17-a"=da" (mod m)

Bet tada gadijuma mes esam atradusi mazaku naturalu skaitli par k, kuram izpildas " =1 (mod m),
kas ir pretruna ar ordera definiciju.

Olimpiade var izmantot So lemmu bez pieradijuma, atsaucoties uz to, ka uz lemma par orderi. Skoleniem
biezi vien ir gruti saprast, kados uzdevumus un kapec ir jaizmanto orderis, tapéc Seit ir paris visparigi
padomi. Galvenokart, tas noder uzdevumos, kuros paradas izteiksmes a — 1,a"™ 4+ 1,a™ — b",a™ + b"™.
Ja mums ir dota izteiksme, d | a® £+ b, tad ar ordera palidzibu mes varam pateikt kaut ko par skaitla d
pirmreizinataju struktiru vai 1pasSibam, kas savukart var mums pateikt kadas globalas 1pasibas pieder
skaitlim d. Tas tiks ilustrets vairakos piemeros. Bet pirms tam apliukosim vel vienu svarigu konceptu.

Definicija. Dots pirmskaitlis p. Par primitivo sakni sauc tadu atlikumu g pec modula p, ka
ord,g =p— 1.

Primitiva sakne pec jebkura pirmskaitla modula eksiste un to var olimpiade izmantot bez pieradijuma.
Saja materiala tas netiks pieradits, bet nakama lemma ir noderigaks veids, ka izmantot primitivo sakni
olimpiazu uzdevumos.

Lemma par primitivo sakni Ja ¢ ir primitiva sakne pec modula p, tad skaitlu kopa
{g9,9%,...,¢°"'} pec modula p ir kopas {1,2,...,p — 1} permutacija.




Pieradijums. Mums pietiek pieradit, ka kopas {g,¢?% ...,g? '} ir pa pariem dazadi. Pienemsim
pretéjo, ka tas ta nav, tad eksiste divi indeksi i # j ar 1pasibu, ka

d=¢ (modp) = ¢"7=1 (modp)
Tacu 0 < |i — j| < p—1, kas ir pretruna ar to, ka p — 1 = ord, g.

[zmantojot lemmu par prmitivo sakni varam pieradit Vilsona teoremu, kura apgalvo, ka (p — 1)! = —1
(mod p). Aplukosim primitivo sakni g pec modula p. No lemmmas par primitivo sakni izriet, ka kopas
{9,9% ..., 9" '} elementi pec modula p ir kopas {1,2,...,p— 1} permutacija. Tas nozime, ka abu kopu
visu elementu reizinajums pec modula p ir vienads, lidz ar to

14+24...+(p—1)

=g

p(p—1)
2

Il
S
I

]
o

Pedeja rinda mes izmantojam to, ka ng_l = 41 (mod p), tacu tas nevar but vienads ar 1, jo tas butu
pretruna ar primitivas saknes definiciju, Iidz ar to gpz;1 = —1 (mod p). Tas pierada Vilsona teoremu.

3.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

[ 1.piemers Dots naturals skaitlis n > 2. Pieradit, ka skaitlis n nedala skaitli a) 2" —1 b) 3" —2"

Atrisinajums. a) Pienemsim pretejo, ka skaitlis n dala skaitli 2" —1. Tas nozime, ka 2" = 1 (mod n).
Aplukosim mazako pirmskaitli p, ar ko dalas skaitlis n. Ieverosim, ka

pln|2"—1 = 2"=1 (modp)

No Mazas Ferma teorémas izriet, ka 2P~ =1 (mod p). Aplikosim k = ord,, 2 (ieverosim, ka ged(2, p) =
1, lidz ar to tas eksisté). No lemmas par orderi izriet, ka k | n un k | p— 1. Ievéerosim, ka k <p—1 < p,
kas nozime, ja k > 1, tad esam atradusi mazako naturalu skaitli par p ar ipasibu, ka k | n — pretruna ar p
minimalitati. Lidz ar to k = 1, kas nozimeé 1 = 2¥ = 2! (mod p), kas neizpildas nevienam pirmskaitlim
p.

b) Pienemsim pretejo, ka skaitlis n dala skaitli 3" — 2™. Tas nozime, ka 3" = 2" (mod n). Aplukosim
mazako pirmskaitli p, ar ko dalas skaitlis n. Tada gadijuma

pln|3"—2" = 3"=2" (modp) = (3-27)"=1 (mod p)

Pedeja solt mes pareizinajam abas kongruences puses ar skaitla 2 inverso elementu n taja pakape, tas
ir, skaitli (271)". Aplukosim k = ord,(3-27'). No Mazas Ferma teorémas izriet, ka (3-271)P~!1 =1
(mod p). No lemmas par orderi izriet, ka k | p—1 un k | n. leverosim, ka k < p—1 < p, kas nozime, ja
k > 1, tad esam atradusi mazako naturalu skaitli par p ar 1pasibu, ka k | n — pretruna ar p minimalitati.
Lidz ar to k = 1, kas nozime

1=B-27H%=(3-27") (modp) = 3=2 (mod p),

kas neizpildas nevienam pirmskaitlim p.



Pieztme. Sis ir ilustrativs piemeérs, kura paradas ordera noderigums. No lemmas par orderi izriet, ka
k|mnun k| p— 1, kas pasaka loti daudz par pirmreizinataja p ipasibam. Konkretak, ja p ir mazakais
pirmreizinatajs, tad iegttas sakaribas pierada ta neeksistenci. Atzimeésim, ka b) dala ir svarigi pareizinat
ar inverso elementu, lai panaktu to, ka kogruences labaja puse ir 1, citadi nevar pielietot lemmu par
orderi.

2.piemers Pieradit, ka neeksisté naturals skaitlis n > 1 ar 1pasibu, ka n | 27! + 1.

Atrisinajums. Piepemsim pretégjo, ka eksiste tads naturals skaitlis n ar pasibu, ka n | 2"~1 + 1. Tas
nozime, ka
2" '=_1 (modn) = 22"V =1 (mod n)

Pedeja solt mes kapinajam abas kongruences puses kvadrata. Tas tika darits ar merki, lai mes varetu
pielietot lemma par orderi kaut kada bridi, jo prieks tas mums ir vajadzigs, lai skaitla pakape ir
kongruenta ar 1, nevis —1 péc kaut kada modula. Aplukosim patvaligu skaitla n pirmreizinataju (ne
obligati mazako). Tada gadijuma

22" =1 (modp) un 2P°'=1 (mod p)

Apzimesim d = ord, 2, tad no lemmas par orderi izriet, kad |p—1und|n— 1.

Apgalvojums. Izpildas vy(d) = va(n — 1) + 1.
Pieradijums. Ieverosim, ka no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka n ir nepara skaitlis, lidz ar to
pirmskaitlis p ar1 ir nepara. Aplikosim skaitla n — 1 kanonisko reprezentaciju, tas ir

n—1=2%p"p3?. .. pp*
Ta ka d | n — 1, tad skaitli d var uzrakstit forma
d = 2%pp” . p,

kur ; < o katram 1 < i < kun 0 < By < ap + 1. Pienemsim, ka 5y # ag + 1, tad 0 < 5y < ap. No
ordera definicijas izriet, ka

27=1 (modp) = 2"'=1 (mod p),

kur pedeja solt meés kapinajam abas puses kongruences puses pakape 2°p!*...p/*, kur v, = a; — f;
visiem 0 <4 <. Ta¢u no uzdevuma nosactjumiem 2"~! = —1 (mod p), kas ir pretruna gadijumos, kad
p # 2. Lidz ar to secinam, ka By = o + 1, kas nozime, ka v5(d) = vo(n — 1) + 1.

No lemmas par orderi izriet, ka d | p— 1, kas nozime, ka 2"2("~D+1 | p—1jebp =1 (mod 22("~D+1) Tag
ka tas izpildas visiem skaitla n pirmreizinatajiem, tad secinam, ka n =1 (mod 22("~D+1) kas nozime,
ka

2V2(n—1)+1 | n — 17

kas ir pretruna ar valuacijas definiciju.

Piezime. Vel viens ilustrativs piemers, kura mums orderis palidzeja pateikt kaut ko par skaitla n
pirmreizinatajiem — konkretak to, ka vini ir 1 pec modula 2v2(*~D+1. Tas savukart mums lauj pateikt
globali kaut ko par skaitli n, jo meés zinam vienu konkretu lietu par katra ta pirmreizinataju. leverosim,
ka uzdevuma sakuma ir jaizkapina abas puses kvadrata, lai panaktu, ka kongruences labaja puse ir 1,
citadi nevar pielietot lemmu par orderi.



3.piemeérs Sauksim naturalu skaitli n par latvisku, ja var atrast tadu naturalu skaitli m un
pirmskaitlus 1 < p < ¢, kaqg—p|m un

pln™+1

q|n™+1.

Atrast visus n, kas ir latviski.

Atrisinajums. Pieradisim, ka visi nepara skaitli n > 1 ir latviski. Izvelesimies p = 2 un kaut kadu
nepara pirmskaitli ¢ ar 1pasibu, ka ¢ | n? + 1. Tads eksiste, jo n? + 1 = 2 (mod 4), Iidz ar to skaitlis
n? + 1 nav divnieka pakape. Piedevam panemsim, ka m = 2(q — 2), tad viegli redzet, ka

n*=-1 (modq) = n* P =(-1)"2=-1 (modq) = ¢|n"+1
Savukart ta ka n ir nepara skaitlis, tad 2 | n”™ + 1, lidz ar to secinam, ka visi nepara n > 1 ir latviski.

Ja n = 1, tad vienigie iespejamie pirmskaitli ir p = ¢ = 2, kas neizpilda uzdevuma nosacijumus, tade]
St vertiba neder.

Tagad aplukosim gadijumu, kad n ir para skaitlis, tad n™ + 1 ir nepara skaitlis, lidz ar to p un q
ir nepara pirmskaitli. Ieverosim, ka

n™=-1 (modp) = n*" =1 (mod p)

Apzimesim d = ord,n (mazakais naturalais skaitlis d, kam izpildas n? = 1 (mod p)), tad més zinam,
ka, ta ka n?~! =1 (mod p), tad d | 2m und | p — 1.

Pieradisim, ka d nevar buit m dalitajs. Pienemsim, ka tas ta ir, tad eksiste naturals skaitlis £ ar
1pasibu, ka dk = m, Iidz ar to

n"=1 (modp) = —l=n"=n%*=1"=1 (modp) = 2=0 (modp) — p=2,
kas ir acimredzama pretruna. Lidz ar to d nav m dalitajs, tacu d | 2m, kas nozime v,(d) = v5(2m) =

ve(m)+1. Takad |p—1, tad secinam, ka vo(p — 1) > vo(m) + 1 (Seit ar v2(n) tick apziméta augstaka
skaitla 2 pakape, ar ko dalas n, jeb t.s. valuacija).

Veicot analogiskus spriedumus, varam iegut, ka v5(q — 1) > v5(m) 4+ 1. Tada gadijuma secinam, ka

vl —p) =wvalg =1 = (p—1)) 2 min(rs(g = 1), 15(p — 1)) = va(m) + L.

No otras puses més zinam, ka, ta ka ¢ — p | m, tad va(m) > v5(q — p) > va(m) + 1, kas ir pretruna.

[ 4.piemeérs Pieradit, ka visiem naturaliem skaitliem a > 1 un n izpildas, ka n | p(a™ — 1)

Atrisinajums. leverosim, ka ged(a”—1,a) = 1, tapec varam aplukot ord,»_1(a) = 7. Takaa"—1 =0
(mod a™ — 1), tad r < n. Pienemsim, ka r < n. Tada gadijuma " — 1 =0 (mod a" — 1). Nemot vera,
ka a > 1, tad izpildas 0 < a”" —1 < a™ — 1, kas dod pretrunu ar kongruenci. Ta ka r» < n, vieniga iesp€ja
ir r =n jeb ordgn_1(a) = n.

Aplikojam a®@"~1 = 1 (mod a” — 1) pec Eilera teoremas. No ordera Tpasibam mums ir zinams,
ka ord,»_1(a) | #(a™ —1). Ta ka ord,n_1(a) = n, secinam, ka n | ¢(a™ — 1), kas dod prasito.



5.piemers Pieradit, ka pirmskaitlim p:

-1, ja p—1]n

1"+2"+...+(p—1)" (mod p) =
-1 | P) {O, atlikusajos gadijumos

Atrisinajums. Sakotnéji aplukojam gadijjumu p — 1 | n jeb n = k(p — 1). Tada gadijuma katram
1 <i < p— 1 saskaitamais " = (i*"1)* = 1¥* = 1 (mod p) no mazas Ferma teoremas. Kopa ir p — 1
saskaitamie, tadel to summa bus 14+1+...4+1 = p—1 = —1 (mod p), kas pierada prasito $im gadijumam.

Talak aplukosim gadijumu, kad p — 1 t n. Ta ka p ir pirmskaitlis, tad eksisté primitiva sakne g
pec modula p. Atcerésimies no primitivas saknes Ipasibam, ka ¢, ¢?, ..., ¢?"! pienem visus nenulles
atlikumus péc modula p, pie tam katru tiesi vienu reizi. Tadel parrakstisim prasitaja summa dotos
saskaitamos ka ¢”, ¢*", ..., g " kaut kada seciba. Tad no geometriskas progresijas formulam

gn(g(p—l)n o 1)
gr—1

"+2" 4+ (p—1)"=g"+g"+ . +g" ="+ (¢ . () =

leverosim, ka p—11n, tadel n =r (mod p—1), kur 1 <r < p—1, kas nozime, ka ¢" = ¢" # 1 (mod p)
no primitivas saknes definicijas, tadel ¢" — 1 nedalas ar p.

Toties g~V = (gp"1)" = 1" = 1 (mod p), tatad g?P~Y" — 1 dalas ar p. No ta varam secinat, ka iegiita
geometriskas progresijas summa dalas ar p un attiecigi arm uzdevuma prasita izteiksme dalas ar p jeb
dod atlikumu 0.



4 LTE lemma

4.1 Teorijas fakti

LTE lemma ir noderigs riks, ar kura palidzibu mes varam noteikt v,(a™ £ b"), ja izpildas kaut kadi
nosactjumi.

~

LTE lemma prieks nepara pirmskaitla. Dots nepara pirmskaitlis p un veseli skaitli a, b ar
1pasibu, ka pfa un p1b.
e Jap|a—b, tad katram naturalam skaitlim n ir speka, ka
vp(a® = B%) = vp(a — b) + vp(n)

e Jap|a+b, tad katram nepara skaitlim n ir speka, ka

vp(a™ +b") = vp(a+b) + v,(n)

Lidzigs rezultats izpildas ar1 prieks p = 2.

LTE lemma prieks p = 2. Doti veseli skaitli a, b ar 1pasibu, ka 21 a,2 1 b.
e Katram para skaitlim n ir speka, ka

ve(a” — ") =wva(a —b) + e(a+0b) +1a(n) — 1

e Katram nepara skaitlim n ir speka, ka

vo(a™ — b") = 1a(a — b)

e Katram para skaitlim n ir speka, ka
va(a” +0b") =1

e Katram nepara skaitlim n ir speka, ka

vp(a™ +b") = va(a + b)

Sie rezultati netiks pieraditi, bet interesenti var iepazities ar to pieradijumiem interneta. Sos rezultatus
var izmantot olimpiades bez pieradijuma, bet atsaucoties uz tiem ka LTE lemmu.

No pirma acu uzmetiena liekas, ka ir daudz formulu, kuras ir jagaume. Isteniba pedéjas tris for-
mulas, var viegli iegtit olimpiade, ja ir piemirsusas, izmantojot smadzenu pamatdarbibas principus.

Ja n ir nepara skaitlis un a, b ir nepara skaitli, tad
a" —b" = (a—b)(a" +a" b+ ... Fab" 2"

Ieverosim, ka otrs pirmreizinatajs sastav no n nepara skaitlu summas, Iidz ar to ir nepara. Tas nozime,
ka
vo(a" — b") = vo(a — b) + va(a™ ' +a" b+ ... +ab" 2+ 0" ) = vy(a —b),

kas ar1 bija japierada.

Ja m ir para skaitli un a,b ir nepara skaitli, tad ¢” = 1 (mod 4) un " = 1 (mod 4), kas nozime,
ka a" 4+ b" =2 (mod 4) jeb vp(a™ +b") = 1.



Ja n ir nepara skaitlis un a, b ir nepara skaitli, tad
a"+ b= (a+b)(a" ' —a" b+ ... —ab" ")

Ieverosim, ka otrs pirmreizinatajs sastav no n nepara skaitlu summas, Iidz ar to ir nepara. Tas nozime,
ka
vo(a™ + ") = va(a+b) + o(a™ ™t —a" b+ ... —ab" 2+ ") = wy(a+b),

kas ar1 bija japierada.

Lidz ar to, izmantojot smadzenu pamatdarbibas principus, olimpiade varam atri iegit pedejas 3
sakaribas. Savukart pirmas tris sakaribas ir jaiemacas no galvas.

LTE lemmai nav pielietojums tikai olimpiazu matematika, bet ari skaitloSana un programmeésana.
Piemeéram, lai izrekinatu, ar kadu lielako pirmskaitla 3 pakapi dalas skaitlis 4°* — 1, tad var lietot LTE
lemmu, jo 314,311 un 3|4 — 1, iegustot

v3(4°* — 1) =v3(4 — 1)+ 13(54) = 1 + 3 =4.

Interesenti Saja video var iepazit programmesanas olimpiades uzdevumu, kura nodereja LTE lemma.

4.2 Uzdevumu risinasanas piemeri

Tagad apskatisim piemerus, kuros velams lietot LTE lemmu. Pirms keraties klat uzdevumu izpéetei,
ludzu parliecinieties, ka Jums ir laba izpratne par orderi un ta izmantosanu.

zP—1
z—1

1.piemers Dots naturals skaitlis x un nepara pirmskaitlis p. Pieradit, ka visi skaitla
pirmreizinataji ir = 1 (mod p) vai ar1 vienadi ar p.

Atrisinajums. Aplukosim pirmskaitli ¢ ar ipasibu, ka ¢ | % Tada gadijuma ¢ | 2P — 1, kas nozime,
ka

=1 (modq) un z7'=1 (mod q)
Apzimesim ar d = ord, z. Tada gadijuma no lemmas par orderi izriet, kad | pund | ¢—1. Taka d | p,

tad d =1 vai d = p. Ja d = p, tad esam ieguvusi, ka p | ¢ — 1, kas nozime, ka ¢ =1 (mod p).

Aplitkosim gadijumu, kad d = 1. Tada gadijuma z? = z = 1 (mod q) jeb, citiem vardiem sakot,

q | x — 1. Tas nozime, ka meés varam pielietot LTE lemmu

u (221 -
— v — 1) — vyl —1) =

=v,(r—1)+v,(p) —v(x—1) =
= Vq(p>

Tacu mes aplukojam tadu pirmskaitli ¢, ka ¢ | x; __11, kas nozime, ka Vq<

izpildities tad un tikai tad, ja ¢ = p, kas arT bija japierada.

xp—l)
z—1

= v,(p) > 1. Tas var

. — — . ~ e — . — . — 17— . p_ . o e —
Piezime. Ieverosim, ka saja uzdevuma ir prasits pieradit par skaitla % _11 pirmreizinataju strukturu

vai 1paSibam, lidz ar to bija verts apskatit orderi. Viena no gadijumiem ieguvam prasito, tacu otra
gadijuma ieguvam, ka ¢ | = — 1, kas ir vajadzigais nosacijumus, lai pielietotu LTE lemmu, kas saja
gadijuma ar? iedeva prasito.
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2.piemers Doti pozitivi reali skaitli a,b ar 1pasibu, ka skaitlis a™ — b™ ir vesels skaitlis katram
naturalam skaitlim n. Pieradit, ka skaitli @ un b ir veseli.

Vispirms pieradisim sadu apgalvojumu.

Apgalvojums. Skaitli a, b ir racionali.

Pieradijums. Ieverosim, ka no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka a — b un a® — b? ir veseli skaitli.
2 2 . . _ e —

Tas savukart nozime, ka a + b = “=" ir racionals skaitlis. Lidz ar to 2a = (a — b) + (a + b) un

2b = (a+b) — (a — b) ir racionali skaitli, no kurienes izriet, ka a, b ir racionali skaitli.

Piepemsim, ka a = % un b = ¥ (més vienadojam saucejus skaitliem a,b un skaitlis z ir mazakais

iespejamais). Tada gadijuma no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka
" — yn
ZTL

a" —b" = €l = 2" |2" —y".

Ja mes pieradisim, ka z = 1, tad tas nozime, ka a = x un b = y ir veseli skaitli, kas ar1 bija japierada.
Pienemsim pretéjo, ka z > 1 un ka eksiste tads nepara pirmskaitlis p, ka z | p. Tada gadijuma ieverosim,
ka p | z | z — y (pielietojot uzdevuma doto pie n = 1). leverosim, ka ja p | z, tad ar1 y | p, tacu tada
gadijuma skaitlus z,y, z var aizstat %, %, i, kas ir pretruna ar z minimalitati. Tas nozime, ka p { x un
p 1y, lidz ar to meés varam izmantot LTE lemmu. Ta ka 2" | 2™ — 3", tad

vp(a™ —y") = 1p(2")
vp(x —y) +vp(n) = nuy(2)
Ta ka tas izpildas visiem naturaliem skaitliem n, tad n = p*, kas nozime, ka
vp(z —y) + Vp<pk) > np(z)
vp(r —y) +k > pruy(2)
k> ptuy(2) — vz — )
Tacu pedeja nevienadiba ir aplama pietiekami lieliem k, jo v,(z) un v,(x — y) ir konstantes un ekspo-

nentfunkcija aug atrak par linearo funkciju.

Atliek aplukot gadijumu, kad z ir divnieka pakape. Tada gadijjuma 2 | z | £ — y un meés varam
pielietot LTE lemmu. Ta ka 2" | 2™ — y", tad
va(a" —y") 2 1a(2")
va(x —y) +12(x +y) +v2(n) — 1 = nwe(z)

Ta ka tas izpildas visiem naturaliem skaitliem n, tad n = 2, kas nozime, ka
va( —y) + va(a +y) +1(2") = 1 > 2*1s(2)

vo(x —y) + oz +y) + k— 1> 2F(2)
k=12 2"n(2) — (n(z —y) +va(z +y))

Tacu pedeja nevienadiba ir aplama pietiekami lieliem &, jo v,(2) un v,(z — y), v,(z + y) ir konstantes
un eksponentfunkcija aug atrak par linearo funkciju. Secinam, ka z = 1, kas atrisina uzdevumu.

Piezime. Saja uzdevuma izmantojot parastus noverojumus viegli iegit, ka 2" | ™ — y™. Seit ir
svarigi saprast, ka uz So dalamibu ir verts skatities, nevis globali, bet no viena konkreta skaitla z pirm-
reizinataja skatpunkta jeb lokali. Ieverosim, ka tada gadijuma n = 1 dod mums vajadzigu nosacijumu
prieks LTE lemmas. Talak ir svarigi izmantot to, ka uzdevuma dotais izpildas visiem naturaliem
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skaitliem n, kas dod mums iespeju izveleties tadus skaitlus, kuri mums dos aplamu nevienadibu (meés
dalamibas nosacijumu translejam uz nevienadibu ar valuacijam).

3.piemers Dots naturals skaitlis n. Pieradit, ka eksiste naturals skaitlis m ar 1pasibu, ka

70 (| g A e — i

Atrisinajums. Izvelesimies m = 7!, No LTE lemmas izriet, ka
vr(37 +4™) = (3 +4) + (T =n
v (27 +57) =1 (24 5) + (T =n
Tas nozime, ka
3" = —4™  (mod 7"M)
5" =27 (mod 7"

Tas nozime, ka
3 45T —1= 4T 27— 1 (mod )
Ja mes apzimejam, 27" = a, tad 47" = a2. Ieverosim, ka tada gadijuma
3 7n71
B 9 e’ —1 8 —1

Teverosim, ka no kogruencu tabulas 2° —1 dalas ar 7 tad un tikai tad, ja z dalas ar 3. Lidz ar to 27" —1
nedalas ar 7. Ieverosim, ka no LTE lemmas izriet, ka

@ D) =8 =D+ (") =14+n—1=n

771.71

_47n71 . 2

(
n—1
Ll 1 =0 (mod 7"). Lidz ar to secinam, ka

Ta IlOZTHlé, ka _WT:

3" 457 —1=0 (mod 7",

kas arT bija japierada.

Piezime. Intuitivi skaidrs, ka ja mes gribam izmantot LTE lemmu un pieradit, ka skaitlis dalas 77,
tad ir verts izveleties ka skaitli m septitnieka pakapi. Problema ir taja, ka dota izteiksme nav tada
forma, lai pielietotu LTE lemmu. Acigi var pamanit, ka 3™ un 5™ var aizstat —4™ un —2™, ja m ir
atbilstosa 7 pakape.

4.piemers. Atrodiet visus naturalu skaitlu parus a,b > 1, kuriem a® — 1 dalas ar b°.

Atrisinajums. Pieradisim, ka skaitlis b ir para skaitlis. Pienemsim pretejo, tad skaitlim b eksiste ta
mazakais nepara pirmreizinatajs p.

Apskatisim gadijjumu, kad p dala a — 1. Tada gadijjuma no LTE lemmas izriet, ka
Vp(ab —1) =pyp(a—1) +1,(b)

Lai izpilditos dalamibas nosacijums, ir jabiit speka, ka

vp(a’ — 1) > vp(b°)

vp(a —1) 4 v(b) > avy(b)
vp(a—1) > v,(b)la—1)>a—1
log,(a —1) > v(a—1) > pp(b)(a—1) >a—1
log,(a—1)>a—1
@ — 1> pleD
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Pedeja sakariba ir aplama, jo f(z) = p® naturalos skaitlos aug atrak neka funkcija g(x) = x. Lidz ar
to skaitlis p nedala a — 1. Ieverosim, ka mes izmantojam novertejumu, ka log,(a — 1) > v,(a — 1), kas
ir noderigs ar1 daudzos citos uzdevumus gadijumos, kad janoverte valuacija no augsas.

No Ferma mazas teorémas izriet, ka a?~* = 1 (mod p) , ka arT no dota a®* = 1 (mod p). Apzimesim
ord,a = d. No lemmas par orderi izriet, ka d | p — 1, d | b. Péc pienemuma b ir nepara skaitlis. Tas
nozime, ka skaitlis d dalas ar kadu nepara naturalu skaitli, kas ir mazaks par p. leverosim, ka d # 1,
jo a—1 ar p nedalas. Lidz ar to b satur kadu pirmreizinataju, kas mazaks par p. Ta ir pretruna ar p
minimalitati.

Secinam, ka miisu pienemums ir aplams, lidz ar to b ir para skaitlis, kas nozime, ka a ir nepara skaitlis.
Pielietojot LTE lemmu, ieguisim, ka

va(a® — 1) = vyla — 1) + a(a+ 1) 4+ vy(b) — 1
Lai izpilditos dalamibas nosacijums, ir jabtt speka, ka

va(a® — 1) > vy(b%)
vo(a—1) +1a(a+1) +1v5(b) — 1 > ary(b)
vla—1)+wma+1)—1>wmb)(a—1)>a—-1
wa—1)+me+1)—1>a—-1

leverosim, ka a — 1,a + 1 ir divi pec kartas sekojosi para skaitli, tapec viens no tiem dalas ar 2, bet
nedalas ar 4. Apskatam visus iespejamos gadijumus

e Jawy(a+1) =1, tad iegusim, ka:

vo(a—1)+wma+1)—1>a—-1
va—1)>a—1
logy(a—1) >wm(a—1)>a—1
logy(a—1) >a—1
a—1>2""

Pedeja sakariba ir aplama, jo funkcija f(x) = 2% naturalos skaitlos aug atrak neka g(z) = z. Lidz
ar to sads gadijums nav iespejams.

e Jay(a—1) =1, tad iegusim, ka:

ve(la—1)+ma+1)—1>a—1
v(a+1)>a—1
logo(a+1) > wm(a+1)>a—1
logy(a+1)>a—1
a+1>2""

Pedeja sakariba ir aplama visiem naturaliem skaitliem a > 3, jo funkcija f(z) = 2% naturalos
skaitlos aug straujak neka funkcija g(x) = x 4+ 2 visiem x > 2. Secinam, ka a = 3 un v5(b) =1

Esam ieguvusi, ka a = 3 un b = 2¢, kur c ir nepara skaitlis. Dalamibas nosacijums klust par 9 —1 dalas
ar 8c3. Pienemsim, ka skaitlim ¢ eksiste kaut kads mazakais nepara pirmreizinatajs p, tad no mazas
Ferma teorémas izriet, ka

9% 1=1 (modp) un 9°=1 (mod p)

Ja mes apskatam mazako naturalo skaitli d = ord, 9, tad no lemmas par orderi izriet, ka d | p — 1
un d | ¢. Acimredzami d # 1 un d ir nepara skaitlis, tacu tada gadijuma esam atradusi vel mazaku
pirmreizinataju skaitlim ¢, jo d < p —1 < p. Tas nozime, ka ¢ = 1. Lidz ar to vienigais derigais skaitlu
paris (a;b) ir (3;2).

13



	Ievads
	Eilera funkcija un teorēma
	Teorijas fakti
	Uzdevumu risināšanas piemēri

	Orderis
	Teorijas fakti
	Uzdevumu risināšanas piemēri

	LTE lemma
	Teorijas fakti
	Uzdevumu risināšanas piemēri


