1.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Zinams, ka n ir mazakais naturals skaitlis ar Ipasibu, ka 149" —2" dalas ar 33-5°-77.
Atrast skaitla n pozitivo dalitaju skaitu.

Atrisinajums. Vispirms ieverosim, ka 149 — 2 = 147 = 3 - 72. Izmantojot LTE lemmu un to, ka
3| 147, bet 31149 un 3t 2, iegustam

v3(149" — 2") = v5(147) + v3(n) = v3(n) + 1.
Lidz ar to, 3% | 149" — 2" tad un tikai tad, ja 3% | n. Lidzigi, ta ka 7 | 147, bet 741149 un 7 { 2, ieglistam

v7(149" — 2") = 1v7(147) + v7(n) = v7(n) + 2.
Lidz ar to, 77 | 149" — 2" tad un tikai tad, ja 7° | n.
leverojam, ka atlikumi no 149" (mod 5) veido ciklu 4, 1,4, 1, bet atlikumi no 2" (mod 5) veido ciklu
2,4,3,1. No ta izriet, ka atlikumi no 149" — 2™ (mod 5) veido ciklu 2,2,1,0, un lidz ar to n | 149™ — 2"
tad un tikai tad, ja n = 4k kadam naturalam k. Talak atkal pielietojam LTE, iegustam

vs((149MF — (2H%) = 15(149* — 2%) + v5(k).
Ta ka 149* — 24 = (—1)* — 16 = 15 (mod 25), secinam, ka v5(149* — 21) = 1. Tadejadi

vs((149M% — (2H%) = 1 + w5 (k).

Secinam, ka 5° | 149" — 2" tad un tikai tad, ja 5 | k jeb 4 -5 | n.

Apvienojot $os tris novertéjumus, secinam, ka n = 22-32.5%. 7% kam ir (2+1)(2+1)(4+1)(5+1) = 270
pozitivi dalitaji.



2.uzdevums Pieradit, ka katram naturalam skaitlim k > 1 eksiste bezgaligi daudz naturalo
skaitlu n ar 1pasibu, ka
n|1" +2" +3" 4+ ..+ k"

Atrisinajums. Sakuma apskatisim gadijumu, kad % ir nepara. Tada gadijuma eksiste nepara pirm-
skaitlis p, kas dala k. Pieradisim, ka visi skaitli forma n = p™, kur m ir naturals skaitlis, apmierina
uzdevuma nosacijumus. Ta ka k ir nepara, tad

"+ 243"+ k= 1"+ (k=1 + 2"+ (k—2)") + ... ()" + (B + k" =

No LTE lemmas izriet, ka

vp(i" + (K —)") = vp(k) + vp(n) > m+ 1,
no ka var secinat, ka n = p™ | i" + (k — )" katram i = 1,2... 2L Jeverojam ar1, ka v,(k") = nv,(k) >
n = p™ > m, kas nozimé, ka n | k. Tadejadi esam pieradijusi, ka
k1

2
RS (= 0)") =120 3 R
=1

kas bija japierada. Tagad izskatisim gadijumu, kad k ir para. leverojam, ka tad k + 1 ir nepara un
apskatisim nepara pirmskaitli p, kas dala k + 1. Atkal pieradisim, ka visi skaitli forma n = p™, kur m
ir naturals skaitlis, apmierina uzdevuma nosacijumus. Ta ka k ir para, tad

1”+2"+3”+---+k5”:(1"+k’”)+(2"+(k—l)”)—i—...((g)"—i—(%—kl)"):i(@'”—l—(k:—i-l—i)”).

=1

Lidzigi pielietojot LTE lemmu katram saskaitamam "+ (k+1—1)", iegusim, ka v, ("4 (k—14)") > m+1,
no ka izriet, ka n = p™ | i" + (k+ 1 — )" katram ¢ = 1,2... % kas dod prasito.



3.uzdevums Atrast visus pirmskaitlu trijniekus (p, ¢, r), kuriem izpildas

pld+1, qlr"+1, r|pt+1

Atrisinajums. Acimredzami p,q,r ir dazadi pirmskaitli, jo citadi, piemeram pienemot, ka p = ¢,
ieglistam
plp+1 = pll,

kas nav iespejams. Tatad nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka r > p,q. Ir dots, ka r | p? + 1 jeb

p? = —1 (mod r). Kapinot abas puses kvadrata, iegistam p?? = 1 (mod r). Apskatisim d = ord,p.
Sanak, ka d | 2¢q. Ja d ir nepara, tad d | ¢, kas nozime, ka

—1=p?=1 (modr) = r=2 = p,q¢<2,
kas nav iespejams. Tatad d ir para. Ta ka d | 2¢, tad d = 2 vai d = 2¢. Ja d = 2, tad
rlp’=1=@p-1)(p+1) = r|p+1

jor > p—1. No otras puses, tad nozime, ka » < p + 1, kas kopa ar r > p dod r = p+ 1. Tas var
gadities tikai jap =2 un r = 3. Taka r > ¢, tad arT ¢ = 2. Tacu tas nav iespejams, jo 3 1 2% + 1.

Palika izskatit gadijumu, kad d = 2¢q. No Mazas Ferma teoremas un lemmas par orderi izriet, ka
p'=1 (modr)unq|2¢|r—1jebr=1 (modq). Takaq|r?+1, tad

0=r"P+1=1"4+1=2 (modgq) = ¢q=2.

Sanak, ka p | 2" 4+ 1 jeb 2" = —1 (mod p). Analogiski ka ieprieks apskatam d' = ord,2, un secinam, ka
d |2rund |p—1. Jad ir nepara, tad d' | r, kas nozime, ka

—1=2"=1 (modp) = p=2,

kas nav iespejams, jo 212" + 1. Tatad d’ ir para. Ta ka d' | 2r, tad d' =2 vai d' = 2r. Ja d’' = 2r, tad
2r | p—1, tacu 1 < p—1 < 2r, kas nav iespejams. Lidz ar to d’ = 2 jeb p | 22 — 1 = 3, kas nozime, ka
p=3. Takar|32+1=10unr > p=3, tad r = 5. Secinam, ka vienigie derigie trijnieki ir (3,2,5)
un tas cikliskas permutacijas.



4.uzdevums Pieradit, ka katram naturalam nepara skaitlim n izpildas

(n=1)"+ 1)2 | n(n — 1)("_1)n+1 +n

Atrisinajums. leverojam, ka ((n—1)"+1)?2= ((—=1)"+1)2 =0 (mod n), jo n ir nepara, no ka izriet,
ka n dala ((n — 1)" + 1). Pieradisim, ka visiem pirmskaitliem p, kas dala ((n — 1)" + 1)? izpildas

vp(((n = 1)" +1)%) < py(n(n - 1OV 4 n),
Apskatisim gadijumu kad p | n. Tad no LTE lemmas izriet
vp(((n = 1)" +1)%) = 213 ((n = 1)" + 1) = 2(vp(n) + vp(n)) = 413(n)
No otras puses, atkal pielietojot LTE lemmu, dabujam
vp(n(n — 1) V" p ) = p(n) +v((n — D)D" 1 1) = vy(n) + v, (n) + 1, (0 — 1) + 1)) = 4u,(n)

Tatad v,(((n — 1)" + 1)) = 41,(n) < 4y,(n) = v,(n(n — 1)@~ YV"*+! 4 n) ir patiess. Tagad apskatisim
gadijumu kad p { n. Pienemsim, ka v,(((n — 1)" + 1)?) = a. Tad izmantojot LTE lemmu, dabtjam

(n—1)"+1
n

vp(n(n = 1)V 4 n) = (0 = DT 4 1) = (0= 1)") +1) =

(n—1)"+1
n

=v(((n=1)" +1)%) = q,

kur mes izmantojam to, ka p t n un n | (n — 1)” + 1. Atkal esam ieguvusi v,(((n — 1)* + 1)?) <

vp(n(n—1)=Y"+1 4 n) Lidz ar to § nevienadiba izpildas visiem pirmskaitliem, kas dala ((n—1)"+1)2,

kas dod prasito.

= vp((n = 1)" +1) + 13( ) =vp((n =1)" + 1) +((n = 1)" + 1)



2.majasdarba atrisinajumi

l.uzdevums Katram naturalam skaitlim k£ > 2 atrast visus iespejumus naturalus skaitlus
ni,Na, ..., N, ar ipasibu, ka

ni 2" — 1,ngl2™ — 1,...,ngl2™ — 1.

Atrisinajums. Pamanisim, ka ja n, = 1 kadam 1 <1 < k, tad
nz_1|2’“—1:1 = n;_1 = 1.

Analogiski var pieradit, ka n; = 1 visiem 1 < j < k. Var viegli parbaudit, ka skaitli ny =ny = ... =
ni, = 1 patieSam apmierina uzdevuma nosactjumus. Tagad pienemsim, ka visi n; > 1. Ar p apzimeésim
mazako pirmskaitli, kas dala kadu no n;. Nezaudgjot visparigumu, piepemsim, ka p | n;. Pamanisim,
ka p > 3 jeb p # 2, jo citadi 2 | ny | 2" — 1, kas nav iespéjams jebkuram naturalam ns.

Apskatisim d = ord,2. Takany | 2" — 1, tad d | ne. Jad =1, tad
2'=1 (modp) = p=1,

kas ir pretruna. Lidz ar to eksisté pirmskaitlis ¢, kas dala d. Ta ka pec Mazas Ferma teoremas 2P~ = 1
(mod p), tad no lemmas par orderi secinam, ka ¢ | d | p — 1, kas nozime, ka ¢ < p — 1 < p. Tacu
q | d | ne. Tatad mes atradam vel mazaku pirmskaitli, kas dala kadu no n;, kas dod pretrunu ar
pienemumu, ka p ir mazakais pirmskaitlis, kas dala kadu no n;. Secinam, kany =ns =...=np=11ir
vienigais iespejamais atrisinajums.



2.uzdevums Dots naturals skaitlis k. Atrast visus naturalus skaitlus n ar 1pasibu, ka

32" — 1.

Atrisinajums. Ja n ir nepara jeb n = 2m — 1 kadam naturalam skaitlim m, tad
2" —1=(-1)""1-1=-1-1=2 (mod 3),

bet no otras puses 3 | 3% | 2" — 1, no ka seko, ka 2" — 1 = 0 (mod 3), kad dod pretrunu. Lidz ar to
n = 2m kadam naturalam m. leverojam, ka skaitlis n apmierina uzdevuma nosacijumus tad un tikai
tad, ja k < v5(2" — 1). No LTE lemmas izriet, ka

32" — 1) =13(4™ — 1) = 152" — 1) = 15(3) + v3(m) = v3(m) + 1.

Tatad uzdevuma nosacijums izpildas tad un tikai tad, ja k < v5(m) + 1 jeb 357! | m = m = 3*1.]
kadam naturalam [. Secinam, ka visi skaitli, kas apmierina uzdevuma nosacijumus ir n = 2 - 3871 . [,
kur [ ir naturals skaitlis.



3.uzdevums Dots naturals skaitlis n ar Ipasibu, ka 2%3° + 1 nedalas ar n jebkuriem naturaliem
a un b. Vai var gadities ta, ka 2¢ + 3¢ dalas ar n kadiem naturaliem skaitliem ¢ un d?

Atrisinajums. Pienemsim, ka eksiste tadi naturali skaitli ¢ un d, ka 2¢+3% dalas ar n. Tada gadijuma
2¢ = —3% (mod n). Péc uzdevuma nosacijumiem 2%3° + 1 nedalas ar n jebkuriem naturaliem a un b.
Izvelesimies, a = ¢. Tad

203" +1=28"+1=-3"4+1 (modn).

Apskatisim pietiekami lielu naturalo skaitli &, tadu ka k¢(n) —d > 0. Tad pagemot b = kp(n) — d,
leglistam

2030 1= 341 =3k 1= _(3°WYF L 1=_141=0 (mod n),

kur més izmantojam Eilera teoremu. Esam dabiijusi, ka 2?3 + 1 = 0 (mod n), jeb 223° + 1 dalas ar
n, kas ir pretruna, kas nozime, ka miusu sakuma pieneémums ir aplams. Lidz ar to secinam, ka nevar
gadities ta, ka 2¢ + 3¢ dalas ar n kadiem naturaliem skaitliem ¢ un d.



4.uzdevums Pieradit, ka katram pirmskaitlim p eksiste bezgaligi daudz naturalo skaitlu n tadu,
ka
2? = n? (mod p),

kur katra puse pakape divnieks paradas 1397 reizes.

2n 2
Atrisingjums. Katram naturalam n apzimesim f(n) = 22 (mod p) un g(n) = n?’
Pamanisim, ka

(mod p).

gntp)=(n+p* =n" =g(n) (modp),
kas nozime, ka ¢ ir periodiska ar periodu p. Ieverojam, ka ja n; = no (mod ¢(p)), tad 2™ = 2
(mod p). Lidzigi ja ny = ny (mod p(p(p))), tad 2™ = 2" (mod ¢(p)), no ka seko, ka 22" = 22"
(mod p). Analogiski turpinot sadus spriedumus, dabujam, ka ja ny = ne (mod ¢(...¢(p)...)), kur
¢ tiek nemta 1397 reizes, tad f(ny1) = f(n2) (mod p), no ka izriet, ka f ir periodiska ar periodu

o(...0(p)...). Apzimesim $o ar 1397 (p).

——

1397 reizes

Katram n definesim h(n) = 22 , kur divnieks paradas 1395 reizes un ¢ = 2% | kur divnieks

paradas 1396 reizes. leverojam, ka h(n) > ¢ pietiekami lielam n. Lidz ar to varam definet b = 2"(me
leverojam, ka tad

g(b) = > = (2272 =227 — 22" = £(n)  (mod p).

Actmredzami skaitli 0137 (p) un p ir savstarpeji pirmskaitli, lidz ar to no kiiesu atlikumu teorémas

izriet, ka eksiste skaitlis ¢, kuram
t=b (modp)unt=n (mod o (p)),

pie tam, Sadu skaitlu eksiste bezgaligi daudz. Tadejadi, ta ka ¢ ir periodiska ar periodu p, un f ir
periodiska ar periodu 37 (p), tad

2t 2

jeb 227 =+ (mod p), kas dod prasito.



