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1 Ievads

Nosledzosaja materiala aplukosim temu, kura starptautiskas olimpiades kombinatorika pedejos gados
domine uzdevumu 1saja saraksta (shortlist) — procesus, ka ar1 tiem lidzigas spéles. Sai uzdevumu klasei
raksturigi tas, ka taja nav isti formalu zinasanu ierobezojumu, tadel uzdevumi var but krasi atskirigi,
ka arf jebkurs dalibnieks ir spéjigs tos risinat bez Ipasam priekszinasanam. So nosactjumu deél tie ir
ideali piemeroti starptautiskaja olimpiade ka vieglie vai videjie uzdevumi. Aplukojot pedejos 7 gadus,
procesu (spelu) uzdevumi ir 2017 P5, 2018 P4, 2019 P5, 2021 P5, 2022 P1, kamer 2020 P4 un 2023 P5
pec savas butibas satur procesu idejas. Tadel, gatavojoties starptautiskajai olimpiadei, kombinatorika
svarigakais nosacijums ir zinat gana daudz ideju, ko lieto procesu uzdevumos. Saja materiala apliikosim
dazas visbiezak sastopamas idejas.

2 Procesi

2.1 Visparigi komentari

Ka jau minets ievada, procesu uzdevumi izcelas ar to radoSumu un iespejamo dazadibu. No vienas
puses, tas padara olimpiades risinasanu interesantaku, jo, visticamak, naksies risinat uzdevumu, kura
vajadzes izdomat pirms tam neredzetas idejas, kas tiesi atalgo speju domat. Tacu, no otras puses, tas
padara gatavoSanas procesu ieverojami sarezgitaku, jo nav konkretu teorijas faktu, kuri butu jazina
un kuriem ir dazi popularakie pielietojumi. Tadel viens no butiskakajiem nosacijumiem ir daudzu
uzdevumu patstaviga risinasana, jo biezi vien uzdevumos kadas ieprieks redzetas idejas var palidzet
veikt kadu vertigu noverojumu, atklat kadu jaunu skatijumu uz uzdevuma doto.

No savas risinasanas pieredzes varu sniegt dazus vertigakos risinasanas ieteikumus, kas man ir
palidzejusi atrisinat daudz procesu uzdevumu, tomer Sie ieteikumi ir tikai tik vertigi, cik to lietotajs
pec tam pats iemacas ar tiem apieties:

e Izmeginat mazos gadijumus. Biezi vien procesu uzdevumiem ir sniegti loti specifiski nosacijumi,
kurus ir gruti uzreiz izprast, ka tie dziwé darbojas. Mazo gadijumu izmeginasana ar to var palidzet.
Otra, un iespejams pat svarigaka lieta, ir, ka mazo gadijumu aplukosana var potenciali sniegt
ieskatu hipoteze, kadam vertibam uzdevums izpildas (piemeram, para-nepara) vai art sniegt citu
informaciju (kadas situacijas rodas problemas). Butiba §is solis ir obligati javeic gandriz katra
kombinatorikas uzdevuma.

e Atrast svarigakos faktorus. Procesu uzdevumos loti vertigi ir spet veiksmigi atrast fokusu
— saprast, kadi ir svarigakie nosacijumi, kuri nozimigi ietekme uzdevuma apliikotas situacijas
darbibu. Alternativi varetu teikt — kuri nosacijumi vai 1pasibas padara uzdevumu unikalu un
atskirigu no citiem uzdevumiem. Ja uzdevuma izdodas atrast vai nu sadus nozimigus nosacijumus,
vai arl ieraudzit kadas ipaSibas (piemeram, konkrétas pozicijas nosaka visa procesa galvenas
darbibas), tad biezi vien talakais pieradijums dabiski buvejas, formali aplukojot ierobezojumus
SIm nozimigajam lietam.

e Saprast specifiskus nosacijumus. Ja uzdevuma ir dots, ka, pieméram, ir para skaits elementu,
ir verts uzdot sev jautajumu — kapec ir dots tiesi para skaits elementu? Kas notiktu, ja butu dots
nepara skaits, kadel tad uzdevums neizpilditos? Sadi jautajumi sev var palidzet saprast, kade]
uzdevuma dotais process izpildas un kas to ierobezo.



2.2 Invarianti un monovarianti

Biezi uzdevumos procesa gaita var atrast tadus lielumus, kuri nemainas procesa gajienu/notikumu
laika. Sie lielumi ir loti svarigi, jo tie var palidzet iegit pretrunigus nosacijumus procesa sakuma un
beigu stavokliem. Biezakais sada veida piemers Latvijas olimpiades ir saistiba ar paritati — piemeram,
krasosanas uzdevumos beigas biitu janoklaj nepara skaits iekrasotu ruitinu, tacu sakuma ir noklats
para skaits iekrasotu rutinu, un katra jauna figira art noklaj para skaitu rutinu. No ta var secinat, ka
procesa gaita vienmer bus noklats para skaits rtutinu, kas ir pretruna ar prasito gala stavokli, tadel to
nav iespejams sasniegt.

Definicija. Par invariantu sauc tadu lielumu, kas procesa gaita paliek nemainigs, t.i., pec
katra veikta procesa gajiena tas saglaba savu vertibu/ipasibu.

Ne visi invarianti, ko var atrast uzdevuma, palidz risinat uzdevumu. Piemeram, kaulinu kopégja
skaita nemainiba nenosaka to, cik un kada veida kaudzes tos ir iespejams sadalit. Tadel ir svarigi macet
atrast invariantus, kuri tiesa veida ietekmé procesa notiekoso.

Definicija. Par monovariantu sauc tadu lielumu, kas procesa gaita mainas monotoni jeb viena
veida — piemeram, ja katra gajiena ta vertiba pieaug.

Pec biitibas monovarianti visparina invariantus. Biezi monovariantus ir verts saistit ar lielakajiem
vai mazakajiem elementiem, lai paraditu, ka tie izmainas pretéja virziena uzdevuma prasitajam.

2.3 Uzdevumu risinasanas piemeri

1.piemers Skaitli 1,2, ..., 10 ir uzrakstiti uz tafeles. Katru minuti Andrejs izvelas tris skaitlus
a,b,c, nodzes tos un to vieta uzraksta skaitli Va2 + b2 4+ 2. Sis process turpinas lidz bridim,
kamer vairak nevar nodzest skaitlus. Noteikt lielako iespejamo skaitli, kas taja bridi var bt
uzrakstits uz tafeles.

Atrisinajums. Meklesim lielumu, kas procesa laika saglabajas invariants. Aplukojam uz tafeles
uzrakstito skaitlu kvadratu summu. Sakotngji ta ir 12 + 22 + ... + 102 = % = 385. Viena gajiena
laika aizstato skaitlu kvadratu summa ir a® + b + 2, bet iegiita skaitla kvadrats ir a® + b* 4 ¢%. Lidz
ar to varam secinat, ka procesa laika §is lielums paliek nemainigs jeb invariants.

Varam ar ieverot, ka procesa katra gajiena laika uzrakstito skaitlu daudzums samazinas par 2, tatad
beigas bus palikusi divi skaitli. Acimredzami, ka jebkura gajiena jauniegutais skaitlis bus vismaz tikpat
liels, cik mazakais no trim izveletajiem skaitliem (to viegli algebriski parbaudit). Tatad uz tafeles
jebkura bridi uzrakstitie skaitli visi bus lielaki vai vienadi ar 1. Ta ka divu beigas palikuso skaitlu
kvadratu summa ir 385, un mazakais iespejamais skaitlis uz tafeles ir 1, tad lielakais iespejamais skaitlis
beigas ir v/384 = 8v/6. To var sasniegt, secigi veicot gajienus ar skaitliem 2,3,...,10 un to raditajiem
jaunajiem skaitliem.

Komentars. Sada veida uzdevumos, kur tiek veikti algebriski parveidojumi ar skaitliem, parasti tiek
mekleti algebriski invarianti atkariba no procesa parveidojuma izteiksmes.

Svarigi art atcereties, ka uzdevumos, kur jaatrod lielaka vai mazaka vertiba, risinajumam ir ne-
pieciesamas divas dalas — pirmkart, ka lielaka vai mazaka vertiba nav iesp€jama (novertejums), un
otrkart, ka optimalo vertibu patiesam var sasniegt. Ja kada no sim dalam iztriikst, tad butiba ir iegtits
novertejums no vienas puses, piemeram, x > 5, tacu tas negarante, ka mazaka iespejama x vertiba
patiesam ir 5, jo var gadities, ka reali mazaka iespejama vertiba ir = 7, kam iegiitais novertejums art
izpildas.



2.piemers Trijas konfeksu kaudzes uz galda ir attiecigi 5, 49 un 51 konfekte. Maris drikst
jebkuras divas uz galda esosas kaudzes apvienot viena kaudze, vai ar1 jebkuru kaudzi, kura satur
para skaitu konfeksu, sadalit divas kaudzes ar vienadu konfekSu skaitu. Vai, veicot atlautas
darbibas, Maris no sakotnejam 3 kaudzem var iegut 105 konfeksu kaudzes, kur katra no tam ir
tiesi 1 konfekte?

Atrisinajums. Vispirms pieradisim sadu apgalvojumu.

Apgalvojums. Ja konfeksu skaits visas kaudzes dalas ar p, kur p ir nepara pirmskaitlis, tad pec
operaciju veikSanas visas kaudzes konfeksu skaits joprojam dalas ar p.

Pieradijums. Apvienojot 2 kaudzes, kuras ir attiecigi ap un bp konfektes (a,b — naturali skaitli),
tiks ieguta kaudze ar (a + b)p konfektem. Savukart, sadalot kaudzi ar 2ap konfektem, tiks iegutas
2 kaudzes ar ap konfektem. Ieverosim, ka neatkarigi no veiktajam operacijam konfeksu skaits katra
kaudze joprojam dalas ar p.

Ta ka visas kaudzes sakotngji ir nepara skaits konfeksu, tad nevienu no tam nav iespejams sadalit
divas vienadas dalas. Tadel iespejamas ir tikai tris operacijas:

e apvienot kaudzes ar 5 un 49 konfektem. Tada gadijuma ieguistam kaudzes ar 54 un 51 konfekti.
Abas kaudzes konfeksu skaits dalas ar 3. No apgalvojuma izriet, ka neatkarigi no veiktajam
operacijam konfeksu skaits katra kaudzeé vienmer dalisies ar 3. Lidz ar to nevares panakt to, ka
katra kaudze ir tiesi 1 konfekte.

e apvienot kaudzes ar 5 un 51 konfekti. Tada gadijuma iegustam kaudzes ar 56 un 49 konfektem.
Abas kaudzes konfeksu skaits dalas ar 7. No apgalvojuma izriet, ka neatkarigi no veiktajam
operacijam konfeksu skaits katra kaudzé vienmer dalisies ar 7. Lidz ar to nevares panakt to, ka
katra kaudze ir tiesi 1 konfekte.

e apvienot kaudzes ar 49 un 51 konfekti. Tada gadijuma iegtistam kaudzes ar 100 un 5 konfektem.
Abas kaudzes konfeksu skaits dalas ar 5. No apgalvojuma izriet, ka neatkarigi no veiktajam
operacijam konfeksu skaits katra kaudze vienmer dalisies ar 5. Lidz ar to nevares panakt to, ka
katra kaudze ir tiesi 1 konfekte.

Secinam, ka prasito panakt nevares.

3.piemers Uz tafeles ir uzrakstiti 2020 pozitivi reali skaitli. Katru mintti Ramona nodzes
divus skaitlus un to vieta uzraksta vai nu to summu, vai starpibu, vai reizinajumu, vai dalijjumu.
Piemeéram, ja Ramona izdzes skaitlus 6 un 3, tad vina var aizvietot tos ar vienu skaitli no kopas
{6+3,6—3,3—6,6%x3,6+3,3+6} ={9,3,—3,18,2,0.5}. Péc 2019 mintutem uz tafeles ir palicis
tikai viens skaitlis, kas ir —2020. Pieradit, ka Ramona vareja dzest skaitlus un veikt aritmetiskas
operacijas ta, lai uz tafeles butu palicis skaitlis 2020 (sakotnéjie skaitli paliek nemainigi).

Atrisinajums. leverosim, ka vismaz vienu reizi Ramona veica atnemsanas operaciju, jo visas parejas
operacijas pozitiviem skaitliem vienmer dod pozitivu skaitli. Izmantojot tikai tas sakotnejiem skaitliem,
gala rezultats arm butu pozitivs, tacu tika ieguts skaitlis —2020.

Secigi pec gajieniem apliikosim pedejo atnemsanu, apzimejot to ar a — b. Tas vieta Ramona veic
operaciju b — a, iegiitajam skaitlim pieskirot sarkanu krasu. Talakajiem gajieniem, starp kuriem vairs
nevar biit atnpemsana, Ramona izpilda sadu algoritmu:

e Ja operacija nav iesaistits sarkans skaitlis, tad Ramona atstaj operaciju nemainitu.

e Ja operacija ir iesaistits sarkans skaitlis un ta ir reizinasana vai daliSana, tad Ramona atstaj
operaciju nemainitu un rezultatu atzime sarkanu. Skaidrs, ka rezultata tiks iegiits skaitlis ar tadu
pasu absoluto vertibu, ka originalaja operaciju seciba, tikai ar preteju zimi.



e Ja operacija ir iesaistits sarkans skaitlis un ta ir saskaitisana, tad Ramona aizstaj to ar ne-sarkana
skaitla atnemsanu no sarkana skaitla un rezultatu atzime sarkanu. Skaidrs, ka rezultata tiks ieguts
skaitlis ar tadu pasu absoltito vertibu, ka originalaja operaciju seciba, tikai ar preteju zimi.

Ta ka pec pedejas atnemsanas uz tafeles vienmer ir viens sarkans skaitlis (to skaits nesamazinas un
nepalielinas procesa gaita), tad pedejais skaitlis arT bus sarkans. No ieguta algoritma ir skaidrs, ka
pedejam skaitlim biis preteja zime un tada pati absoluta vertiba ka sakotnejam beigu rezultatam, tatad
tas bius 2020.

Komentars. S1 uzdevuma esence ir atrast lielumu, kas noteikti bus atrodams uzdevuma dotaja
situacija — Sin1 gadijuma ta ir obligata atnemsana, lai iegtitu negativu skaitli. Ka jau mineju, sadu
obligato nosacijumu atrasana var ieverojami palidzet risinasana.

4.piemers Apskatisim 41 x 41 rutinu laukumu. Tomass ir paslepis tanku viena no laukuma
rutinam. Anna katru minuti no lidmasimas Sauj uz vienu no laukuma rutinam. Ja vina ar savu
savinu trapa Tomasa tankam, tad Tomass parvieto savu tanku no esosas ritinas uz kadu no
blakusesosajam rutinam ar kopigu malu. Preteja gadijuma tanks savu atrasanas vietu nemaina.
Annai nav informacijas par to, kur atrodas tanks vai ka tam ir trapits, un, lai to iznicinatu, vinai
ir jatrapa pa to 2 reizes. Noteikt mazako iespejamo Savinu skaitu, kas Annai ir javeic, lai noteikti
iznicinatu tanku.

Atrisinajums. Atbilde ir %2’1 = 2521 gajiens.

Vispirms pieradisim, ka Anna 2521 gajienos patiesam var trapit 2 reizes Tomasa tankam. Izkrasosim
rutinu laukumu ka saha galdinu (ar vairak baltajam rutinam neka melnajam rutinam). Ja Anna Sauj
pa visam melnajam rttinam, tad pa visam baltajam rutinam un pec tam velreiz pa visam melnajam
ritinam, tad viegli redzet, ka vina trapis tankam noteikti 2 reizes, jo parvietosanas rezultata tanks
maina ta rutinas krasu.

Tagad pieradisim, ka ir vajadzigs vismaz 2521 gajiens. leverosim, ka pa katru laukuma rutinu jaizsauj
vismaz vienu reizi, preteja gadijuma pastav iespéja, ka Anna pa tanku vispar netrapis ne reizi. Noklasim
rutinu laukumu ar 840 domino kauliniem 1 x 2 (tie var but arl pagriezti), ka rezultata viena rutina
paliks nenoklata. Pienemsim, ka eksiste domino kaulins, pa kuru kopuma tika veikti ne vairak ka 2
savieni - apzimesim ta rutinas ar a un b. Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka Anna pirmo savienu
saja domino kaulina veica pa rutinu a. Ja tanks sakotnéji atradas rutina b, tad Anna trapis tam tikai
otraja gajiena. Ja pec trapijuma tanks parvietojas uz rutinu a, tad no pienéemuma pa to vairs netiks
Sauts un Anna nebus iznicinajusi tanku. Secinam, ka pa katru domino kaulinu ir javeic vismaz 3 savieni
un vismaz 1 Saviens pa nenoklato rutinu. Lidz ar to kopa ir vajadzigi vismaz 840 -3 + 1 = 2521 savini.

Komentars. Sis uzdevums ilustré domasanas veidu atskirtbu par lokaliem un globaliem lielumiem,
ar kuriem jau saskarsme bija ar1 algebras materialos. Biezi vien procesos ir verts apdomat, vai pretrunas
veidojas no ta, ka meés varam lokali jeb kada maza dala iegut novertéjumu procesam (ka Seit par domino
kauliniem), vai arT ir doti gajieni, kas procesu lokali ietekme diezgan neparedzami, ta¢u mes varam
noteikt kop€jo visa procesa jeb globalo uzvedibu.



5.piemers Galerija "Ekspresionists” ir izstaditas 100 gleznas, apzimesim tas ar
G1,Ga,...,G190. Makslinieks un kritikis spele sadu speli. No sakuma makslinieks katrai
no gleznam izdoma cenu, kas ir naturals skaitlis, apzimesim cenas attiecigi ar ¢y, co, C3, . . ., C100-
Pec tam katra gajiena:

e makslinieks nosauc kadu naturalu skaitli x;

e kritikis izvelas gleznu G; un nomaina tas cenu uz z (t.i., tagad ¢; = x, parejas ¢; vertibas,
kuram j # i, nemainas).

Ja pec kada gajiena cenas ir sakartotas nedilstosa seciba ¢; < o < ... < 90, tad kritikis ir
uzvare€jis un spele beidzas. Preteja gadijuma spele turpinas. Vai kritikis vienmeér var uzvaret
galiga skaita gajienu neatkarigi no ta, ka spele makslinieks?

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas principu, lai pieraditu, ka kritikis var uzvaret
jebkuram naturalam gleznu skaitam n.

Indukcijas baze: Ja n = 1, tad acimredzami pec pirma gajiena kritikis bus uzvarejis.

Induktivais pienpemums: Pienemsim, ka naturalam k kritikis var sakartot k gleznas nedilstosa cenu
seciba.

Induktiva pareja: Aplukosim situaciju, kad ir £ 4+ 1 glezna. No induktiva pienemuma kritikis var
pirmas k gleznas sakartot nedilstosa cenu seciba. Ja cpy1 > ¢k, tad prasitais izpildas; aplikosim pretéjo
situaciju. Veidosim kritika darbibas algoritmu atkariba no makslinieka izveleta skaitla x katra gajiena:

e Ja x > ¢. Saja gadijuma kritikis aizstdj cyq ar x. Ta ka pirmas k gleznas jau ir sakartotas
nedilstosa cenu seciba, tad acimredzami visas k + 1 gleznas ir sakartotas nedilstosa cenu seciba
un kritikis ir uzvarejis.

e Ja x < ¢,. Tad kritikis pec kartas salidzina gleznu cenas ar x, sakot ar c¢;, tad cy utt. lidz c.
Kad kritikis atrod pirmo gleznu G;, ka = < ¢;, vin$ aizstaj ¢; ar z. Sada glezna noteikti eksistes,
jo x < cg.

Saja gadijuma varam attiecigi ieverot, ka pec ¢; aizstasanas gleznu cenas joprojam ir sakartotas
nedilstosa seciba, jo no algoritma x > ¢;_;. Papildus tam var secinat, ka pirmo k gleznu cenu
summa samazinas, jo r < ¢;.

Izmantojot sadu algoritmu, kritikis var garantet uzvaru, jo algoritms garanteti kada bridi nonaks
gadijuma x > ¢;. Tas izriet no ta, ka otra gadijuma pirmo k gleznu cenu summa katru reizi samazinas,
tacu ta nevar klut mazaka par k (kad ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 1). Ja ta sasniedz minimumu, tad
acimredzami x > ¢, un visas gleznas ir sakartotas nedilstosa cenu seciba. Lidz ar to induktiva pareja
ir pieradita.

Ta ka esam pieradijusi, ka kritikis uzvar visiem naturaliem n, tad vins uzvar art gadijuma n = 100,
kas bija japierada.

Komentars. Procesos samera biezi ir iespejams esoSo situaciju reducet uz mazaku ekvivalentu situaciju,
un formaliem pieradijumiem tad loti piemérota ir matematiska indukcija. Seit ari verts ieverot mono-
varianta lietojumu kopa ar 1pasibu, ka naturalie skaitli nevar samazinaties bezgaligi — ideja, kas ir
pamata daudziem fundamentaliem rezultatiem gan kombinatorika, gan skaitlu teorija.



6.piemers Rinda ir sakartotas a+b blodas, kuras ir arT sanumuréetas no 1 lIidz a+b, kur ¢ un b ir
naturali skaitli. Sakotneji pirmajas a blodas ir abols, bet pedejas b blodas ir Big-Mac komplekts.
Viena gajiena Petr var parvietot abolu no i-tas blodas uz (i + 1)-to blodu un Big-Mac komplektu
no j-tas blodas uz (j — 1)-to blodu, ja starpiba i — j ir para skaitlis. Viena bloda var atrasties
vairaki edieni. Petr merkis ir panakt to, lai pirmajas b blodas katra ir Big-Mac komplekts un
pedejas a blodas katra ir abols. Pieradit, ka vins to var izdarit tad un tikai tad, ja skaitlis ab ir
para.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka prasito nevar sasniegt, kad ab ir nepara skaitlis. leverosim,
ka tada gadijuma gan a, gan b ir nepara.

Ar X apzimesim abolu skaitu blodas ar nepara numuru, bet savukart ar Y - Big-Mac skaitu nepara

blodas. Lasitajs var viegli parliecinaties, ka lielums X — Y nemainas, veicot atlautas operacijas, jo
vienmer tiek izveleti edieni, kas atrodas vienadas paritates numuru blodas. Ieverosim, ka sakotneji

X =

f(a+1) un Y = £(b—1), kas nozime, ka X —Y = 1(a—b+2). No otras puses, gala situacija mes

veletos panakt, ka X = 2(a—1) un Y = 1(b+ 1), bet tada gadijuma X —Y = 1(a — b — 2) - pretruna
ar to, ka X — Y nemainas.

Tagad pieradisim, ka prasito var sasniegt, kad ab ir para skaitlis. Pieradisim prasito ar matematiskas
indukcijas metodi uz a + b, kur bazes gadijumus var viegli parbaudit. Skirosim gadijumus:

e Pienemsim, ka a+b ir nepara skaitlis. Tad mes varam parvietot pirmo abolu uz blodu, kur atradas

pedejais Big-Mac un otradi. To var izdarit, secigi izveloties tikai Sos divus minetos edienus, jo
(a+0b)—1,(a+0b)—3,...1ir para skaitli. Tas reduce uzdevumu uz gadijjumu (a — 1,b — 1) (viens
no skaitliem a, b ir nepara, lidz ar to viens no skaitliem a — 1,b — 1 ir nepara), kur meés varam
pielietot induktivo pienemumu.

Pienemsim, ka a + b ir para skaitlis (abi skaitli ir para). Tada gadijuma més varam samainit
vietam abolu 1-ja pozicija ar Big-Mac a + b — 1-ja pozicija, ka art abolu 2-ja pozicija ar Big-Mac
a + b-taja pozicija. Tas reduce uzdevumu uz gadijumu (a — 2,b — 2), kur més varam pielietot
induktivo pienemumu.

Ta ka visi iespejamie gadijumi ir aplukoti, uzdevums ir atrisinats.

7.piemers Katrs skaitlis no 1 lidz 2023 ir izkrasots vai nu zila krasa, vai sarkana. Viena gajiena
atlauts izveleties 3 dazadus skaitlus, kuri veido aritmetisku progresiju, un nomainit to krasu uz
pretejo. Kuriem sakotnejiem skaitlu krasojumiem var panakt, ka visi skaitli pec galiga gajienu
skaita klust zili?

Atrisinajums. Mes pieradisim, ka var mainit viena skaitla krasu uz pretéjo, nemainot atlikusos
skaitlus, kas pieradis to, ka jebkuram krasojumam var panakt galiga skaita gajienu, ka visi skaitli klust

zili.

Aplukosim patvaligu skaitli un tam 8 blakusesosus skaitlus (pa labi no ta vai pa kreisi no ta).

Izveleto skaitli apzimesim ar 1 un atlikusos skaitlus pieaugosa seciba no izveleta skaitla 1 apzimesim ar

2,3,

..., 9. Tagad mes mainisim skaitlu krasu sadi:

(]‘7 *7 37 *7 57 *7 *7 *7 *

)
(1,5, %, 4, %, %, T, %, %)
(]'7 *’ *7 *7 57 *7 *7 *’ 9)
(*7 *7 37 47 57 *7 *7 *7 *>
( )

*, %, %, %, Dk, T, %, 9

Viegli redzet, ka ikviens izveletais skaitlu trijnieks veido aritmetisku progresiju, ka ar1 visiem skaitliem
krasa mainijas para skaitu reizu, iznemot skaitli 1. Tas nozime, ka skaitlim 1 krasa mainijas uz pretejo,



kamer parejo skaitlu krasa saglabajas tada pati ka pirms operacijas. Pielietojot So algoritmu visiem
sarkanajiem skaitliem, varam panakt to, ka visi skaitli klust par ziliem, kas ar1 bija japierada.

Komentars. Samera populara ideja — ja nepiecieSams visus procesa elementus panakt konkreta veida,
pietiek paradit, ka prasito var sasniegt mazai dalai (daziem elementiem), un tad $adas mazas dalas
apvienot. Saja uzdevuma ir aplukots ekstremalais gadijums, kura tiek izmainits viens elements.

8.piemers Realu skaitlu virknei, kura nav konstanta, atlauts veikt sadu operaciju - izveleties 2
skaitlus un abus nomainit uz So skaitlu videjo aritmetisko. Pieradit, ka eksiste 2015 realu skaitlu
virkne, ka neatkarigi no ta, ka tiek veikta pirma operacija, talak var veikt galigu skaitu operaciju,
lai beigas panaktu, ka visi skaitli ir vienadi.

Atrisinajums. Pieradisim, ka virkne —1007, —1006,...,—1,0,1,2,...,1007 apmierina uzdevuma nosacijumi
Apskatisim sadus gadijumus:

e Pirmaja gajiena tika izvelets skaitlu paris (a, —a), kur a ir naturals skaitlis. Tad izveletie skaitli
tiks nomainiti uz (0,0). Talak uzdevuma prasito var panakt, vienmer izveloties skaitlu parus
(b, —b), kur b naturals skaitlis. Pec 1006 gajieniem visi uz tafeles uzrakstitie skaitli bus 0.

e Pirmaja gajiena ir izveleéts skaitlu paris (a,0), kur a # 0. Izvelesimies tadu skaitli b, ka b # a # 0.
leverosim, ka tada gadijuma mes varam veikt Sadas operacijas:
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Talak darisim Iidzigi ka pirmaja gadijuma - izvelesimies skaitlus parus (¢, —c), kur ¢ ir naturals,
lai panaktu to, ka beigas visi uzrakstitie skaitli ir 0.

e Pirmaja gajiena tika izvelets paris (a,b), kur a,b # 0 un a + b # 0. Ieverosim, ka tada gadijuma
mes varam veikt Sadas operacijas:

—a,—b,a,b

I a+b a+b
2072

a+b a+ba+ba+bd
2 2272
0,0,0,0

Talak darisim Iidzigi ka pirmaja gadijuma - izvelesimies skaitlus parus (¢, —c), kur ¢ ir naturals,
lai panaktu to, ka beigas visi uzrakstitie skaitli ir 0.

Visi gadijumi apskatiti, tapec secinam, ka virkne apmierina uzdevuma nosacijumus.

Komentars. Biezi vien procesa gaitu ir velams kontrolet mums izdeviga veida — populara ideja ir
veidot skaitlu parus, kas definé talako procesa algoritmu. Ar So ideju vel gana daudz saskarsimies
nakamaja nodala.



3 Speles

3.1 Visparigi komentari

Bitiba speles ir procesu uzdevumi, tikai ka papildus mainigais ir ieviests tas, ka ir veél viena iesaistita
puse, kura var neatkarigi ietekmet procesa gaitu. Tadel daudzas idejas, kas tiek pielietotas procesu
uzdevumos, ir tiesa veida parnesamas uz spelem. Tomer, spelem pastav arl sava specifika.

e Loti uzmanigi ar optimalo strategiju. Biezi vien skoleni savos darbos raksta — speletajam
A javeic sadas darbibas, un tas garantes uzvaru, jo B ir optimali veikt sadu konkretu gajienu,
tacu tas zaude. Sadi tirraksti loti biezi olimpiades sanem 0 punktus, jo bitiba ir atrisinats
specialgadijums konkretam B darbibam. Lai formali pieraditu, ka uzvares kads speletajs, ir jadod
strategija, kura sniegs labaku rezultatu neatkarigi no otra speletaja darbibam, tatad jebkuram
iespejamam gadijumam. Viens veids, ka par to domat, ir izveidot programmeéjamu algoritmu,
kuru vares veikt dators, kurs nemak pats domat par situaciju, bet tikai noteikt tas parametrus,
kam vajag noteikt talako darbibu pec algoritma.

Protams, ja ir iespejams formali pieradit, ka B patieSsam ar citam darbibam visos gadijumos
sasniegs sev sliktakus rezultatus, tad drikst aplukot B labakas darbibas, tomer biezi vien labakas
darbibas mainas speles laika atkariba no situacijas.

e Uzskatami izdalit risinajuma dalas. Ja risinajuma Sobrid tiek runats par A strategiju, tad
tiek izmantoti tikai rezultati par to, ka spele A — par B rezultatiem aizmirstam jeb iedomajamies,
ka pret1 spele dators ar gadijumskaitlu generatoru. Biezi skoleni viena rindkopa censas aprakstit
labakos rezultatus gan A, gan B, tos pa rinki izmantojot, lai pieraditu rezultatus no viena speletaja
par otru, ta uzreiz iegiistot ”optimalos” rezultatus abiem. Sadi batiba tiek izmantoti nepieraditi
un biezi vien nepatiesi rezultati, lai pieraditu citus rezultatus.

3.2 Simetrija

Sis principa nosaukums jau acimredzami paskaidro spéles izmantojamo ideju par stratégijas simetrisku
attelosanu jeb ”kopesanu”.

1l.piemers Dots regulars 2023-sturis, kuram katra virsotné novietota monéta. Azuls un Rojo
spele speli, kura vini péec kartas veic gajienus. Azuls sak speli. Sava gajiena Azuls izvelas kadus
tris 2023-stura punktus un iekraso to veidoto trijsturi sarkanu. Analogiski, Rojo izvelas tris
punktus un iekraso trijsturi zilu. Pie tam, jebkura gajiena izveletam trijsturim ir jaizpildas
Ipasibai, ka tam nav kopigu punktu ar citiem trijsturiem, iznemot to virsotnes un malas (tie
nekrustojas). Speletaji veic gajienus lidz bridim, kad vairs nav iespéjams izvéléties trijsturus,
kam izpildas nosactjumi.

Tad tiek izvelets katras monetas uzvaretajs. Katrai 2023-stura virsotnei pa krasam tiek saskaitits
to trijstiru daudzums, kuriem pieder mineta virsotne. Ja vienas krasas trijstiiru ir vairak neka
otras, tad attiecigais speletajs iegiist So monetu; vienada skaita gadijuma monétu neiegiist neviens.
Pec visu virsotnu parbaudes tiek saskaitits katra speletaja monetu skaits. Uzvar tas, kuram ir
vairak monetu.

Noteikt, kuram speletajam eksisté uzvarosa strategija (ja tada ir).

Atrisinajums. Azulam (pirmajam spelétajam) eksisté uzvarosa stratégija.

Sanumurejam virsotnes pulkstenraditaja seciba Vi, Vs, ..., Vg3, Pirmaja gajiena Azuls iekraso
trijsturi Vi1VoVip1s (virsotne Vigis atrodas uz ViV, vidusperpendikula); nosaucam to par pirmo tri-
jsturi. Redzams, ka Sis trijsturis sadala 2023-sturi divas simetriskas virsotnu grupas Vs, Vs, ..., Vipis
un Vigis, Vioi, - - -, Voges, V1. Ta ka jebkurS nakamais trijstiiris nevar krustot pirmo trijstiri, katra
nakama trijstura virsotnes pilniba atradisies viena no simetriskajam virsotnu grupam. Lidz ar to Azula
strategija ir turpmakajos gajienos spelet simetriski pret V;V5 vidusperpendikulu, izveloties simetriski



atbilstoso trijsturi Rojo izveletajam. Simetrijas del arT ir skaidrs, ka Azuls vienmer vares veikt gajienu,
ko veica Rojo, jo, ja Rojo izvelejas kadu neiekrasotu trijsturi, strategija acimredzami nodrosina, ka
simetriskais trijstiiris arl nebiis iekrasots un to bis iespejams iekrasot.

Simetrijas del visas virsotnes, kas nav Vjp13, Azuls iegus vismaz tikpat monetu, cik Rojo. Tas
ir skaidrs, sadalot virsotnes pa simetriskiem pariem, jo attiecigi viena para virsotnem tam piederoso
trijsturu krasas bus pretejas. Ja viena no tam Rojo dabu moneétu, tad attiecigi otra para virsotne
moneétu St secinajuma del iegtis Azuls. Atseviski var vel aplukot virsotnes V4 un Vs, jo tajas bez simetriski
piederosajiem trijsturiem vel viens papildus trijsturis ir Azulam, kas var dot vinam potenciali papildus
monetu vai likt Rojo ieglit par vienu monetu mazak, tacu tas neietekme apgalvojumu, ka Azuls visas
apliukotajas virsotnes iegust vismaz tikpat monetu, cik Rojo.

Atliek aplukot virsotni Vjg13. Simetrijas dé] visi tai piederosie trijsturi, kas nav V3 V5Vig13, sadalisies
vienada skaita katrai krasai (abas puses tie ir vienada skaita un ar pretéju krasu sadalijumu). Tad,
nemot vera, ka trijsturis Vi V5 Vo153 ir sarkana krasa, sarkano trijstiiru, kas pieder Vig13 ir par vienu vairak
neka zilo, tadel Azuls ieglist monetu par So virsotni. Ta ka par visam parejam virsotnem Azula monetu
skaits noteikti ir vismaz tikpat, cik Rojo, tad kopuma sanak, ka Azuls bus ieguvis vairak monetu,
pieradot, ka ar So strategiju vins var garanteti uzvaret.

Komentars. Sis uzdevums labi ilustré svarigakas lietas par simetrijas izmantosanu — pirmkart, reizem
simetriju nav iespejams uzreiz uzdevuma pielietot un tas izveidei ir nepieciesams kads specifisks sakuma
gajiens, ko klasiski veic pirmais speletajs. Otrkart, uzdevumos ir nepiecieSams formali aplikot, ka
simetriskos gajienus visu speles gaitu patieSam vares veikt un otram speletajam nav iespeju kada bridi
simetriju izjaukt.

2.piemers Dots naturals skaitlis n > 3. Dainis un Maruta spele speli, kura vini viens pec
otra iekraso regulara n-stiira virsotnes. Dainis veic pirmo gajienu. Sakotneji visas virsotnes ir
neiekrasotas. Abi speletaji sak speli ar 0 punktiem.

Sava gajiena speletajs iekraso virsotni V', kas vel nav iekrasota, un iegtuist & punktus, kur k ir
virsotnei V' blakusesosu iekrasotu virsotnu skaits (Iidz ar to k ir 0, 1 vai 2).

Spele beidzas, kad visas virsotnes ir iekrasotas. Uzvar speletajs, kurs ir ieguvis vairak punktu. Ja
abiem speletajiem ir vienads punktu skaits, tad spele beidzas neizskirti. Atrast visus naturalus
skaitlus n > 3, kuriem Dainis var uzvaret neatkarigi no ta, ka spele Maruta, un atrast visus
naturalus skaitlus n > 3, kuriem Maruta var uzvaret neatkarigi no ta, ka spele Dainis.

Atrisinajums. Ja n > 3 ir nepara, tad Dainim ir uzvarosa strategija. Ja n > 3 ir para, tad Maruta
var garantet sev uzvaru.

Sakotneji aplukosim gadijumu, kad n ir nepara. Sanumurejam virsotnes pulkstenraditaja virziena
Vi, Vo, ..., V,. Pirmaja gajiena Dainis iekraso V; un sadala n-stiiri divas simetriskas dalas ar simetrijas
asi, kas iet caur V;. Katra nakamaja gajiena vins iekraso simetrisko virsotni tai, kuru sava pedeja
gajiena iekrasoja Maruta.

Apzimesim tas virsotnes, kuru veidoto n-stura malu krusto vilkta simetrijas ass, ar Vi un Viy;.
Skaidrs, ka simetrijas del par visam parejam virsotnem punkti tiks ieguti simetriski - cik punktu sava
gajiena ieguva Maruta, tik punktu nakamaja gajiena ieguva Dainis. Lidz ar to tajos gajienos, kad tika
iekrasotas virsotnes, kas nav V; un Vi, speletaji kopuma ieguva vienadu punktu skaitu. Iznemums
ir nosauktas divas virsotnes - ja Maruta sava gajiena iekrasoja kadu no tam, tad vina ieguva 0 vai 1
punktu, jo otra §1 para virsotne simetrijas del vel nebija iekrasota. Tad sava nakamaja gajiena Dainis
iekrasoja otru S1 para virsotni un ieguva attiecigi tikpat punktu, cik Maruta, plus vel klat vienu punktu,
jo otra minéta para virsotne tagad ir iekrasota (to Maruta izdarTja sava pedéja gajiena) un §is virsotnes
atrodas blakus n-sturl.

Attiecigi varam secinat, ka visos gajienos pec pirma Dainis ieguva tikpat punktu, cik Maruta sava
iepriekseja gajiena, iznemot vienu gajienu, kura vins ieguva papildus vienu punktu. Kopsumma tas



garanteti sniedz uzvaru Dainim.

Aplukosim gadijumu, kad n ir para. Sanumuréjam virsotnes tapat ka ieprieks, un pienemam, ka
pirmaja gajiena Dainis iekrasoja virsotni V). Tada gadijuma Maruta sava pirmaja gajiena iekraso
virsotni V5 un novelk simetrijas asi, kas ir V}, V5 vidusperpendikuls. Sava pirmaja gajiena Dainis ieguva
0 punktu, bet Maruta ieguva 1 punktu, jo V5 blakusvirsotne V; bija jau iekrasota.

Papildus veicam abstrakciju - pienemsim, ka V; un V5 ir viena un ta pati virsotne, un speli saka
Maruta, to iekrasojot sava pirmaja gajiena. Acimredzami, ka paréjo virsotnu kaiminu iekrasotibas
stavoklis nav mainijies. Tada gadijuma risinajums ir pilniba analogisks nepara gadijumam, tikai tagad
speletaju lomas ir mainitas vietam, ka art Marutai jau ir 1 papildus punkts sakuma. No ta uzreiz varam
secinat, ka Marutai para gadijuma eksiste uzvarosa strategija.

3.piemers Dota rutinu tabula n x n. Maris un Filips spele sadu speli. Vini pec kartas kada vel
tuksa rutina ieraksta skaitli 1 vai —1. Speli sak Maris. Ja pec kada speletaja gajiena tiek aizpildita
kada rinda vai kolonna, tad tiek aprekinats taja esoSo skaitlu reizinajums. Ja tas ir vienads ar
—1, tad speletajs, kurs veica pedejo gajienu, dabu 1 punktu (iespejams arl vienlaicigi sanemt 2
punktus, ja aizpilda gan rindu, gan kolonnu). Spele beidzas, kad tabula ir pilniba aizpildita.
Uzvar speletajs, kurs iegust visvairak punktu. Kuram spélétajam ir uzvarosa strategija, ja a)
n = 2021; b) n = 20227

Atrisinajums. a) Ja n = 2021, uzvar Maris. Pirmaja gajiena vins centralaja rutina ieraksta skaitli
—1, bet talakajos gajienos spele simetriski attieciba pret centralo rutinu un Filipa gajienu. Tada
gadijuma, ja Filips pec sava gajiena iegis kadu punktu, Maris simetriski ar1 ieguis punktu. Tatad Maris
iegiis tiesi tikpat punktu, cik Filips.

Papildus tam varam ieverot, ka Maris biis tas, kurs aizpildis videjo rindu un vidéjo kolonnu simetri-
jas del. Ta ka visi skaitli tajas biis simetriski, iznemot to, ka pa vidu ir ierakstits —1, tad varam secinat,
ka reizinajums buis —1 un Maris iegus papildu 2 punktus, kas laus vinam uzvaret.

b) Jan = 2022, uzvar Filips. Vips katru savu gajienu veic simetriski pret vertikalo tabulas simetrijas
asi un Mara gajienu, iznemot tos brizus, kad vinam ir javeic gajiens rinda, kura ir atlikusi tiesi viena
tuksa rutina. Tajos brizos vins izvelas tadu skaitli, lai §is rindas reizinajums butu —1. Simetrijas del
Filips vienmer bus tas, kurs aizpilda kadu rindu, un §1 strategija garantes vinam 2022 punktus par
rindam.

Papildus varam ieverot, ka simetrijas del katru reizi, kad Maris aizpildis kadu kolonnu, tad nakamaja
gajiena Filips aizpildis simetrisko kolonnu. Lidz ar to Maris aizpildis tiesi 1011 kolonnas, kas vinam
dod ne vairak ka 1011 punktus. Redzams, ka tatad Filips uzvares.

3.3 Dazu ideju piemeri

4.piemers Rinda ir 2022 secigi sanumuretas rutinas. Alise un Bobs spele speli. Sakotnéji visas
rutinas ar nepara numuru tiek ierakstits burts A, bet rutinas ar para numuru - burts B. Tad
Alise sak speli, secigi mainoties ar gajieniem ar Bobu.

Sava gajiena speletajs speletajs izvelas divas rutinas, kas neatrodas blakus, kuras ir ierakstits
speletajam atbilstosais burts un starp kuram atrodas tikai rutinas ar otra speletaja burtu. Gajiena
laika visas rutinas, kas atrodas starp izveletajam, burts tiek nomainits uz speletaja burtu.

Atrisinajums. Alise var garantet 1011 rutinas ar A burtu.

Nosauksim par kedi secigu viena veida burtu secibu, kurai abas puses ir otrs burts vai rindas gals.
leverosim, ka sakuma stavokli ir 1011 burtu A kedes (ar garumu 1) un 1011 burtu B kédes. Ieverojam,
ka gajiena laika A un B kezu skaits katrs samazinas par 1. Tas ir tadel, ka viena kede tiek parmainita uz
pretéjo burtu, ka ar1 divas viena burta kédes tada gadijuma saplust kopa viena kede (kurai pa vidu vel
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tiek pievienoti nomainitie burti). Papildus ieverosim, ka kédes, kuram viena gala ir rindas gals, uzde-
vuma ietvaros nav iespejams nomainit uz pretejo burtu, jo tam nevar vienlaicigi abas puses izveléeties
pretéjo burtu. Tas nozime, ka gala stavokli noteikti bus viena A kéde un viena B kéde (sakuma pie
galiem ir §is divas kedes), kuru skaits attiecigi ar1 tad nevares izmainities (rindai ir tikai 2 gali). Ta ka
visas parejas kedes vienmer biis ietvertas starp divam preteju burtu kedem un katra gajiena to skaits
samazinas par 1 katram veidam, tad tiks veikti precizi 1010 gajieni, lai no sakotneja stavokla ar 1011
katra veida kedem nonaktu beigu stavoklt ar 1 kedi no katra veida.

Pieradisim, ka Alise var garantet gala stavoklt A kedi ar vismaz 1011 rutinam. Kopuma Alise veiks
pusi no gajieniem, kas ir 505 gajieni. Alises strategija ir sada - katra gajiena vina izvelas pirmo B kedi
no kreisas puses (kur pie rindas gala ir A burts) un nomaina tas burtus uz A. Sada gadijuma rindas
gala A kedei klat tiks pievienota viena B kede, kuras garums ir vismaz 1, un viena A kede, kas bija aiz
B kedes, kuras garums art ir vismaz 1. Tatad gajiena laika rindas gala A kedes garums palielinas par
vismaz 2. Alise veiks 505 gajienus - §is kedes garums speles beigs bus vismaz 1011, kas dod velamo.

Atliek pieradit, ka Bobs var nelaut Alisei iegut kedi, kas garaka par 1011 rutinam. Vins seko tadai
pasai strategijai ka Alise, pagarinot savu gala kedi. Veicot 505 gajienus, vins ar1 var garantét, ka B gala
kedes garums bis vismaz 1011. Ta ka kopuma ir 2022 rutinas, tas nozime, ka Alise nevares nekada veida
iegtit A kedi, kas garaka par 2022 — 1011 = 1011 rutinam. Apvienojot So ierobezojumu ar iepriekseja
rindkopa pieradito, ka Alise var panakt A kedi ar garumu 1011, secinam, ka ta ir prasita atbilde.

Komentars. Sis uzdevums uzsver vairakas svarigas detalas:

e leverosim, ka Saja uzdevuma ir svarigs princips par strategiju neatkaribu — kad runajam par Alises
strategiju, tad uztveram, ka vina spele pret patvaligu speletaju, kura nodomi nav zinami. Lidzigi
arT ar Boba strategiju, lai garantetu 1011 rutinas — vins nespelé pret Alisi ar izveletu strategiju,
bet gan pret patvaligu speletaju.

e Saja uzdevuma ir rinda ar divu veidu ritinam, kuram aplakojam kedes. ST ideja par kedem
ir paradijusies vairakos IMO vai lidziga lIimena olimpiazu uzdevumos, tadel ir verts to atseviski
uzsvert. Kedem parasti ir iespejams analizet to skaita izmainu sapliiSanas vai sadalisanas gadijuma,
kas nosaka procesa gajienu skaitu vai kezu garumu.

e Saja uzdevuma arT ir svarigi atrast lielumus, kas nozimigi ietekme procesu visa ta gaita — kedes,
kuras atrodas rindas galos un kuras procesa gaita art vienmer tur biis. Redzam, ka miuisu izveidota
strategija pamata balstas uz to 1pasibam.

5.piemers Uz rinka Iinijas atzimetas regulara 99-stura virsotnes. Ana un Banana spele speli,
kura pirmo gajienu izdara Ana un speletaji secigi mainas gajieniem. Pirmaja gajiena Ana izvelas
kadu no punktiem un nokraso to sarkanu vai zilu. Visos turpmakajos gajienos speletajs izvelas
kadu vel nenokrasotu punktu, kas atrodas blakus jau nokrasotam punktam, un nokraso to sarkanu
vai zilu.

Banana uzvar, ja péec visu punktu nokrasosanas eksisté vienadmalu trijstiris, kuram visas vir-
sotnes ir viena krasa. Preteja gadijuma uzvar Ana. Noteikt, kuram speléetajam eksiste uzvarosa
strategija.

Atrisinajums. Banana var garantet sev uzvaru.

Pienemsim, ka pirmajos 33 gajienos (nepara gajienus veic Ana, bet para - Banana) tika patvaligi
nokrasoti secigi punkti, apzimejot tos pulkstenraditaja virziena Py, Ps, ..., P33 un sanumurejot ari talak
secigi parejos punktus. Tad 34.gajiena Banana nokraso Ps4 tada pasa krasa ka P;. Ja 35.gajiena Ana
nokraso Pj5, tad nakamaja gajiena Banana nokraso Py tada pasa krasa ka Ps3. Ja 35.gajiena Ana
nokraso Pyy, tad nakamaja gajiena Banana nokraso P35 tada pasa krasa ka P.

leverosim, ka punktu trijnieki P PsyPs7, PoPs5FPss un Pyg P33Py katrs veido vienadmalu trijstiri.
Ieprieks aplukotaja rindkopa Banana panaca, ka trijsturim P; P34 FPg; divi punkti ir vienada krasa un
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vienam no trijsturiem P, P35FPss un Pyg P33 FPg6 art divi punkti ir vienada krasa. Pienemsim, ka tas ir
trijsturis P, P35Fss. Lidz ar to, ja Banana garantetu, ka vina iekrasos Py vai Pgg, tas sniegtu uzvaru.

Aplikojam pirmo bridi, kad kadam no speletajiem ir iespejams iekrasot vienu no minétajiem diviem
punktiem. Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka tas ir Fys;. Ja taja bridi ir Bananas gajiens, vina
iekraso Py; tada pat krasa ka P, un P34, garant€jot sev uzvaru. Ja taja bridi ir Anas gajiens, vina
var vai nu neiekrasot Ps7, nakamaja gajiena atlaujot Bananai garantet sev uzvaru, vai ar1 iekrasot Py
preteja krasa P, krasai. Tacu tad Banana nakamaja gajiena iekraso Fgg tada pat krasa ka P, un Pss,
arl garantejot sev uzvaru. Parejos gadijumos Banana rikojas analogiski.

Redzams, ka apliikoti visi iespejamie gadijumi, ka var izversties spele, ja Banana spele pec sevis
izveletas strategijas, un tajos visos vina var garantet sev uzvaru.

Komentars. Reizem spelu uzdevumos tiek lietota strategija — veikt patvaligus derigus gajienus lidz
kadam konkretam svarigam bridim, kurs noteikti tiks saniegts un kurs butiba nosaka speles iznakumu.
Saja uzdevuma svarigais bridis ir spele pa vidu, tacu biezi pietiek apliukot pasu spéles noslegumu un
saprast, kada situacija speletajs garanté uzvaru vai zaude, un tad izsecinat, kuram speletajam Saja
situacija biis gajiens.

3.4 Poziciju analize

ST metode tiesa veida olimpiazu uzdevumos paradas samera reti, tomer tas izmantotas idejas ir ievérojami
atvieglot spelu analizi. Ar poziciju analizi ir iespejams visparinat iepriekseja komentara aplukoto ideju
par situacijam, kuras spele nosledzas un kads var garantét uzvaru, So secinajumu parnesot uz visam
iespejamajam speles pozicijam lidz pat sakumpozicijai.

Poziciju analizes galvenais princips ir, sakot no speles beigu situacijas, katru poziciju nosaukt par
uzvarosu (W) vai zaudejosu (L) atkariba no ta, vai speletajs, kuram Saja pozicija ir javeic gajiens, var
uzvaret vai zaudet.

e Ja no kadas pozicijas ar atlautiem gajieniem var nonakt kaut viena L pozicija, tad §1 pozicija ir
W, jo, veicot gajienu uz mineto L poziciju, nakamais speletajs bus pozicija, kura vins garanteti
zaudes.

e Ja no kadas pozicijas ar atlautiem gajieniem var nonakt tikai W pozicijas, tad §1 pozicija ir L, jo,
veicot jebkuru gajienu, nakamais speléetajs biis pozicija, kura vins garanteti vares uzvaret, tadel
sakotneji aplukotaja pozicija visas iespejas novedis pie zaudejuma.

6.piemers Uz galda ir 2025 konfektes. Divi speletaji secigi veic gajienus. Gajiena laika speletajs
drikst vai nu apest vienu konfekti, vai ar1 pusi no uz galda esosajam konfektem (ja konfeksu skaits
ir nepara, speletajs aped "mazako” pusi). Zaude speletajs, kurs aped pedejo konfekti. Noteikt,
kuram speletajam eksiste uzvarosa strategija.

Atrisinajums. Otrajam speletajam eksiste uzvarosa strategija.

Sakotneji pieradisim, ka, ja uz galda atrodas para skaits konfeksu, tad tas speletajs, kuram ir gajiens,
var garantet savu uzvaru. Pieradijuma izmantosim poziciju analizi, apzimejot poziciju ka uzvarosu (W)
vai zaudejosu (L) atkariba no ta, vai speletajs, kuram javeic gajiens, var garantet sev uzvaru (vai pretéja
gadijuma otrs speléetajs varés garantét sev uzvaru). Lai to pieraditu, izmantosim matematiskas induk-
cijas principu.

Indukcijas baze. Ja uz galda atrodas 2 konfektes, tad speletajs aped 1 konfekti, un acimredzami
nakamaja gajiena otrs speletajs zaudes. Tatad 2 ir W pozicija.

Induktivais pienpemums. Pienemsim, ka naturalam k visas pozicijas 2¢, kur 1 <¢ < k — 1, ir W.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka tada gadijuma ar1 pozicija 2k ir W. Apliukosim divus gadijumus.
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e Ja k ir zaudejosa (L) pozicija. Tada gadijuma speletajs aped pusi no 2k konfektem, nostadot otru
speletaju L pozicija = 2k ir W pozicija.

e Ja k ir uzvarosa (W) pozicija. Tada gadijuma speletajs aped vienu konfekti, nostadot otru
speletaju pozicija 2k — 1. Ja otrs speletajs aped vienu konfekti, tad pirmais speletajs nonak
pozicija 2(k — 1), kas ir W. Savukart, ja otrs speletajs aped mazako pusi no konfektem, kas
ir k£ — 1, pirmais speletajs nonak pozicija k, kas ir W. Lidz ar to neatkarigi no otra speletaja
darbibam, pirmais speletajs vienmer vares nonakt W pozicija = 2k ir W pozicija un 2k — 1 ir
L pozicija. Induktiva pareja ir pieradita.

Speletajam, kurs veic gajienu pozicija ar para skaitu konfeksu, strategija ir skaidra no induktivas
parejas - izveleties vienu no L pozicijam, kura nostadit otru speletaju atkariba no esosa gadijuma. Pec
tam, ja pec kada otra speletaja gajiena paliek nepara skaits konfeksu, Sim (pirmajam) speletajam ir
jaaped mazaka puse, lai joprojam paliktu nepara skaita (nedrikst otram speletajam laut nonakt para
pozicija). Pieradita sakotngjas pozicijas W ipasiba tada veida garantes, ka pec secigiem gajieniem vai
nu speletajam atkal biis gajiens pozicija ar para skaitu konfeksu, vai art otrs speletajs bus spiests apest
vienu atlikuso konfekti.

Tagad aplukosim speles gaitu dotaja gadijuma ar 2025 konfektem. Ja pirmaja gajiena pirmais
speletajs aped vienu konfekti un atstaj otrajam 2024, tas ir para skaitlis un no ieprieks pieradita otrais
speletajs uzvares. Ja pirmais speletajs aped mazako pusi un atstaj 1013 konfektes, tad otrais speletajs
aped mazako pusi un atstaj 507 konfektes. Talak, ja pirmais speletajs aped vienu konfekti un atstaj
506 konfektes, otrais speletajs uzvares. Savukart, ja pirmais speletajs apedis mazako pusi un atstas 254
konfektes, tad arl otrais speletajs uzvares. Lidz ar to esam aplukojosi visus iespéjamos speles sakuma
gadijumus un secinajusi, ka jebkura gadijuma otrais speletajs vares speli novest lidz sev uzvarosai
pozicijai, pieradot vinam uzvarosas stratégijas eksistenci.

7.piemers Divi speletaji A un B spele speli. Sakotneji A izvelas 1000 nepara pirmskaitlus
(starp kuriem var but art vienadi). Pec tam B izvelas pusi no tiem un uzraksta uz tafeles. Tad
speletaji secigi veic gajienus, A uzsakot speli. Katra gajiena speletajs izvelas n > 1 uzrakstitus

pirmskaitlus pq,pa, ..., pn, izdzes tos un vieta uz tafeles uzraksta visus pirmskaitlu reizinatajus
skaitlim pyps---p, — 2 (ja kads pirmskaitlis atkartojas vairakas reizes, tad tik reizu tas tiek
uzrakstits).

Speletajs, pec kura gajiena tafele paliek tuksa, zaude. Pieradit, ka eksiste speletajs ar uzvarosu
strategiju, un noteikt So speletaju.

Piezime. Ta ka skaitlim 1 nav pirmskaitlu reizinataju, tad atlauts gajiens ir vienkarsi izdzest
vienu skaitli 3.

Atrisinajums. Speléetajam A eksisté uzvaroSa stratégija. Ar N apzimejam visu uzrakstito pirmskaitlu
reizinajumu. leverojam, ka N ir nepara. Pieradisim, ka visas pozicijas, kuras N = 1 (mod 4), ir
uzvarosas, bet pozicijas, kuras N = 3 (mod 4), ir zaudejosas.

Viena gajiena laika N samazinas par skaitli 2¢, kur ¢ ir visu to uzrakstito pirmskaitlu reizinajums,
kas netika izveleti gajiena laika (ja tadu nav, tad ¢ = 1). Ta ka c ir nepara, jo procesa laika acimredzami
tiek rakstiti tikai nepara skaitli, tad 2c = 2 (mod 4). Tas nozime, ka ikviena gajiena N mainas no N = 1
(mod 4) uz N = 3 (mod 4) vai otradi. Tatad, ja speléetajs sava pirmaja gajiena bija situacija, kura
N =1 (mod 4), tad visas parejas speles situacijas tas joprojam izpildisies; lidzigi arT var spriest par
gadijumu N =3 (mod 4).

Ta ka vieniga situacija, kura tafele tiek iztukSota, ir gadijums, ja uz tas ir palicis viens skaitlis
3 (visas parejas kads skaitlis tiks uzrakstits vai paliks uz tafeles), tad zaudet var tikai speletajs, kurs
speles gaita vienmer atradas pozicijas, kur N = 3 (mod 4), tadel tas ir zaudejosas pozicijas, un attiecigi
pozicijas ar N = 1 (mod 4) ir uzvaroSas. Svarigi art pieminet, ka spele garanteti kada bridi beigsies, jo
katra gajiena N strikti samazinas.

Tadel A sava pirmaja gajiena var uzrakstit 1000 skaitlus 5, kur 5% = 1 (mod 4) un garantet
uzvaru ar jebkadiem atlautiem gajieniem.
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