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1 Ievads

Saja materiala tiks apskatitas funkcionalvienadojumu risinaSsanas metodes. Sis materials ir paredzets
lasttajiem, kuriem ir vismaz minimala funkcionalvienadojumu risinasanas pieredze. Lasitaji, kuri nav
pazistami ar So jedzienu, var iepazities ar to, izlasot sis gramatas 9.-12. lappusi.

2 Apzimejumi un definicijas
Pirms iedzilinaties funkcionalvienadojumu pasaule, jasak ar teorijas un apzimejumu saprasanu.

f : A — B formali nozime, ka funkcija f ir defineta tikai kopas A vertibam un var pienemt tikai
tadas vertibas, kas pieder kopai B. Tatad katra kopas A punkta funkcijai ir viena noteikta vertiba,
kuru var atrast starp kopas B vertibam. Savukart punktos, kas nepieder kopai A, mées neko nevaram
spriest par funkcijas vertibam, jo tas uzvediba tur nav definéta, tadel Sos punktus risinajumos izmantot
nedrikst.

Piemeéram, f : Q — RT nozime, ka f(z) ir definéta tikai tiem x, kas ir racionali (lidz ar to ek-
siste un var noteikt funkcijas vertibas f(1), f(3), f(—23%), bet punktos m, V3 funkcijas vertiba nav
definéta un attiecigi nevar f(m), f(1/3) izmantot risinajuma), ka arT f(z) > 0 visam z verttbam, kuram
f(z) ir defineta (ar AT tiek apziméta kopa, kura ietver sevi visas pozitivas vertibas, kas pieder kopai A).

Risinajumos biezi tiek izmantotas dazadas visparigas funkciju ipasSibas, kuras var risinajuma gaita
pieradit meklejamai funkcijai un tad izmantot. Funkcija f: A — B ir :

1. para tad un tikai tad, ja f(z) = f(—=x) visiem = € A. Piemeéram, funkcija f : R — R, kura ir
f(x) = 22, ir para, jo f(z) = f(—z) = 2% Savukart funkcija f: R — R, kura ir f(z) = 2? + z,
nav para, jo f(1) =12+ 1= 2, tacu f(—1) = (-1)2 -1 =0.

2. nepara tad un tikai tad, ja f(z) = —f(—x) visiem z € A. Pieméram, funkcija f : R — R, kura
ir f(z) = 2% + 3z, ir nepara, jo —f(—z) = —((—z)®> — 3z) = 2 + 3z = f(z). Savukart,
funkcija f : R — R, kura ir f(x) = 2 + 2z, nav nepara, jo f(1) = 12 4+ 2 = 3, tacu
D) = (-1 -9 =1
leverosim, ka, ja funkcija ir gan para, gan nepara visiem = € A, tad ta ir f(x) = 0 visiem
x € A. Tas ir tapec, ka tada gadijuma f(z) = f(—z) = —f(z) = 2f(x) =0 = f(x) =0.

3. periodiska tad un tikai tad, ja eksiste tads skaitlis 7" € R, ka f(x +T) = f(z) visiem x € A.
Piemeram, funkcija f : R — [—1, 1], kurair f(z) = sinz, ir periodiska, jo f(z+2m) = sin(z+27) =
sinz = f(x) katram realam skaitlim z. Sis funkcijas periods ir 2.

4. ierobezota tad un tikai tad, ja eksiste tads M € B, ka |f(x)] < M visiem x € A. Piemeram,
aplukosim funkciju f : R — R, kurai izpildas

1,ja x ir racionals
flx) = o
—2,ja x ir iracionals

Ta ir ierobezota, jo visiem realiem skaitliem z ir speka |f(z)| < 2. Savukart funkcija f: R — R,
kurai izpildas
r,jax <0
-]

l,jax >0

Ta nav ierobezota, jo |f(x)| vertibas varbut pec patikas lielas, kad + — —oo, lidz ar to mes
nevaram atrast tadu konstanti M, ka |f(z)| < M.



3 Funkcionalvienadojumu risinasanas metodes

Katra sadala tiks apliikota viena konkreta metode un tas pielietojumi paris vieglos uzdevumos.

3.1 Parastas substitiicijas

Risinot funkcionalvienadojumus, doto funkcionalvienadojumu apzime ar P(z,y). Piemeram, P(1,0)
nozime, ka dotaja funkcionalvienadojuma skaitlis = tika aizvietots ar skaitli 1 un skaitlis y tika aizvi-
etots ar skaitli 0. Visplasak izmantotas substitucijas P(0,0), P(z,0), P(0,z), P(1,1), P(x,1), P(1,z),
P(x,—x) u.c. Aplukojot tas, musu merkis ir noteikt f(0), f(1) vai f(—1), ko mes varam talak izmantot
uzdevuma risinasana. Aplukosim paris piemerus.

1.piemers Atrast visas f : R — R, kas definetas realiem skaitliem un pienem realas vertibas,
ar 1pasibu, ka

f(@?y) = flay) +yf(f(z) +y)

visiem realiem skaitliem x un y.

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimeésim doto funkcionalvienadojumu. Aplikosim P(0,y):
f(0) = f(0) +yf(f(0) +y)
0=yf(f(0)+y)

Mes gribetu izveleties tadu y, lai f(0) +y = 0 jeb, citiem vardiem sakot, y = —f(0). Lidz ar to,
ievietojot pedeja sakariba y = — f(0), iegusim, ka:

0=—f(0)f(0) = f(0)*=0 = [f(0)=0

No ta izriet, ka

0=y(f(f(0)+y) =yf(y)
leverosim, ka f(y) = 0, ja y # 0. Tacu f(0) = 0, lidz ar to secinam, ka f(y) = 0 visiem realiem
skaitliem y. Viegli parbaudit, ka §t funkcija patiesam apmierina uzdevuma nosacijumus.

2.piemers Atrast visas funkcijas f : R — R, kas definetas realiem skaitliem un pienem realas
vertibas, ar 1pasibu, ka

f@)f(y) = flx+y)+azy

visiem realiem skaitliem z, y.

Ar P(z,y) apzimesim doto funkcionalvienadojumu. Aplukosim P(0,0)
f0)*=f(0) = f(0)=0 vai f(0)=1
Aplikosim gadijumu, kad f(0) = 0, tad no P(z,0) izriet, ka
f@)f0) = flx)+2-0 = f(z) =0

No parbaudes ieverosim, ka §1 funkcija neder. Lidz ar to varam piegemt, ka f(0) = 1.

Substitucijas P(z,0) un P(0, z) mums neko nedod - mes vienkarsi iegiisim patiesas vienadibas. Padomasim,
ka vel mes varam izmantot to, ka zinam vertibu f(0) = 1. Mes varetu izveleties tadus z un y, ka z+y = 0
jeb, citiem vardiem sakot, aplukot P(z, —x):

f@)f(=z) = f(0) —2® =1 — 2"
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Pedeja sakariba ievietosim x = 1, lai iegtitu, ka
FF(-1) =1-12=0
Tas nozime, ka f(1) = 0 vai f(—1) = 0. Piegemsim, ka f(1) =0, tad no P(z, 1) izriet, ka:
f@)f)=fle+)+z = fle+1)=-
Pedeja sakariba aizvietosim argumentu x ar skaitli ¢ — 1, lai iegutu, ka
fEt=14+41)=—-(t—-1) = f(t)=1—t
Ja f(—=1) =0, tad no P(x, —1) izriet, ka:
f@f()=flz-1) -z = flz-1) =2
Pedeja sakariba aizvietosim argumentu x ar skaitli ¢ + 1, lai iegutu, ka:
ft+1-1)=t+1 = f(t)=t+1

Viegli parbaudit, ka abas funkcijas patiesam der.

3.piemers Dota funkcija f : R — R, kas defineta realiem skaitliem un pienem realas vertibas,
un visiem realiem skaitliem x izpildas:

f(f(x) =2 —z+1.

Atrast visas iespejamas f(0) vertibas (piegemot, ka eksisté vismaz viena).

Atrisinajums. Ievietojot x = 1, iegiisim, ka

P =12 1411
levietojot x = f(1), iegusim, ka
FUFCFLD)) = f(1)? f(1)+1
)= f1)? = f(1) +
f)?=2f(1)+1=0
(f)=1)?=0 = f(1)=1

Tagad ievietosim x = 0, lai iegttu, ka

levietojot = f(0), iegusim, ka

= f(0)* = £(0) +1

)= f(0)" = f(0) +1
F(0)* = f(0) =0

Varam secinat, ka f(0) = 0 vai f(0) = 1. Ja f(0

f(f(0) =0"=0+1 = £(0) =

Tacu ta ir pretruna ar pienemumu. Lidz ar to vieniga iespejama vertiba ir f(0) = 1, jo uzdevuma
dots, ka vismaz viena vertiba eksiste. Formali butu jaatrod funkcija, kurai izpildas Sis nosacijums un
kas apmierina doto vienadojumu, tacu Saja uzdevuma nosacijumu del tas nav nepiecieSams.

F(f(f(0)))
fa

) =0, tad ievietosim x = 0:

3



3.2 Mainigo noisinasanas triks

Pienemsim, ka funkcionalvienadojuma kreisa puse satur kaut kadu saskaitamo forma f(A(z,y)), kur
A(z,y) ir kaut kada izteiksme no mainigajiem z un y, savukart laba puse satur izteiksmi f(B(x,y)), kur
B(z,y) ir kaut kada izteiksme no mainigajiem x un y. Doma ir atrast tadus z un y, lai A(x,y) = B(z,y),
kas laus noisinat mums abus saskaitamos vienu ar otru. Aplukosim $o ideju paris piemeros.

4.piemers Atrast visas funkcijas f : R — R, kas definetas realiem skaitliem un pienem realas
vertibas, un visiem realiem skaitliem z,y izpildas:

f(f(x) +3y) + 3y = f(z +4y) + 2f(z).

Atrisinajums. Mes gribam izveléties tadus x, y, lai f(x)43y = z+4y. To var panakt, jay = f(z)—=x.
Tada gadijuma iegtisim, ka:
f(f(@) +3y) + 3y = f(z +4y) + 2f(x)
f(f(x) +3f(x) = 3z) + 3(f(x) — ) flz+4f(z) —4z) + 2f(z)
f(Af(x) = 3z) +3f(x) = 3z = f(4f(x) — 3z) + 2f(x)
flz) =3z

Parbaudisim, ka §1 funkcija patiesam der:

f(f(@) +3y) + 3y = fz +4y) +2f(x)
f(3z + 3y) + 3y = 3(z + 4y) + 6z
9 + 9y 4 3y = 3z + 12y + 62
9z + 12y = 9z + 12y
0=0.

5.piemers Atrast visas funkcijas f : R — R, kas definétas realiem skaitliem un pienem realas
vertibas, un visiem realiem skaitliem z,y izpildas:

f@®+y) = f(&® +2y) + f(z*).

Atrisinajums. Mes gribetu izveleties tadus z,y, lai 22 +y = 2?7 + 2y. To var izdarit, ja ievieto
y = x2 — 2?7, Tada gadijuma iegiisim, ka:

f@® + 2% = 2™)
(2:(; —:1:2

= f(a™ + 2(2” — 27)) + f(2%)
)= fQ2z :(;27) + f(z%)
fl@t) =0
Aizvietojot = ar v/t, kur t ir nenegativs skaitlis, ieglisim, ka:
(VDY) = f{t)y=0

katram nenegativam skaitlim t.
No otras puses, ievietojot y = 0 un ieverojot, ka 2* un z

f@®) = f™) + f(a")
f@*) =0

Aizvietojot = ar /t, kur t ir jebkurs reals skaitlis, iegisim, ka:
FUVHT) = f(t) =0

katram realam skaitlim ¢. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija patiesam der.

4 ir nenegativi, iegiisim, ka:
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3.3 Simetrijas izjaukSana

Biezi vien P(z,y) satur saskaitamos, kas ir simetriski attieciba pret mainigajiem z un y, ka arl
saskaitamos, kuri ir asimetriski attieciba pret x un y. Tados gadijumus ir verts apskatit P(y,x), jo §1
substitiicija neizmainis simetriskos saskaitamos, bet izmainis asimetriskos. Salidzinot ieguto izteiksmi
ar P(x,y), varam iegiit noderigu informaciju.

6.piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kas definetas realiem skaitliem un pienem realas
vertibas, un visiem realiem skaitliem z,y izpildas:

flx+y)=flz)+y

Atrisinajums. Redzam, ka P(z,y) kreisa puse satur simetrisku saskaitamo P(z,y), savukart laba
asimetrisku f(z) + y. Aplukosim P(y,x)

fly+a)=fy)+o=[fle)+y = flz)—z=[f(y) -y
levietosim pedeja ieguitaja sakariba y = 0:
fle) =2 =f(0) -0 = f(z) =2+ f(0)

Tas nozime, ka esam ieguvusi, ka ikkatram realam skaitlim x ir speka, ka f(x) =z + C, kur C ir reala
konstante. Parbaudisim, ka visas sadas funkcijas tiesam der:

flez+y)=flx) +y
r+y+C=z+C+y
0=0

Tatad s1s funkcijas tiesam der.

7.piemers. Ar 7Z apzimesim veselo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : Z — 7Z, kuram
izpildas
f(2a) +2f(b) = f(f(a+D))

visiem veseliem skaitliem a un b.

Atrisinajums. Ieverosim, ka no P(a,b) laba puse satur f(f(a+b)), kas ir simetrisks attieciba pret a
un b, savukart kreisa puse ir vienada ar f(2a) + 2f(b), kas ir asimetriska pret a,b. Aplukosim P(b,a):

f(20) +2f(a) = f(f(b+a)) = f(2a) +2f(b)
Aplukosim sakartbu f(2b) + 2f(a) = f(2a) + 2f(b) sikak. levietojot taja b = 0, iegusim, ka:

f(2a) = 2f(a) + f(0) = 2f(0) = 2f(a) — f(0)

Ir verts apskatit P(0,b):
f(0) +2f(b) = f(f(b))

Tas lauj mums parrakstit sakotnéjo funkcionalvienadojumu sada veida:

f(2a) +2f(b) = f(f(a+))
2f(a) = f(0) +2f(b) = f(0) + 2f(a +b)
fla)+ f(b) = f(0) = f(a+b)
fla) = f(0) + f(b) = f(0) = fla+b) — f(0)



leviesisim funkciju g(x) = f(z) — f(0), kas arT bus definéta veseliem skaitliem un pienems veselas
vertibas. Tada gadijuma esam ieguvusi, ka:

g(a) +g(b) = gla+b)

Teorema. Aplukosim funkciju f: Q — Q, kurai visiem racionaliem skaitliem z un y izpildas

f@)+ fly) = flx+y),

ko sauc par KosT vienadojumu. St funkcionalvienadojuma vienigais atrisinajums ir f(z) = Cz,
kur C' ir konstante.

Pieradijums. Ieverosim, ka no P(0,0) izriet, ka f(0) + f(0) = f(0) = f(0) = 0. Aplukojot

P(x,—x), varam iegit, ka:

f@)+ f(=2) = f(0) =0 = —f(z) = f(-x)

Tas nozime, ka funkcija f ir nepara funkcija.

Aplukosim P(1,1), tad iegtsim, ka f(2) = 2f(1). Pieradisim ar matematisko indukciju, ka f(n) = nf(1)
katram veselam skaitlim. Ta ka funkcija ir nepara, tad pietiek to pieradit tikai naturaliem skaitliem
(jo, ja mes zinam, ka f(10) = 10f(1), tad f(—10) = —f(10) = —10f(1)). Indukcijas baze mums jau ir,
tapec induktivaja piepémuma pienemsim, ka f(k) = kf(1). Aplukosim tada gadijjuma P(k,1):

fle+1) = fk)+ f(1) = kf(1) + f(1) = (k+ 1) f(1)

Tas nozime, ka indukcija paréja ir veikta, lidz ar to katram naturalam skaitlim n ir speka, ka f(n) =

Lidzigi ar1 varam iegut, ka ikkatram veselam skaitlim k ir speka, ka f(kz) = kf(xz). Aplukosim
racionalu skaitli §- Pedeja sakariba ievietosim k = ¢ un x = ’a’, lai iegutu, ka:

f(p) =qf<§> — f<§) = r(t

q

Pedejais secinajums tika veikts, jo p ir vesels, tatad f(p) = pf(1). Lidz ar to esam pieradijusi, ka visiem
racionaliem skaitliem f(x) = Cz, kur C = f(1).

Atgriezoties pie musu uzdevuma, tad redzam, ka Z ir racionalo skaitlu kopas apakskopa, tapec funkcija g
arl apmierina Kost vienadojumu, kas nozime, ka g(x) = kx (skat. teoremas pieradijuma pirmo dalu, kur
tas formali tiek pieradits Z). Lidz ar to secinam, ka f(z) = g(x)+ f(0) = kz+¢, kur k un ¢ ir konstantes.

[evietosim So funkciju sakotneja funkcionalvienadojuma, lai noteiktu konstansu &£ un ¢ un pielaujamas
vertibas.

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D))

2ka + ¢+ 2kb+2c¢ = f(k(a+b) +¢)
2ka + 2kb + 3c = k*(a + b) + ke + ¢
(a+b)(k* —2k) —c(k—2) =0
(k—=2)((a+bk—c)=0

Redzam, ka vai nu k = 2, kas nozime, ka f(z) = 2z+C, kur C'ir patvaliga vesela konstante, vai ar1 visiem
veseliem skaitliem a un b ir speka, ka (a+0b)k —c = 0, kas var but tikai tad, jak =c=0 = f(z) =0.
Pedeja ievietosana ar1 strada ka parbaude, ka $ts funkcijas der.
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4 Sarezgitakas funkcionalvienadojumu rekinasanas metodes

4.1 Kas ir injektivitate?

Injektivitate ir 1pasiba, kas var izpildities funkcijai. Funkcija ir injektiva, ja ta katru vertibu no
pielaujamas vertibu kopas pienem ne vairak ka vienu reizi (dazas vertibas no vertibu kopas funkcija
var arl nepienemt).

Formulesim So ipasibu matematiski. Aplukosim funkciju f : A — B. Ja visiem skaitliem x,y € A,
kuriem izpildas f(z) = f(y), meés varam pieradit, ka tada gadijuma = = y, tad funkcija f ir injektiva. Ja
tas ta nebiitu, tad meés butu atradusi divus atskirigus argumentus, kas pienem vertibu ¢ = f(x) = f(y),
kas ir pretruna ar to, ka katru vertibu funkcija pienem ne vairak ka vienu reizi.

Piemeéram, funkcija f : R — R, kurai izpildas f(z) = 3x + 1, ir injektiva funkcija, jo, ja f(a) = f(b),
tad varam iegtt, ka 3a+1=3b+1 = a = b. Savukart funkcija f : R — R, kurai izpildas f(z) = 22,
nav injektiva funkcija, jo f(—1) = (=1)2 =1 = f(1), tacu —1 # 1.

4.2 Injektivitates izmantoSana

Biezi vien, rekinot funkcionalvienadojumu, ir noderigi pieradit to, ka funkcija ir injektiva. Lai to
izdarttu, mes aplukojam skaitlus a un b ar 1pasibu, ka f(a) = f(b), un musu merkis ir pieradit, ka a = b.
To var izdarit, piemeéram, aplukojot P(z,a), P(z,b) vai P(a,y), P(b,y) vai citas lidzigas substitucijas.

1.piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas

fUf(fx)+y)+y)=z+y+ f(y)

visiem realiem skaitliem x un y.

Atrisinajums. Pieradisim, ka funkcija f ir injektiva. Pienemsim, ka kaut kadiem diviem realiem
skaitliem @ un b izpildas, ka f(a) = f(b). Aplukosim P(a,y) un P(b,y):

fUf(fla)+y)+y)=a+y+ fy) (1)
SO +y)+y)=b+y+ f(y) (2)
Ta ka f(a) = f(b), tad f(a) +y = f(b) + y, lidz ar to:
f(f(a) +y) = f(f(b) +y)

f(fla)+y)+y=ffO)+y)+y
fUf(fa) +y) +y) = fFUF(F(D) +y) +y).

Atnemsim no vienadojuma (1) vienadojumu (2):
(f(fla) +y) +y) = F(F(FO) +y) +y) =aty+ fly) —b—y— fy)
0=a—b = a=b = f ir injektiva.

Tagad var meginat kaut ka pielietot faktu, ka f ir injektiva. Piemeram, var veikt tadu substittuciju, kura
padaris vienadojumu par f(A(x,y)) = f(B(z,y)), jo no ta uzreiz vares secinat, ka A(z,y) = B(z,y).
Acimredzami to var panakt, ja x +y = 0 jeb y = —z. Apskatam P(z, —z):

FUF(fe) —z) —2) = f(-2)

Ta ka funkcija f ir injektiva, tad mes zinam, ka, ja f(a) = f(b), tad a = b. Pédéja sakariba, ko esam
ieguvusi, a = f(f(x) —x) —xz un b = —z, lidz ar to secinam, ka

fflx)—2)—z=—2 = f(f(x)—2)=0
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Pedeja sakariba aizvietosim x = 0, lai iegutu, ka f(f(0)) = 0. Secinam, ka tada gadijjuma:

F(FQ0) =0=f(f(z) —x) = [(f(0) = f(f(z) - )

Ta ka funkcija f ir injektiva, tad mes zinam, ka, ja f(a) = f(b), tad a = b. Pedeja sakariba, ko esam
ieguvusi, a = f(0) un b = f(x) — z, lidz ar to secinam, ka:

f(x) =2z = [f(0) = [f(z) =2+ f(0)

levietosim So funkciju sakotnéja funkcionalvienadojuma, lai noteiktu konstanti f(0).

fUf(f@) +y)+y) =z +y+ fy)
f(flz+fO0)+y)+y)=z+y+y+ f(0)
flx+f0)+y+ f(0)+y)=x+2y+ f(0)
z+ f(0) +y+ f(0) +y+ f(0) =z + 2y + f(0)
3f(0) = £(0)
f(0)=0

Tatad uzdevuma vieniga atbilde ir f(z) = .

Komentars. Ir verts visu laiku nemt vera, vai kada no vienadojuma pusem satur z vai y tikai ka
f argumentu, jo tadejadi var uzreiz loti viegli pieradit injektivitati. Papildus ir vertigi pamanit, ja
kads no mainigajiem atrodas arpus visiem f burtiem dotaja izteiksme, jo tad var samera viegli iegut
vienadibu a = b, pielidzinot izteiksmes.

~

2.piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas

ff(x+y)+ f(z) =42+ 2yf(z + y)

visiem realiem skaitliem x un y.

Atrisinajums. Apliikosim P(z,0), lai iegitu, ka f(f(z)) = 4. Saja bridi ir verts zinat triku, ko
tauta deve par triskarsas involucijas triku. Doma ir apskatities uz lielumu f(f(f(x))) divos dazados
veidos. Ja mes sakariba f(f(x)) = 4z aizstasim x ar f(x), tad iegusim, ka f(f(f(x))) = 4f(z). No
otras puses, ja mes sakariba f(f(x)) = 4x panemsim f no abam pusém (ta drikst, jo pec butibas meés
aplukojam funkcijas vertibu viena un taja pasa punkta, jo izteiksmes ir vienadas), tad iegusim, ka
f(f(f(z))) = f(4x). Lidz ar to esam ieguvusi, ka

Af(x) = f(f(f(2) = fl4x) = 4f(x) = [f(4x)
levietojot pedeja sakariba x = 0, iegusim, ka 4f(0) = f(0) = 3f(0) =0 = f(0) = 0.

Tas motive aplikot f(0,y), lai attiecigi vienkarsotu doto izteiksmi un iegttu, ka f(yf(y)) = 2yf(y).
levietojot Saja sakariba y = 1 un izmantojot f(f(x)) = 4z, iegusim, ka:

4= f(F(1) = 2/(1) = f(1)=2

Pieradisim, ka funkcija f ir injektiva. Pienemsim, ka realiem skaitliem a un b ir speka, ka f(a) = f(b).
Tada gadijuma iegiisim, ka

da = f(f(a)) = f(f(b)) = 4b = a=1b

Tas nozime, ka funkcija f ir injektiva, kas ar1 bija japierada.



Mums butu noderigi izmantot, ka f(1) = 2. Lidz ar to pirma doma butu aplukot P(x,1) un P(1,x),
tacu mes varam ari izdarit ta, lai f(z +y) = f(1) = 2. Tad mums jaizvelas tadi  un y, lai x +y = 1,
lidz ar to aplukosim P(x,1 — x):

S =2)f(1) + f(2))
f(2=2z+ f(z)) = 4(1 x)
f@2=2z+ f(x) =4=f(f(1))
f(2=2z+ f(z)) = f(2)
2 — 2+ flz) =2
flx) =2z
Pirmspedeja rindina tika izmantots tas, ka funkcija ir injektiva, jo vienadam funkcijas vertibam jabut

vienadiem argumentiem. Viegli parbaudit, ka funkcija f(x) = 2z katram realam skaitlim x patiesam
der.

| |
/\
—_
&
\/
/-\
v

Komentars. Saja uzdevuma meés redzejam galveno motivaciju, kadel ir verts pieradit, ka funkcija ir
injektiva — tada veida ir iespejams atbrivoties no f burtiem, kas ieskauj abas vienadojuma puses. Tas
lauj iegut daudz vieglak parveidojamas izteiksmes vai tiesa veida iegut identitates, kas dod uzdevuma
atrisinajumu.



4.3 Kas ir sirjektivitate?

Sirjektivitate ir Tpasiba, kas var izpildities funkcijai. Funkcija ir sirjektiva, ja ta katru vertibu no
pielaujamas vertibu kopas pienem vismaz vienu reizi.

Formulesim So 1pasibu matematiski. Aplukosim funkciju f : A — B. Ja katram skaitlim b € B
mes varam atrast tadu skaitli a € A, ka f(a) = b, tad funkcija f ir sirjektiva.

Piemeéram, funkcija f : R — R, kurai izpildas f(xz) = 3z + 1, ir sirjektiva. Pieradisim to. Katram

realam skaitlim b mums ir jaatrod reals skaitlis a ar 1pasibu, ka f(a) = b. Ieverosim, ka a = b’Tl
apmierina prasito, jo:
b—1 b—1
—)=3-—F—+1=b-1+1=0
(57)=35
Lidz ar to varam secinat, ka funkcija f ir sirjektiva. Savukart funkcija f : R — R, kurai izpildas
f(z) = 22, nav sirjektiva, jo mes nevaram atrast tadu realu skaitli z ar 1pasibu, ka f(x) = —1, jo reala

skaitla kvadrats vienmer ir nenegativs lielums.

Talak saja materiala tiks izmantots sads fakts daudzas reizes bez atsauces uz to.

Noderigs fakts. Pienemsim, ka o # 0 un f ir fiksetas konstantes. Tad mainot skaitli x, mes
varam iegut, ka skaitlis cx 4/ varam pienemt jebkuru realu vertibu (citiem vardiem sakot funkcija
f R — R, kurai izpildas f(x) = az + , ir sirjektiva).

Pieradijums ir analogisks tam, ka tika pieradits, ka funkcija f(z) = 3z+1 ir sirjektiva realos skaitlos.
Alternativs §is ipasibas formulejums ir, ka, skaitlim x izejot cauri visiem realiem skaitliem, skaitlis axz+
arl iziet cauri visiem realiem skaitliem.

4.4 Sirjektivitates izmantoSana

Par sirjektivu izteiksmi sauksim izteiksmi, kura var pienemt visas vertibas sava vertibu apgabala.
Pieméram, ax + b ir sirjektiva izteiksme R apgabala. Izteiksme 2 nav sirjektiva R apgabala, bet RT
apgabala - ir. Ja uzdevuma rekinasanas laika paradas sada situacija: f(...) = sirjektiva izteiksme, tad
uzreiz var mierigi apgalvot, ka funkcija f ir sirjektiva (... vieta var atrasties pilnigi jebkas).

3.piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas

f(f(@) +y) =2z + f(fly) — )

visiem realiem skaitliem x un y.

Atrisinajums. Ieverojam, ka vienadojuma labaja puse atrodas brivs loceklis 2x, kas motive izdarit
tadu substituciju, kas padaritu kadu no citiem locekliem par konstanti, piemeram, f(f(x)+y) par f(0).
Aplukojot P(z, —f(x)), iegustam, ka

fO) =2z + f(f(=f(2)) —2) = f(f(=f(x)) —2) = f(0) — 2,

leverosim, ka f(0) — 2z ir sirjektiva izteiksme (jo skaitlim z izejot cauri visiem realiem skaitliem, skaitlis
f(0) — 2z art iziet cauri visiem realiem skaitliem), lidz ar to secinam, ka funkcija f ir sirjektiva.

Tagad ir zinams, ka f pienem visas vertibas no R, taja skaita art nulli. Apzimeésim ar « tadu vertibu,
ka f(a) = 0. Aplukosim P(a, z):

f@) =2a+ f(f(z) —a) = [(f(z) —a)= f(x) - 2a
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Apzimesim f(z) — « ar z. Tada gadijuma:

f(z)=z—-aq,

leverosim, ka f(z) — a ir sirjektiva izteiksme, jo funkcija f ir sirjektiva. Tas nozime, ka katram realam
skaitlim z izpildas, ka f(z) = z — . Parbaudisim, ka 1 funkcija tiesam der

f(f(@)+y) =2z + f(f(y) —z)

r+y—2aa=2r+y—r— 2
0=0

Tatad st funkcija f(z) = 2 — « tiesam der jebkurai realai v vertibai.

Komentars. Saja uzdevuma tika izmantotas divas sirjektivitates pielietosanas metodes, kuras arl
var biezi pielietot citu uzdevumu atrisinasana. Viena ir argumenta definesana, pie kura funkcijas
vertiba pienem dazadas "ertas” vertibas(visbiezak tas ir 0 vai 1), kas lauj atbrivoties no nepatikamiem
saskaitamiem. Otra ir f(x) vai f(x) + ¢ apzimésana ar kadu mainigo z, kas pienem visas iespéjamas
vertibas, ja f ir sirjektiva.

4.piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas

fly = f(2)) = f(x) =22+ f(f(y))

visiem realiem skaitliem z un y.

Atrisinajums. Ieverosim, ka butu erti saisinat loceklus f(y— f(z)) un f(x). To var izdarit, ja izpildas
y — f(x) = x jeb, citiem vardiem sakot, y = f(z) + x. Aplukosim P(x,z + f(z)):

Sz + fx) =22

Ta ka 2z iziet cauri visiem realiem skaitliem x, ja x iziet cauri visiem realiem skaitliem, tad secinam,
ka funkcija f ir sirjektiva. Tas nozime, ka eksiste tads reals skaitlis a, ka f(«) = 0. Aplukosim P(a,y):

fly—fla) = fla) = 2a+ f(f(y))
fy) = —2a+ f(f(y))
f(f(y) = fly) +2a

Ta ka funkcija f ir sirjektiva, tad f(y) iziet cauri visiem realiem skaitliem, tapéc apzimesim f(y) = z:
f(z) =2+ 2a

levietojot z = a, iegusim, ka f(a) = a +2a = « = 0. Lidz ar to esam ieguvusi, ka visiem realiem
skaitliem x ir speka, ka f(x) = x. Viegli parbaudit, ka st funkcija patiesam der.

11



5 Uzdevumu risinasanas piemeri

Saja sadala mes aplukosim vairakus piemeérus no dazadam starptautiskam matematikas olimpiadem,
kuri katrs satur vairakas ieprieks minetas idejas uzreiz.

1.piemers. Atrast visas funkcijas f : Z — Z, kuram izpildas

f(a) + f(b) + flc) = a®> + b* + ¢

visiem veseliem skaitliem a, b, ¢ ar 1pasibu, ka a + b+ ¢ = 0.

Atrisinajums. Ar P(a,b, ¢) apzimesim doto funkcionalvienadojumu. Aplikosim P(0,0,0), lai iegttu,
ka 3f(0) =0 = f(0) = 0. Tagad varam apskatit P(a, —a,0), no kurienes izriet, ka:

fla) + f(—a) = 24’
Tas lauj mums izteikt f(—a) ar f(a) erta veida. leverosim, ka no P(a + b, —a, —b) izriet, ka:

fla+b)+ f(=a) + f(=b) = (a + b)* + a* + V*
fla+b)+2a® — f(a) + 2b* — f(b) = 2a* + 2ab + 2b*
fla+b)—2ab= f(a)+ f(b)
fla+0b) — (a+0b) = f(a) —a®+ f(b) = V*

Teguta sakariba motive mus ieviest funkciju g(z) = f(z)—2?. Tada gadijuma esam ieguvusi, ka funkcijai
g(x) izpildas 1pasiba, ka:

g(a+b) =g(a)+g(b)
Redzams, ka funkcija g(z) apmierina Kot vienadojumu (teoréma sadala 3.3). Ta ka g(x) ir defineta
veseliem skaitliem un pienem veselas vertibas, tad secinam, ka g(z) = kz, kur k ir kaut kada vesela
konstante. Lidz ar to f(z)—2? = kx = f(x) = 2> + kx katram veselam skaitlim z. Viegli parbaudit,
ka &1 funkcija patiesam der.

Komentars. Svarigi atzimet, ka ikkatrai substitiicijai, ko meés veicam, jaapmierina nosacijums a +
b+ c = 0. leverosim, ka visas veiktas substitucijas - P(0,0,0), P(a + b, —a, —b), P(a, —a,0) patiesam
apmierina So nosacjjumu. Jaatzime, ka, piemeram, substituciju P(1,1,1) mes nedrikstetu veikt, jo
14141 # 0. Izveletas substitucijas tika veiktas ar merki erta veida parveidot jauniegutas sakaribas no
ieprieks ieguta, pieméram, izmantojot to, ka varam pretéjiem argumentiem saistit funkcijas vertibas.

2.piemeérs. Ar Rt apzimésim pozitivo realo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas RT — R,
kuram izpildas
f@+f(y) =yfley +1)

visiem realiem skaitliem z,y € R*.

Atrisinajums. Vispirms pielietosim mainigo noisinasanas triku. Atradisim tadus skaitlus z un y, ka

x+ f(y ) = zy + 1, kas nozime r = 1If§/y). leverosim, ka substitucija P( ;),y) ir iespejama tikai
tad, ja (y) > 0 un y # 1. Tacu no §is substitucijas izriet, ka y = 1. Tas nozime, ka visiem realiem
skalthem Y 7é 1 ir speka, ka £ gj’z L <0 (ja butu kads reals skaitlis yy, kuram §i nevienadiba nebiitu

patiesa, mes varetu veikt substituiciju P( fwo )1 ,Y0), kura dod pretrunu). Lidz ar to f(y) < 1 visiem
y>1lun f(y) > 1 visiem y < 1.

Aplukosim P(z,1):
fle+ (1) = flz+1)

12



Patvaligam = > 1 aizvietosim x ar x — 1 > 0 (legala substitucija), lai iegutu, ka

fle+T) = f(z),

kur T'= f(1) — 1. Secinam, ka funkcija ir periodiska ar periodu 7', ja T' # 0. Aplukosim P(1,y + 7))
un P(1,y), kur y > 1, lai iegutu, ka:

fA+fly+T)=w+DT)fly+T+1)
fA+fw)=w+DT)fly+1) =
yfly+1)=w+T)f(y+1)
y=y+T
T=0

Secinam, ka f(1) —1 =0 = f(1) = 1. leverosim, ka, ja y > 1, tad substitucija P(1 — é,y) ir legala,
no kurienes seko, ka:

f(1- 5 W) = i ()

Ja f(y) > i, tad 1 — i + f(y) > 1. Tacu tada gadijuma 1 > f(1 — i + f(y)), kas nozime, ka

1> f(1— é L) = yf(y) = 5 > ()

Ta ir pretruna. Ja f(y) < i, tad 1 — i + f(y) < 1. Tac¢u tada gadijuma 1 < f(1 — i + f(y)), kas
nozime, ka

1< f(1— 5 L) = yf(y) = 5 <)

Ta ir pretruna, tapec secinam, ka f(y) = é visiem y > 1.

Visbeidzot aplukosim P(1,y):

1 Y 1
fA+fw) =yfly+1) = = — fly)=-
( ) L+ f(y) y+1 y
Lidz ar to esam ieguvusi, ka visiem pozitiviem realiem skaitliem y ir speka, ka f(y) = i Viegli

parbaudit, ka §1 funkcija patiesam der.

Komentars. Gadijumos, kad esam ieguvusi, ka funkcija f ir periodiska ar periodu, ir verts salidzinat
sava starpa P(x,y) ar P(x,y 4+ T) vai P(xz + T,y), lai varetu iegutu kaut kadu informaciju par 7'
Divaini varetu art skist, kadel risinajuma tika aplikoti pienemumi par to, vai funkcija ir lielaka
neka i Tas ir motivets no atbildes uzminésanas, ko ieteicams veikt uzdevuma sakuma. Biezi
vien informacija par to, kadas funkcijas galu gala deres, lauj mums izveleties virzienu, ko pieradit.
Piemeéram, ja uzmineéta atbilde ir f(z) = x + 1, nav verts censties pieradit, ka funkcijai jabut nepara.
Saja uzdevuma var no vienkarsajam funkcijam ieverot, ka der f(z) = 1, tadel eit rodas ideja parbaudit

Tz
gadijumus, ja vertibas nesakrit ar So lielumu.
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3.piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas

f@®+ f(@) f(y) = af(x+y)

visiem realiem skaitliem x un y.

Atrisinajums. Aplukojot P(0,0), iegustam, ka f(f(0)?) = 0. Aplukosim kopu S ={z € R | f(z) =
0} jeb visus skaitlus, kuriem attiecigi funkcijas vertiba ir 0. Mes zinam, ka S # 0, jo f(0)> € S. Ja
kopa S satur tadu realu skaitli «, ka o # 0, tad, aplukojot P(a, x), iegusim, ka

f(?)

fle?)=afla+y) = fly+a)=

Ieverosim, ka, y izejot cauri visiem realiem skaitliem, y+ o art iziet cauri visiem realiem skaitliem, tapec
esam ieguvusi, ka f(x) = C, kur C' ir reala konstante. Viegli parbaudit, ka vieniga konstanta funkcija,
kas der, ir f(z) = 0 visiem realiem skaitliem z.

Preteja gadijuma S = {0} jeb, citiem vardiem sakot, funkcija f ir injektiva punkta 0. Tas nozime,
ka, ja kaut kadam realam skaitlim a ir speka, ka f(a) = 0, tad a = 0. Pie reizes varam arT secinat, ka
f(0) =0. No P(x,0) izriet, ka:

fa*) = xf(x)
Saja bridt noder zinat $adu triku - ja paradas izteiksmes, kas satur 22, tad ir verts aizstat = ar —z, jo
tas neizmaina x%, bet var izmainit paréjos loceklus. Izmantosim $o ideju. Aizstasim pedeja sakariba x
ar —z, lai iegttu, ka:

f@®) =af(z) = —af(-2) = —f(2) = f(-2)

visiem x # 0. Tacu f(0) = 0, tapéc f ir nepara funkcija visiem realiem skaitliem. Aplikosim P(z, —z):

f@+ f@)f(—2) =af(z—2) = f(=*— f(2)*) =0

Ta ka funkcija ir injektiva punkta 0, tad iegustam, ka 22 — f(z)> =0 = f(z) = +z.

Saja bridi uzdevums vél nav atrisinats. Esam ieguvusi, ka ikvienam realam skaitlim z ir speka,
ka f(x) = x vai f(x) = —z, bet tas nenozime, ka visiem realiem skaitliem f(x) = z vai arT visiem
realiem skaitliem f(x) = —z. Lidz ar to mums ir japierada, ka neeksisté funkcija f, kura apmierina
uzdevuma nosacijumus un kurai kaut kadiem realiem skaitliem a # 0 un b # 0 izpildas f(a) = a un
f(b) = —b. Aplukosim P(a,b) tada gadijuma:

f@®+ f(a)f(0) = af(a+b) = f(a® —ab) = af(a+D)
Ir jaapskata 2 gadijumi:
e Ja f(a® —ab) = a®> —ab, f(a+b) = a+bvai f(a® —ab) = ab— a?, f(a +b) = —(a + ), tad

ieglistam, ka a® — ab = a(a +b) = 2ab = 0, kas nozime, ka vismaz viens no skaitliem a un b ir

0.
o Ja f(a*> —ab) = —a® +ab, f(a+b) = a+bvai f(a®> —ab) = a®> — ab, f(a +b) = —(a + b), tad

ieglistam, ka a? — ab = —a(a +b) = 2a* = 0, kas nozime, ka a ir 0.

Abos gadijumos esam ieguvusi pretrunu. Tas nozimeé, ka visiem realiem skaitliem f(z) = z vai visiem
realiem skaitliem f(z) = —x. Viegli parbaudit, ka §is funkcijas patiesam der.
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Komentars. Saja uzdevuma mums nebija nepieciesams pieradit, ka funkcija f ir injektiva visur. Mes
aplukojam gadijumu, kad funkcija f ir injektiva specifiska punkta - musu gadijuma 0 - un, kad ta nav
injektiva. Art daudzos citos uzdevumus §1 ideja var but noderiga (bet ne obligati jaapskata injektivitati
punkta 0).

~

4.piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas

f@f(y) + ) = zy + f(x)

visiem realiem skaitliem x un y.

\.

Atrisinajums. Lai vienadojuma labaja puse iegutu sirjektivu izteiksmi, var apskatities P(1,x):

(@) +1) =z + f(1)

leverosim, ka x + f(1) ir sirjektiva izteiksme (skaitlim x izejot cauri visiem realiem skaitliem, skaitlis
x + f(1) art iziet cauri visiem realiem skaitliem), lidz ar to funkcija f ir sirjektiva.

Lai krietni saisinatu labo vienadojuma pusi, ir eérti apzimet ar a tadu vertibu, lai f(a) = —1, lai,
ievietojot to y vieta, f(xf(y) + ) saisinatos lidz f(0). Aplukosim P(z,a):

f0) =ax+ f(z) = f(x) = —ax + f(0)

visiem o € R. Ertibas péc apzimésim f(0) ar ¢, sanak f(z) = —ax + c. Tagad ievietosim $o funkciju
sakotneja funkcionalvienadojuma, lai noteiktu konstantes o un c.

fafly) +z) =2y + f(z)
f(—azy+crx+z) =2y —ar+c

oz2xy—acx—ax+c:xy—ozx+c

Apskatot attiecigos koeficientus, ieglistam:

xy al=1
r : —alc+1l)=—-a
Rezultata iznak, ka c=0un o = +1 = f(z) = +z.

Tagad ir japierada, ka neeksiste funkcija f, kura apmierina uzdevuma nosacijumus un kurai kaut
kadiem realiem skaitliem a # 0 un b # 0 izpildas f(a) = a un f(b) = —b. Aplukosim P(a,b) tada
gadijuma:

flaf(b)+a)=ab+ f(a) = f(—ab+a)=ab+a
Ir jaapskata 2 gadijumi:

e Ja f(—ab+a) = —ab+a, tad iegustam, ka —ab+a = ab+a = 2ab = 0, kas nozimé, ka vismaz
viens no skaitliem a un b ir 0.

e Ja f(—ab+ a) = ab — a, tad iegustam, ka ab — a = ab+ a = 2a = 0, kas nozime, ka a ir 0.

Abos gadijumos esam ieguvusi pretrunu. Tas nozime, ka visiem realiem skaitliem f(x) = x vai visiem
realiem skaitliem f(z) = —x. Viegli parbaudit, ka §is funkcijas patiesam der.
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5.piemers Atrast visas funkcijas f : (0,00) — (0, 00), kuram izpildas

e f (@) f(fW) + fyf(2)) = flzy) (F(F(@*) + F(F (7))

visiem z,y € (0, 00),

Atrisinajums. Aplukosim P(1,1), atceroties, ka funkcijas vertibas ir pozitivas:

FOFUF@) + W) =2f (1) = FUAWD) = M)A = f(1) =1

leverosim, ka no P(1,y) izriet, ka

FU@) +f) =)+ ) (F°) = f(fW)=FffE*)

Savukart no P(z, 1) varam iegut, ka

vf(@®) + f(f(2)) = f(2) f(f(@*) + f(2) = af(a?) = f(2)

Aizvietosim pedeja sakariba x ar f(z), lai iegutu, ka

f@)f(f(@)*) = f(f(2)) = f@)f(f(a*) = f(f(2)?) = f(f(2?))
Ja funkcija f buitu injektiva, tad no pedejas sakaribas mes iegttu, ka f(x)? = f(z?). Tas nozimetu, ka

of@)? = f() =

—

—~

g
Il
8

=
8

N
Il

Pieradisim, ka funkcija f ir injektiva. Apliikosim P(x,x) un parveidosim, izmantojot = f(z?) = f(x):

v f(@®)f(f(@) + f(zf(2) = 2f(@*) f(f(2?))

() + flaf@) =2 L ;@ . f<ff( < )))

2f(f(z))

X

f@)f(f(x) + flaf(x)) =

Pienemsim, ka realiem skaitliem a un b ir speka, ka f(a) = f(b). Simetrijas de] aplukosim P(a,b) un
P(b,a), lai iegutu, ka

Aplukosim sakaribu, ko més ieguvam no P(z,x). Panemsim, ka x = a un x = b attiecigi, lai iegiitu, ka:

D fa) (1)) + flaf(@) = SO0 + 1070 = LD

Secinam, ka
2f(f(a)) _ 2f(f(b))
a N b
Lidz ar to funkcija f ir injektiva, kas nozime, ka uzdevums ir atrisinats. Viegli parbaudit, ka funkcija
der.

=— a=V>\.
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6.piemers Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas

fl+yf(@) + flay) = fz) + £(2019y),

visiem realiem skaitliem x un y.

Atrisinajums. Pielietosim mainigo noisinasanas triku. Aplukosim P(2019,y), lai iegutu, ka:
f(2019 + yf(2019)) = f(2019)

leverosim, ka, ja f(2019) # 0, tad skaitlim y izejot cauri visiem realiem skaitliem, skaitlis y f(2019)+2019
arl iziet caur visiem realiem skaitliem. Tas nozime, ka f(z) = C, kur C ir nenulles reala konstante.
Viegli parbaudit, ka §1 funkciju saime der.

Aplukosim gadijumu, kad f(2019) = 0. No P(z,1) izriet, ka

fla+ f(x) = £(2019) =0

Ja funkcija f buitu injektiva punkta 0 (t.i., ja f(z) = 0, tad x = 2019), tad mes iegutu, ka z + f(z) =
2019, kas nozime, ka f(x) = 2019 — = katram realam skaitlim. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija patiesam
der.

Tas motive mums apskatities kopu S = {z | f(z) = 0}. Ileverosim, ka 2019 € S. Musu merkis
bus pieradit, ka |S| = 1. Piepemsim pretejo, ka |S| # 1, tad eksiste reals skaitlis a # 2019 € S.
Aplukosim P(«,y), lai iegutu, ka:

flay) = f(2019y)

Apskatisimies uz P(azx,y)

flaz +yf(ax)) + flaxy) = flaz) + f(2019y)
Flaz + yf(20192)) + f£(2019zy) = £(2019z) + £(2019y)
Flaz + yf(20192)) = £(2019z) + f(2019y) — f(2019zy)

No otras puses, no P(2019z,y) varam iegut, ka

£(20192 + y£(20192)) + f(2019zy) = £(2019z) + f(2019y)
£(2019z + y £(20192)) = f(2019z) + f(2019y) — f(2019zy)

Secinam, ka:
flaz +yf(20192)) = f(20192 + yf(20192)) = f(azx + yf(20192) + 20192 — ax)

Ja eksiste tads zg, ka f(2019z¢) # 0, tad awg + yf(20192¢) iziet caur visam realam vertibam, skaitlim
y ejot cauri visam realam vertibam, kas nozime, ka

f(z) = f(z + 20192 — axg)

katram realam skaitlim. Apzimesim 7" = 2019z — axrg. Pienemsim, ka xq # 0 un o # 2019, jo tada
gadijuma T # 0. Mes zinam, ka ikkatram realam skaitlim z ir speka, ka f(x +T) = f(x). Aplukosim
Plz+T,y):
fa+T+yf(x+T))+ f((x+T)y) = fle+T)+ f(2019y)
Flo+yf () + flay +Ty) = f(z) + F(2019y)

Salidzinot ar P(x,y) iegusim, ka
flzy +Ty) = f(ay)
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Aizstasim y ar £, kur € ir patvaligs nenulles skaitlis. legiisim, ka

r-=4e€e)=flz =
T T
leverosim, ka x - £ iziet cauri visiem realiem skaitliem, ja x iziet cauri visiem realiem skaitliem, Iidz ar

to secinam, ka f(z + €) = f(x). Tas nozime, ka funkcija ir periodiska ar pilnigi patvaligu periodu, kas
nozime, ka funkcija ir konstanta visur, kas acimredzami der.

Paliek apskatit ekstremos gadijumos, kad ieprieks minetais arguments nestrada. Ja o = 2019, tad
esam pieradijusi, ka |S| = 1, ko ar1 gribejam. Ja xy = 0, tad iegustam, ka f(z) = 0 visiem = # 0
un f(0) varbut pilnigi jebkurs reals skaitlis. Vingrinajums lasitajam parbaudit, ka §1 funkcija patiesam
der. Pedegjais iespejamais variants, ka tads z, neeksiste, tacu tada gadijuma f(z) = 0 visiem realiem
skaitliem, kas der.

Apkopojot visus iegtitos rezultatus, secinam, ka uzdevuma nosacijumus apmierina 3 veidu funkcijas:
1. f(z) =2019 — x katram realam skaitlim z;
2. f(x) =C, kur C ir reala konstante katram realam skaitlim;
3. f(x) =0 visiem x # 0 un f(0) = C, kur C ir kaut kads reals skaitlis.
Komentars. Sakotneéji no atrisinajuma varetu skist, ka dala no risinajuma soliem ir diezgan patvaligi
izdomati un bez ipasas motivacijas. Tomer §1 uzdevuma risinajums ir labs piemers tam, ka pie
risinajuma nonak pieredzejis funkcionalvienadojumu risinatajs, aktivi censSoties izdomat turpmakos
solus, kas butu derigi risinajuma, un tad meklgjot veidus, ka tos realizet. Dala no substitiicijam ar,

iespejams, netipiskam vertibam, ir rezultats daudzam pirms tam veiktam neveiksmigam substitiicijam,
no kuram netika atrasts risinajums, tacu kluva skaidraks, kas nestrada un ko citu ir verts meginat.
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