
Funkcionâlvienâdojumi

Ðî mâcîbu gada pirmajâ nodarbîbâ aplûkojâm vienâdîbas un vienâdojumus. Ir viegli paskaidrot, kas ir vien-
âdojums: vienâdîba, kas satur mainîgos, piemçram, x = 3x + 21 vai ex = sin(x). Vienâdojumam var bût viens vai
vairâki atrisinâjumi; atkarîbâ no konkrçtâ vienâdojuma veida, atrisinât vienâdojumu var bût ïoti viegli vai arî ïoti
grûti (atgâdinâsim, ka atrisinât vienâdojumu nozîmç atrast visus tâ atrisinâjumus un pierâdît, ka citu atrisinâjumu
nav).

Tomçr nav retas situâcijas, kad risinâmâ problçma ir krietni vispârîgâka; viena no ðâdâm situâcijâm ir, kad
nezinâmi ir nevis atseviðíi mainîgie, bet gan funkcijas. Piemçram, uzdevums varçtu bût atrast visas tâdas funkcijas
f , kas ir definçtas naturâliem skaitïiem, pieòem naturâlas vçrtîbas un visiem naturâliem n un m apmierina vienâdîbu
f(n +m) = f(n) + f(m). Atkal, atrisinât ðâdu uzdevumu nozîmç atrast visas ðâdas funkcijas f un pierâdît, ka
citu nav.

Minçtajâ piemçrâ atrisinâjums ir visas funkcijas f(n) = c · n, kur c ir patvaïîgs naturâls skaitlis. Viegli pârlie-
cinâties, ka ðâdas funkcijas patieðâm atrisina doto problçmu:

1) funkcija f(n) = cn ir definçta naturâliem skaitïiem n;

2) tâs vçrtîbas ir naturâli skaitïi (ja vien c ir naturâls, ko mçs arî pieprasâm);

3) funkcija apmierina vajadzîgo sakarîbu:

f(n+m) = c · (n+m) = c · n+ c ·m = f(n) + f(m).

Taèu nav acîmredzami, kâpçc ðâdas funkcijas ir vienîgâs, t.i., kâpçc neder neviena funkcija, kas nav formâ f(n) = c ·n.
Kâ pierâdît ðo otro daïu { vçlâk redzçsim piemçros.

Vietâ gan ir uzsvçrt kâdu funkcionâlvienâdojumu îpatnîbu, kas tos atðíir no citiem vienâdojumu veidiem: ïoti
palîdz, ja jau sâkotnçji izdodas uzminçt, kâds bûs atrisinâjums (kâ iepriekðçjâ piemçrâ: funkcijas f(n) = c · n), jo
tas parasti ïauj nojaust, kâdi paòçmieni un pârveidojumi bûs jâlieto, lai pierâdîtu, ka citu atrisinâjumu nav (vai arî
atrastu ðos citus atrisinâjumus, ja tâdi eksistç).

Pamatjçdzieni

Kâ jau atzîmçjâm, viens no pirmajiem jautâjumiem ir { kâdâ kopâ funkcija f ir definçta un kâdâ kopâ pieòem
vçrtîbas. Tâdçï atgâdinâsim svarîgâkâs skaitïu kopas un kâ pieòemts îsi pierakstît "funkcija definçta kopâ . . . un pieòem
. . . vçrtîbas...".

Kopa ir matemâtikas pamatjçdziens, kuru nedefinç. Ar kopu parasti saprot daþâdu objektu, elementu, priekð-
metu, skaitïu utt. apkopojumu; ðîs nodarbîbas kontekstâ mûs interesçs tikai skaitïu kopas, t.i., tâdas kopas, kuru
elementi ir skaitïi. Uzskata, ka kopa ir uzdota, ja par katru elementu (mûsu gadîjumâ { skaitli) x var pateikt, vai tas
pieder ðai kopai, vai arî nepieder.

Ja elements x pieder kopai A, to pieraksta kâ x ∈ A. Ja elements x nepieder kopai A, to pieraksta kâ x /∈ A.

Atgâdinâsim svarîgâkâs skaitïu kopas:

• Naturâlo skaitïu kopa N { sastâv no skaitïiem 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; . . . ;

• Veselo skaitïu kopa Z { sastâv no naturâlajiem skaitïiem, nulles un naturâliem skaitïiem pretçjiem skaitïiem: . . . ;
-4; -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3; 4; . . .

• Racionâlo skaitïu kopa Q { sastâv no visiem skaitïiem, kurus var izteikt formâ
k

n
, kur k ir vesels skaitlis, bet

n ir naturâls skaitlis. Visus racionâlos skaitïus var pierakstît kâ galîgus decimâldaïskaitïus vai arî bezgalîgus
periodiskus decimâldaïskaitïus (varbût ar priekðperiodu).
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• Reâlo skaitïu kopa R { visplaðâkâ no ðajâ materiâlâ apskatîtajâm kopâm; tajâ ietilpst gan visi racionâlie skaitïi,
gan arî visi bezgalîgie neperiodiskie decimâldaïskaitïi.

Svarîgâkâs kopas

• Naturâlo skaitïu kopa N = {1; 2; 3; 4; . . .};

• Veselo skaitïu kopa Z = {. . . ; −4; −3; −2; −1; 0; 1; 2; 3; 4; . . .} = {−n, 0, n n ∈ N};

• Racionâlo skaitïu kopa Q =

{
k

n
k ∈ Z, n ∈ N

}
;

• Reâlo skaitïu kopa R.

Bez ðîm kopâm lietosim arî daþas citas kopas; piemçram, lai îsi pateiktu "x ir naturâls skaitlis vai nulle",
rakstîsim x ∈ N0; respektîvi, N0 definçsim kâ kopu, kas satur visus naturâlos skaitïus un nulli:

N0 = {0, n n ∈ N} .

Lai pateiktu "x ir pozitîvs racionâls skaitlis", rakstîsim x ∈ Q+, respektîvi, Q+ definçsim kâ kopu, kas satur visus
pozitîvos racionâlos skaitïus:

Q+ = {q q ∈ Q, q > 0} .
Lîdzîgi, var lietot apzîmçjumu Q0+ visu nenegatîvo racionâlo skaitïu kopai:

Q0+ = {q q ∈ Q, q ≥ 0} .

Analoìiski lietosim apzîmçjumus visu pozitîvo reâlo skaitïu kopai:

R+ = {x x ∈ R, x > 0}

un visu nenegatîvo reâlo skaitïu kopai:
R0+ = {x x ∈ R, x ≥ 0} .

Citas izmantotâs kopas

• Veselo nenegatîvo skaitïu kopa N0 = {0; 1; 2; 3; 4; . . .} = {0, n n ∈ N};

• Racionâlo pozitîvo skaitïu kopa Q+ = {q q ∈ Q, q > 0};

• Racionâlo nenegatîvo skaitïu kopa Q0+ = {q q ∈ Q, q ≥ 0};

• Reâlo pozitîvo skaitïu kopa R+ = {x x ∈ R, x > 0};

• Reâlo nenegatîvo skaitïu kopa R0+ = {x x ∈ R, x ≥ 0}.

Piezîme: lai arî ðie apzîmçjumi ir bieþi sastopami, tie nav vispârpieòemti un pirms to lietoðanas (olimpiâdçs vai
tml.) tie ir jâpaskaidro!

Pieòemsim, ka ir dotas kopas A un B. Lai îsi pierakstîtu, ko nozîmç "funkcija f ir definçta kopas A elementiem
un pieòem vçrtîbas kopâ B", mçdz rakstît

f : A→ B.

Ðis pieraksts nozîmç, ka f ir definçta visiem kopas A elementiem, un visi skaitïi f(a), kur a ∈ A, pieder kopai B:
f(a) ∈ B.

Piemçram,

• ja f(x) = x2, tad f : R → R0+, jo f ir definçta visiem reâliem skaitïiem x un pieòem reâlas nenegatîvas
vçrtîbas;

• ja f(x) =
1

x2
, tad f : R \ {0} → R+, jo f ir definçta visiem nenulles reâliem skaitïiem x (pieraksts R \ {0}

nozîmç "visi reâlie skaitïi izòemot nulli") un pieòem reâlas pozitîvas vçrtîbas;

• ja f(x) =
√
x, tad f : R0+ → R0+, jo f ir definçta nenegatîviem argumentiem un pieòem nenegatîvas

vçrtîbas.
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Funkcijai f : A→ B jâbût definçtai visiem kopas A skaitïiem, taèu nav jâpieòem visas vçrtîbas no
kopas B; piemçram, ja f(x) =

√
x, tâ ir funkcija, kas definçta nenegatîviem skaitïiem un pieòem nenegatîvas vçrtîbas,

tâpçc mçs rakstâm f : R0+ → R0+; taèu var arî teikt, ka f pieòem reâlas vçrtîbas un rakstît f : R0+ → R. Ðâdi
tiek "noklusçta" informâcija par to, ka f vçrtîbas ir nenegatîvas, taèu pieraksts ir korekts. Tomçr nedrîkst rakstît
f : R→ R, jo f(x) =

√
x nav definçta negatîviem skaitïiem.

Funkcijas definîcijas apgabalu drîkst "saðaurinât"; piemçram, funkcija f(x) = 3x ir definçta visiem reâliem
skaitïiem, tâdçï f : R → R; taèu var arî prasît tikai to, lai tâ bûtu definçta naturâliem skaitïiem x; tâ kâ visiem
naturâliem skaitïiem x skaitlis 3x arî ir naturâls, tad tâdâ gadîjumâ var rakstît f : N → N. Taèu, ja tiek apskatîta
funkcija f : N→ N, tad nevar runât piemçram, par f(1.5), jo skaitlim 1.5 funkcija nav definçta (jo pieraksts f : N→ N
nozîmç, ka f definçta tikai naturâliem skaitïiem. Tas jâievçro pat tad, ja visiem x ∈ N izpildâs f(x) = 3x).

Funkciju îpaðîbas

Lai risinâtu funkcionâlvienâdojumus, ir svarîgi pârzinât bûtiskâkâs funkciju îpaðîbas. Ðajâ sadaïâ atgâdinâsim
daïu no svarîgâkajâm îpaðîbâm. Jâpiebilst, ka tik un tâ paliek nepieminçtas vairâkas svarîgas îpaðîbas, kas noteiktos
uzdevumos ir jâizmanto: tâdas kâ funkcijas nepârtrauktîba, nekustîgie punkti utt.

Pâra un nepâra funkcijas

Pâra un nepâra funkcijas

Funkciju f : R→ R sauc par
• pâra funkciju, ja visâm argumenta vçrtîbâm x izpildâs vienâdîba f(−x) = f(x);
• nepâra funkciju, ja visâm argumenta vçrtîbâm x izpildâs vienâdîba f(−x) = −f(x).

Protams, f var bût definçta ne tikai reâliem skaitïiem, bet arî, piemçram, racionâliem skaitïiem vai veseliem
skaitïiem; turpretî nav jçgas runât par pâra vai nepâra funkcijâm, kas definçtas tikai naturâliem skaitïiem, jo nevienam
n ∈ N ðâda funkcija nav definçta skaitlim −n.

Vispârîgi runâjot, ja kopa A ir simetriska ap nulles punktu (t.i., ja x ∈ A, tad arî −x ∈ A), piemçram, A = Z,
A = Q vai A = R, tad funkciju f : A→ B sauc par

• pâra funkciju, ja visiem x ∈ A izpildâs vienâdîba f(−x) = f(x);

• nepâra funkciju, ja visiem x ∈ A izpildâs vienâdîba f(−x) = −f(x).

Nepâra funkcijas ir, piemçram, f(x) = x, f(x) = x3, f(x) = sinx.

(a) Funkcija f(x) = x (b) Funkcija f(x) = x3 (c) Funkcija f(x) = sin(x)

1. zîm.: Nepâra funkciju piemçri
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Pâra funkcijas ir, piemçram, f(x) = c (konstantâ funkcija), f(x) = x2, f(x) = |x|, f(x) = cosx utt.

(a) Funkcija f(x) = 1.3 (b) Funkcija f(x) = x2

(c) Funkcija f(x) = |x| (d) Funkcija f(x) = cos (x)

2. zîm.: Pâra funkciju piemçri

Turpretî, piemçram, funkcija f(x) = 2x nav ne pâra, ne nepâra funkcija.

3. zîm.: Ne pâra, ne nepâra funkcija: f(x) = 2x

Pâra un nepâra funkcijas var bût arî tâdas, kas definçtas veseliem skaitïiem; piemçram, funkcija f : Z→ Z,
kas definçta ar sakarîbu f(k) = (−1)k · |k|, ir pâra funkcija (pârbaudît patstâvîgi!).
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Monotonitâte

Saka, ka funkcija ir stingri monotona, ja tâ ir augoða vai dilstoða. Funkciju sauc par monotonu, ja tâ ir nedilstoða
vai neaugoða.

Augoðas, dilstoðas, nedilstoðas un neaugoðas funkcijas

Funkciju f : A→ B sauc par
• augoðu (jeb stingri augoðu), ja visâm argumenta vçrtîbâm x1, x2 ∈ A, kurâm x1 < x2, izpildâs nevienâ-
dîba

f(x1) < f(x2)

(jeb, palielinot argumenta vçrtîbu, palielinâs funkcijas vçrtîba);

• dilstoðu (jeb stingri dilstoðu), ja visâm argumenta vçrtîbâm x1, x2 ∈ A, kurâm x1 < x2, izpildâs nevie-
nâdîba

f(x1) > f(x2)

(jeb, palielinot argumenta vçrtîbu, samazinâs funkcijas vçrtîba);

• nedilstoðu, ja visâm argumenta vçrtîbâm x1, x2 ∈ A, kurâm x1 < x2, izpildâs nevienâdîba

f(x1) ≤ f(x2)

(jeb, palielinot argumenta vçrtîbu, funkcijas vçrtîba nesamazinâs);

• neaugoðu, ja visâm argumenta vçrtîbâm x1, x2 ∈ A, kurâm x1 < x2, izpildâs nevienâdîba

f(x1) ≥ f(x2)

(jeb, palielinot argumenta vçrtîbu, funkcijas vçrtîba nepalielinâs).

Piemçram,

• f(x) = 3x ir augoða funkcija;

• f(x) = −3x ir dilstoða funkcija;

• funkcija f(x) = x2 visâ kopâ R nav ne augoða, ne dilstoða; taèu tâ ir augoða intervâlâ [0; +∞) (jeb visiem
x1, x2 ∈ [0; +∞), kuriem x1 < x2, izpildâs x21 < x22) un dilstoða intervâlâ (−∞; 0] (jeb visiem x1, x2 ∈ (−∞; 0],
kuriem x1 < x2, izpildâs x21 > x22).

• Funkcija f(x) = sin(x) visâ kopâ R nav ne augoða, ne dilstoða; taèu tâ ir augoða, piemçram, intervâlâ [0; π2 ],
t.i., visiem x1, x2 ∈ [0; π2 ], kuriem x1 < x2, izpildâs sin(x1) < sin(x2).
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(a) Funkcija f(x) = 3x: augoða (b) Funkcija f(x) = −3x: dilstoða

(c) Funkcija f(x) = x2, x ∈ R:
ne augoða, ne dilstoða

(d) Funkcija f(x) = x2, x ∈ [0;+∞):
augoða

(e) Funkcija f(x) = x2, x ∈ (−∞; 0]:
dilstoða

(f) Funkcija f(x) = sin(x), x ∈ [0; π
2
]: augoða

4. zîm.: Augoðu un dilstoðu funkciju piemçri
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Ierobeþotîba

Vienkârði runâjot, funkciju sauc par ierobeþotu, ja tâs vçrtîbas nevar bût ïoti lielas vai ïoti mazas. Precîzâk ðo
principu noformulç definîcija:

Ierobeþota funkcija

Funkciju f : A→ B sauc par ierobeþotu, ja eksistç tâda konstante C > 0, ka visiem argumentiem x ∈ A izpildâs

|f(x)| ≤ C

jeb
−C ≤ f(x) ≤ C,

t.i., funkcijas vçrtîbas pçc moduïa nepârsniedz C.

Piemçram,

• funkcija f(x) = x2 nav ierobeþota, ja to apskata kâ funkciju f : R→ R; taèu, ja x pieder kâdam ierobeþotam
intervâlam, piemçram, x ∈ [−3; 3], tad funkcija f : [−3; 3] → R, kas definçta ar sakarîbu f(x) = x2, ir
ierobeþota (jo funkcijas vçrtîbas pieder intervâlam [0; 9], lîdz ar to var òemt C = 9);

• funkcija f(x) = sin(x) ir ierobeþota, jo visiem x ∈ R izpildâs −1 ≤ sin(x) ≤ 1.

(a) Funkcija f(x) = x2, x ∈ R: neierobeþota (b) Funkcija f(x) = x2, x ∈ [−3; 3]: ierobeþota

(c) Funkcija f(x) = sin(x), x ∈ R: ierobeþota

5. zîm.: Ierobeþotu un neierobeþotu funkciju piemçri
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Injekcijas, sirjekcijas un bijekcijas

Kâ vienas no abstraktâkajâm, bet arî nozîmîgâkajâm îpaðîbâm ir tas, vai funkcija ir injekcija, sirjekcija vai
bijekcija (vai arî neviena no minçtajâm). Bûtîba ir ïoti vienkârða: ja daþâdâm argumenta vçrtîbâm atbilst daþâdas
funkcijas vçrtîbas, tad funkcija ir injekcija. Ja funkcija f : A → B pieòem katru vçrtîbu no kopas B (katram y ∈ B
eksistç tâds x ∈ A, ka f(x) = y), tad funkcija ir sirjekcija. Ja funkcija f : A → B ir gan injekcija, gan sirjekcija, tad
to sauc par bijekciju (tâdâ gadîjumâ funkcija f katram kopas A elementam piekârto tieði vienu kopas B elementu un
otrâdi: katram B elementam atbilst tieði viens kopas A elements).

Injekcijas, sirjekcijas un bijekcijas

Funkciju f : A→ B sauc par
• injekciju, ja visiem x1, x2 ∈ A, kam x1 6= x2, izpildâs f(x1) 6= f(x2).

• sirjekciju, ja visiem y ∈ B eksistç tâds x ∈ A, ka f(x) = y.

• bijekciju, ja f ir gan injekcija, gan sirjekcija.

Piemçram,

• f : R → R, f(x) = x, ir bijekcija. Vçl jo vairâk, ja a 6= 0, tad jebkura funkcija f : R → R, kas definçta kâ
f(x) = ax+ b, ir bijekcija.

6. zîm.: Ja a 6= 0, funkcija f : R→ R, kas definçta ar f(x) = ax+ b, ir bijekcija

Piezîme: ðajâ un abos nâkamajos zîmçjumos ar zilu iezîmçta funkcijas f : A → B definîcijas kopa A, bet ar
sarkanu krâsu { kopa B.
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Piemçram,

• Funkcija f : R → R, kas definçta kâ f(x) = x2, nav ne injekcija (jo, piemçram, f(1) = f(−1), bet 1 6= −1),
ne sirjekcija (jo R satur arî negatîvos skaitïus, bet nevienam argumentam x ∈ R izteiksmes x2 vçrtîba nav
negatîva).

• Funkcija f : R→ R0+, kas definçta kâ f(x) = x2, nav injekcija, taèu ir sirjekcija.

• Funkcija f : R0+ → R, kas definçta kâ f(x) = x2, ir injekcija (ja x, y ≥ 0 un x 6= y, tad x2 6= y2), taèu nav
sirjekcija.

• Funkcija f : R0+ → R0+, kas definçta kâ f(x) = x2, ir gan injekcija, gan sirjekcija (respektîvi, tâ ir bijekcija).

(a) f : R→ R, f(x) = x2:
ne injekcija, ne sirjekcija

(b) f : R→ R0+, f(x) = x2:
nav injekcija, bet ir sirjekcija

(c) f : R0+ → R, f(x) = x2:
ir injekcija, bet ne sirjekcija (d) f : R0+ → R0+, f(x) = x2: bijekcija

7. zîm.: Injekciju / sirjekciju / bijekciju piemçri
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Piemçram,

• Funkcija f : [0;π]→ [−1; 1], kas definçta kâ f(x) = sin(x), nav ne sirjekcija, ne injekcija.

• Funkcija f : [0;π]→ [0; 1], kas definçta kâ f(x) = sin(x), ir sirjekcija, bet ne injekcija.

• Funkcija f : [0;
π

2
]→ [−1; 1], kas definçta kâ f(x) = sin(x), ir injekcija, bet ne sirjekcija.

• Funkcija f : [0;
π

2
]→ [0; 1], kas definçta kâ f(x) = sin(x), ir gan injekcija, gan sirjekcija (resp., tâ ir bijekcija).

(a) f : [0;π]→ [−1; 1], f(x) = sin(x):
ne injekcija, ne sirjekcija

(b) f : [0;π]→ [0; 1], f(x) = sin(x):
nav injekcija, bet ir sirjekcija

(c) f : [0;
π

2
]→ [−1; 1], f(x) = sin(x):

ir injekcija, bet ne sirjekcija (d) f : [0;
π

2
]→ [0; 1], f(x) = sin(x): bijekcija

8. zîm.: Injekciju / sirjekciju / bijekciju piemçri
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Tipiskâkie funkcionâlvienâdojumu risinâðanas paòçmieni

Ievietoðanas paòçmiens

Visbieþâk lietotais paòçmiens, kâ iegût kâdu informâciju no dotâ funkcionâlvienâdojuma: ievietot dotajâ saka-
rîbâ nezinâmâ argumenta vietâ konkrçtas vçrtîbas; piemçram, x vietâ ievietot x = 0, x = 1 vai x = −1; tâlâk (ja tas
ir iespçjams), mçìinât padarît kâdu dotâ vienâdojuma daïu par konstantu lielumu. Piemçram, ja dotajâ vienâdojumâ
parâdâs izteiksme f(x + y) un mçs esam atraduði f(0) vçrtîbu, ir vçrts paskatîties, kâda sakarîba tiek iegûta, òemot
y = −x.

1. piemçrs. Atrast visas funkcijas f(x), kas definçtas reâliem skaitïiem un pieòem reâlas vçrtîbas (t.i., f : R→ R),
tâdas, ka visiem reâliem x un y izpildâs vienâdîba

f (f(x) + 3y) + 3y = f(x+ 4y) + 2f(x).

Risinâjums.

Mçrítiecîgi izvçlamies tâdu y, lai saîsinâtos locekïi f (f(x) + 3y) un f(x+ 4y); t.i., izvçlas tâdu y, lai

f(x) + 3y = x+ 4y.

Tâtad òem y = f(x)− x. Ievietojot ðo y vçrtîbu dotajâ vienâdîbâ, iegûstam

f (f(x) + 3f(x)− 3x) + 3f(x)− 3x = f (x+ 4f(x)− 4x) + 2f(x)

jeb
3f(x)− 3x = 2f(x),

no kurienes seko, ka f(x) = 3x.

Atliek pârbaudît, ka funkcija f(x) = 3x patieðâm apmierina doto funkcionâlvienâdojumu:

f (3x+ 3y) + 3y = 3 (x+ 4y) + 2 (3x) ,

3 (3x+ 3y) + 3y = 3x+ 12y + 6x,

9x+ 12y = 9x+ 12y.

Tâtad f(x) = 3x ir vienîgais dotâs problçmas atrisinâjums.

2. piemçrs. Funkcija f definçta veseliem skaitïiem un pieòem reâlas vçrtîbas (f : Z → R). Zinâms, ka visiem
veseliem skaitïiem m un n ir spçkâ vienâdîba

f(m+ n) + f(m− n) = f(3m).

Atrast visas ðâdas funkcijas f un pierâdît, ka citu bez atrastajâm nav.

Risinâjums.

1) Ievietojot dotajâ vienâdîbâ m = n = 0, iegûstam f(0) + f(0) = f(0). Tâtad f(0) = 0.

2) Ievietojot dotajâ vienâdîbâ m = n, iegûstam f(2m) + f(0) = f(3m). Tâ kâ f(0) = 0, tad visiem veseliem m
izpildâs vienâdîba f(2m) = f(3m).

3) Ievietojot dotajâ vienâdîbâ m = 3n, iegûstam f(4n) + f(2n) = f(9n). No iepriekðçjâ punkta seko

f(3 · 3n) = f(2 · 3n) = f(3 · 2n) = f(2 · 2n) = f(4n).

Tâtad f(4n) + f(2n) = f(4n) jeb f(2n) = 0, visiem veseliem n. No iepriekðçjâ punkta seko, ka tad arî
f(3n) = f(2n) = 0, visiem veseliem n.

4) Visbeidzot, parâdîsim, ka visiem veseliemm izpildâs f(m) = 0. Òem n = 0, iegûstot vienâdîbu f(m)+f(m) =

f(3m). No iepriekðçjâ punkta seko, ka f(3m) = 0, tâtad f(m) = f(3m)
2 = 0.

Lîdz ar to vienîgais uzdevuma atrisinâjums ir konstantâ funkcija f(n) = 0.
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3. piemçrs. Dots, ka f(x) ir stingri augoða funkcija, kas definçta visiem reâliem skaitïiem x (t.i., f : R→ R). Bez
tam visiem x un y pastâv vienâdîba

f(f(x) + y) = f(x+ y) + f(0).

Atrast visas ðâdas funkcijas f .

Risinâjums.

Ievieto y = −x, iegûstot sakarîbu
f (f(x)− x) = 2f(0).

Ievçrosim, ka 2f(0) ir konstants lielums, bet funkcija f ir stingri augoða; tas nozîmç, ka, ja eksistçtu tâdas argumenta
vçrtîbas x1 un x2, ka f(x1) − x1 < f(x2) − x2, tad no tâ arî sekotu, ka f (f(x1)− x1) < f (f(x2)− x2), taèu tas
nav iespçjams, jo visiem x1, x2 jâapmierina vienâdîbas

f (f(x1)− x1) = f (f(x2)− x2) = 2f(0).

Tâtad arî izteiksmei f(x) − x jâbût konstantam lielumam, t.i., eksistç tâds reâls skaitlis c, ka visiem x izpildâs
vienâdîba

f(x)− x = c.

Taèu tas nozîmç, ka par atrisinâjumiem var derçt tikai funkcijas f(x) = x+ c.

Vçl jâpârbauda, ka funkcijas ðâdâ formâ patieðâm ir dotâ uzdevuma atrisinâjumi. Ievçrosim, ka funkcija
f(x) = x+ c ir definçta visiem reâliem skaitïiem un tâ ir stingri augoða funkcija; pârbaudâm, ka tâ arî apmierina
doto funkcionâlvienâdojumu:

f(f(x) + y) = f(x+ y) + f(0)

f

(
(x+ c) + y

)
=

(
(x+ y) + c

)
+ (0 + c)

(x+ y + c) + c = x+ y + c+ c

x+ y + 2c = x+ y + 2c.

Funkcijâm f(x) = x + c dotais funkcionâlvienâdojums pârvçrðas par vienâdîbu x + y + 2c = x + y + 2c, kas ir
patiesa visiem argumentiem x un y. Tâtad dotâ uzdevuma atrisinâjums ir visas funkcijas formâ f(x) = x+ c, kur
c { patvaïîgs reâls skaitlis.

Substitûcijas

Parasti ar ievietoðanas paòçmienu vien nepietiek; bieþi ir izdevîgi pâriet uz jauniem mainîgiem, vai pat definçt
jaunu funkciju g, kas ir atkarîga no nezinâmâs funkcijas f (piemçram, var definçt g(x) = f(x)− x). Mçríis ir panâkt,
lai, pârrakstot doto funkcionâlvienâdojumu ar jaunajiem mainîgajiem / funkcijâm, tiktu iegûta vienkârðâka sakarîba,
kuru ir vieglâk pçtît.

4. piemçrs. Atrast visas funkcijas f : R → R (funkcijas definçtas visiem reâliem skaitïiem un kuru vçrtîbas ir
reâli skaitïi), kuras apmierina funkcionâlvienâdojumu

f (f(x+ y)) = f
(
x2 − y2

)
+ 4xyf (x+ y) .

Risinâjums.

Doto vienâdojumu var pârrakstît formâ

f (f(x+ y)) = f ((x+ y)(x− y)) + 4xyf (x+ y) .

Apzîmçsim u = x+ y un v = x− y. Tad var izteikt

4xy = (x+ y)2 − (x− y)2 = u2 − v2.

Lîdz ar to jaunajos mainîgajos doto vienâdojumu var pârrakstît kâ

f(f(u)) = f(uv) + (u2 − v2)f(u),

visiem u, v ∈ R.
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Ievietojot ðajâ sakarîbâ u = 1, iegûstam

f(f(1)) = f(v) + (1− v2)f(1), (1)

visiem v ∈ R.

Ja arî v = 1, tad iegûstam f(f(1)) = f(1). Apzîmçsim c = f(1) = f(f(1)), tad no (1) seko, ka

c = f(v) + (1− v2)c

jeb
f(v) = cv2,

visiem v ∈ R.

Ievietojot v = c, iegûstam, ka f(c) = c3. No otras puses,

f(c) = f(f(1)) = f(1) = c.

Tâtad esam ieguvuði vienâdîbu c3 = c, lîdz ar ko c ∈ {−1, 0, 1} un vienîgie dotâ uzdevuma atrisinâjumi var bût
funkcijas f(x) = x2, f(x) = −x2 un f(x) = 0. Pârbaudâm, ka visas trîs funkcijas patieðâm ir atrisinâjumi:

• Ja f(x) = x2, tad jâpârbauda, vai visiem x, y ∈ R izpildâs vienâdîba(
(x+ y)2

)2
=
(
x2 − y2

)2
+ 4xy (x+ y)

2
.

Ekvivalenti pârveidojam ðo vienâdîbu:(
x2 + 2xy + y2

)2
= x4 − 2x2y2 + y4 + 4xy

(
x2 + 2xy + y2

)
x4 + 4x2y2 + y4 + 4x3y + 4xy3 + 2x2y2 = x4 − 2x2y2 + y4 + 8x2y2 + 4x3y + 4xy3

x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4.

Iegûta patiesa vienâdîba, tâtad arî sâkotnçjâ, ekvivalentâ vienâdîba ir patiesa. Secinâm, ka f(x) = x2

apmierina doto funkcionâlvienâdojumu.

Piezîme. Pârveidojot vienâdîbas kreiso pusi, çrtâk bûtu bijis lietot Òûtona binoma formulu:(
(x+ y)2

)2
= (x+ y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4.

• Ja f(x) = −x2, tad jâpârbauda, vai visiem x, y ∈ R izpildâs vienâdîba

−
(
−(x+ y)2

)2
= −

(
x2 − y2

)2 − 4xy (x+ y)
2
.

jeb, ekvivalenti, (
(x+ y)2

)2
=
(
x2 − y2

)2
+ 4xy (x+ y)

2
.

Taèu ðîs vienâdîbas patiesumu pârbaudîjâm jau iepriekðçjâ punktâ.

• Ja f(x) = 0, tad dotais funkcionâlvienâdojums kïûst par vienâdîbu 0 = 0 + 4xy · 0, kas ir patiesa vienâdîba
visiem x, y ∈ R.

Nevienâdîbas un novçrtçjumi

Papildus iepriekðminçtajiem paòçmieniem gandrîz vienmçr ir nepiecieðams izmantot arî daþâdus novçrtçjumus
funkcijas vçrtîbâm. Protams, ðeit jo îpaði var noderçt jebkâda informâcija, kas par nezinâmo funkciju ir dota uzdevuma
formulçjumâ { seviðíi tâdas îpaðîbas kâ ierobeþotîba, monotonitâte vai kâdas dotas nevienâdîbas, kuras nezinâmâ
funkcija apmierina.

5. piemçrs. Funkcijai f(n) gan argumenti, gan vçrtîbas ir naturâli skaitïi (f : N → N), un katriem diviem
naturâliem skaitïiem x un y pastâv vienâdîba

xf(y) + yf(x) = (x+ y) · f
(
x2 + y2

)
.

Atrast visas ðâdas funkcijas un pierâdît, ka citu bez atrastajâm nav.
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Risinâjums.

Skaidrs, ka der visas konstantâs funkcijas: f(x) = m, kur m ∈ N.

Pierâdîsim, ka citu atrisinâjumu nav. Pierâdîjums no pretçjâ: pieòem, ka var atrast tâdus naturâlus x un y,
ka f(x) < f(y). Tâdâ gadîjumâ izvçlas tâdus x un y, lai starpîba f(y)− f(x) bûtu pozitîva un mazâkâ iespçjamâ
(ðâda x un y izvçle ir iespçjama, jo starpîbai f(y)− f(x) jâbût naturâlam skaitlim). Tâdâ gadîjumâ

f(x) =
xf(x) + yf(x)

x+ y
<
xf(y) + yf(x)

x+ y
<
xf(y) + yf(y)

x+ y
= f(y).

Ðeit gan pirmâ, gan otrâ nevienâdîba iegûta, aizstâjot f(x) ar lielâku skaitli f(y).

Taèu no dotâ izriet, ka
xf(y) + yf(x)

x+ y
= f(x2 + y2). Tâtad

f(x) < f(x2 + y2) < f(y),

kas ir pretruna ar x un y izvçli (starpîba f(y)− f(x) ir lielâka nekâ, piemçram, starpîba f(y)− f(x2 + y2)).

6. piemçrs. Funkcija f(x) definçta visiem x ∈ [−1; 1]; tâs vçrtîbas pçc moduïa nepârsniedz 1 (citiem vârdiem,
f : [−1; 1]→ [−1; 1]). Visâm pieïaujamâm x un y vçrtîbâm izpildâs nevienâdîba

|xf(y)− yf(x)| ≥ x− y.

Atrast visas ðâdas funkcijas f .

Risinâjums.

Ievietojot x = 1 un y = 0, iegûst |f(0)| ≥ 1; tâ kâ dots, ka funkcijas vçrtîbas pçc moduïa nepârsniedz 1, tad
|f(0)| = 1. Tâtad vai nu f(0) = 1, vai arî f(0) = −1.

Ievietojot y = −x, kur x > 0, iegûstam nevienâdîbu

|xf(−x) + xf(x)| ≥ 2x,

jeb (dalot nevienâdîbu ar pozitîvu skaitli x),

|f(x) + f(−x)| ≥ 2.

No otras puses,
|f(x) + f(−x)| ≤ |f(x)|+ |f(−x)| ≤ 1 + 1 = 2,

kur pirmâ nevienâdîba seko no trîsstûra nevienâdîbas (divu skaitïu summas modulis nav lielâks kâ moduïu summa),
bet otrâ nevienâdîba izriet no dotâ (funkcijas vçrtîbas pçc moduïa nepârsniedz 1). Tâtad jâbût

|f(x) + f(−x)| = |f(x)|+ |f(−x)| = 2,

kas ir iespçjams tikai tad, ja f(x) = f(−x) = 1 vai arî f(x) = f(−x) = −1.

Tâtad katram x no definîcijas apgabala ir spçkâ f(x) = f(−x) = ±1. Parâdîsim: ja x un y ir daþâdi nenulles
skaitïi no intervâla [−1; 1], tad f(x) = f(y). Pierâdîjums no pretçjâ: pieòemsim, ka x un y ir atðíirîgi no nulles,
bet f(x) 6= f(y), tad f(x) = −f(y) (jo f(x) = ±1 un f(y) = ±1).

Mçs drîkstam pieòemt, ka vienlaikus x > 0 > y un x + y ≥ 0 (tas izpildâs, ja skaitlis, kurð ir lielâkais pçc
moduïa, ir pozitîvs un tiek apzîmçts ar x, bet skaitlis, kurð ir mazâkais pçc moduïa, ir negatîvs un tiek apzîmçts
ar y; ja tâ nebûtu, piemçram, ja x bûtu mazâks nekâ 0, tad x vietâ varçtu òemt skaitli −x, tâ kâ f(x) = f(−x)).
Tâdâ gadîjumâ dotâ nevienâdîba

|xf(y)− yf(x)| ≥ x− y

kïûst par
|xf(y)− y · (−f(y))| ≥ x− y

jeb
|f(y)| |x+ y| ≥ x− y.

Taèu |f(y)| = 1 un |x+ y| = x+ y. Iegûstam nevienâdîbu

x+ y ≥ x− y
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jeb y ≥ 0 { taèu tâ ir pretruna ar sâkotnçjo pieòçmumu, ka y < 0.

Secinâm, ka f(0) = ±1 un visiem x ∈ [−1; 0) ∪ (0; 1] izpildâs f(x) = c, kur c = ±1. Tâtad par atbildi var
derçt tikai ðâdas funkcijas:

f(x) = 1,

f(x) = −1,

f(x) =

{
1, x = 0

−1, x ∈ [−1; 0) ∪ (0; 1],

f(x) =

{
−1, x = 0

1, x ∈ [−1; 0) ∪ (0; 1].

Viegli pârbaudît, ka katra no tâm patieðâm apmierina uzdevuma prasîbas.

Matemâtiskâ indukcija

Vçl viena metode, kas arî parâdâs vairâkos uzdevumos par funkcionâlvienâdojumiem, ir matemâtiskâs indukcijas
princips. Îsi atgâdinâsim par standarta matemâtisko indukciju. Pieòemsim, ka A(n) ir kâds vispârîgs apgalvojums, kas
ir atkarîgs no naturâla skaitïa n (piemçram, apgalvojums A(n) varçtu bût: "dotâ funkcionâlvienâdojuma atrisinâjums
apmierina vienâdîbu f(n) = 3n+ 1, ja n ir naturâls skaitlis").

Matemâtiskâs indukcijas princips

Ja
1) apgalvojums A(1) ir patiess,
2) katram naturâlam k no tâ, ka patiess ir apgalvojums A(k), izriet apgalvojuma A(k + 1) patiesums,

tad apgalvojums A(n) ir patiess visiem naturâliem skaitïiem n.

Tâtad, lai pierâdîtu A(n) patiesumu,
1) jâpârbauda, vai apgalvojums A(1) ir patiess;
2) jâpieòem, ka A(k) ir patiess, un, izmantojot to, jâpierâda, ka patiess ir arî apgalvojums

A(k + 1).

7. piemçrs. Funkcija f definçta naturâliem skaitïiem, pieòem naturâlas vçrtîbas (f : N → N) un apmierina
vienâdîbu f(n+m) = f(n) + f(m) visiem naturâliem skaitïiem n un m.

Atrast visas ðâdas funkcijas un pierâdît, ka citu nav.

Risinâjums.

Kâ jau ievadâ minçts, jebkura funkcija formâ f(n) = c · n, kur c ∈ N { jebkurð naturâls skaitlis, apmierina
uzdevuma prasîbas. Pierâdîsim, ka citu atrisinâjumu nav.

Apzîmçsim c = f(1) un ar indukciju pçc n parâdîsim, ka f(n) = c · n.

• Indukcijas bâze: ja n = 1, tad izpildâs vienâdîba f(1) = c · 1, saskaòâ ar mûsu apzîmçjumu.

• Induktîvais pieòçmums: pieòemsim, ka f(k) = ck kâdam naturâlam skaitlim k.

• Induktîvâ pâreja: saskaòâ ar doto vienâdojumu, izpildâs vienâdîba

f(k + 1) = f(k) + f(1) = ck + c = c(k + 1).

Tâtad pierâdîts, ka f(k + 1) = c(k + 1), un induktîvâ pâreja izdarîta.

Lîdz ar to apgalvojums f(n) = c · n ir pierâdîts visiem naturâliem skaitïiem n.
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8. piemçrs. Funkcija f definçta naturâliem skaitïiem un tâs vçrtîbas ir naturâli skaitïi (f : N → N). Visiem
naturâliem x un y pastâv vienâdîba

f (f(x) + f(y)) = x+ y.

Atrast visas tâdas funkcijas f .

Risinâjums.

Patvaïîgiem naturâliem x un y izpildâs

f (f(x) + f(y)) = x+ y,

f(1) + f (f(x) + f(y)) = f(1) + x+ y,

f

(
f(1) + f (f(x) + f(y))

)
= f

(
f(1) + x+ y

)
.

Atkal izmantojot doto funkcionâlvienâdojumu, iegûst vienâdîbu

f

(
f(1) + f (f(x) + f(y))

)
= 1 + f(x) + f(y).

Tâtad visiem naturâliem x un y esam pamatojuði vienâdîbu

f

(
f(1) + x+ y

)
= f

(
f(1) + f (f(x) + f(y))

)
= 1 + f(x) + f(y).

Tâtad

f(x) + f(y) = f

(
f(1) + x+ y

)
− 1,

un izteiksmes f(x) + f(y) vçrtîba ir atkarîga tikai no skaitïu x un y summas x+ y.

Òemot x = n+ 1 un y = 1, kur n ∈ N { jebkurð naturâls skaitlis, iegûstam

f(n+ 1) + f(1) = f

(
f(1) + n+ 2

)
− 1.

Òemot x = n un y = 2, iegûstam

f(n) + f(2) = f

(
f(1) + n+ 2

)
− 1.

Tâtad visiem naturâliem n ir spçkâ vienâdîba

f(n+ 1) + f(1) = f(n) + f(2).

Ðo vienâdîbu ekvivalenti pârveidojam formâ

f(n+ 1)− f(n) = f(2)− f(1),

kas izpildâs visiem naturâliem n.

Parâdîsim, ka f(n) ir aritmçtiskâ progresija, t.i., f ir formâ f(n) = an+ b. Apzîmçsim a = f(2)− f(1) un
f(1) = a+ b jeb b = f(1)− a. Tad ar indukciju pierâdîsim, ka f(n) = an+ b.

• Indukcijas bâze: vienâdîba f(1) = a+ b ir spçkâ, saskaòâ ar apzîmçjumu;

• Induktîvais pieòçmums: pieòem, ka f(k) = ak + b, naturâlam skaitlim k;

• Induktîvâ pâreja: parâdîsim, ka f(k + 1) = a(k + 1) + b. Saskaòâ ar iepriekðpierâdîto,

f(k + 1)− f(k) = f(2)− f(1) = a.

Tad
f(k + 1) = f(k) + a = ak + b+ a = a(k + 1) + b.

Induktîvâ pâreja pabeigta.
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Ievieto dotajâ funkcionâlvienâdojumâ x = 1 un y = 1, iegûstot sakarîbu

f (f(1) + f(1)) = 2.

No otras puses, tâ kâ f(n) = an+ b, tad f(1) = a+ b, tâtad izpildâs vienâdîba

f (a+ b+ a+ b) = 2

jeb, tâ kâ f (2a+ 2b) = a (2a+ 2b) + b, tad

a(2a+ 2b) + b = 2.

Ievieto dotajâ funkcionâlvienâdojumâ x = 2 un y = 1, iegûstot sakarîbu

f (f(2) + f(1)) = 3.

No otras puses, tâ kâ f(2) = 2a+ b, tâtad izpildâs vienâdîba

f (2a+ b+ a+ b) = 3

a(3a+ 2b) + b = 3.

Esam ieguvuði vienâdojumu sistçmu {
2a2 + 2ab+ b = 2,

3a2 + 2ab+ b = 3.

No otrâ vienâdojuma atòemot pirmo, iegûst vienâdîbu

a2 = 1,

no kâ izriet, ka a = 1 (ja a = −1, tad funkcijas f(n) = an + b vçrtîbas bûtu negatîvas lieliem n, taèu dots, ka
f : N→ N).

No pirmâ vienâdojuma iegûstam b = 0, lîdz ar to funkcija f ir f(n) = n. Atliek pârbaudît, ka tâ patieðâm
apmierina doto funkcionâlvienâdojumu.

Daþâdi uzdevumi

Daþkârt nepiecieðams nevis atrast visas funkcijas, kas apmierina doto funkcionâlvienâdojumu, bet gan noskaid-
rot/pierâdît visu ðâdu funkciju îpaðîbas { piemçram, pierâdît, ka visas funkcijas, kas apmierina doto vienâdojumu ir
augoðas; vai arî noskaidrot ðâdu funkciju vçrtîbu konkrçtiem argumentiem utt.

9. piemçrs. Dota funkcija f : R→ R, kurai visiem reâliem x izpildâs

f (f(x)) = x2 − x+ 1.

Atrast f(0) vçrtîbu.

Risinâjums.

Apzîmçsim f(0) = a un f(1) = b. Tad f(a) = f(f(0)), bet no dotâs vienâdîbas seko, ka

f(f(0)) = 02 − 0 + 1 = 1.

Tâtad f(a) = 1.

Lîdzîgi,
f(b) = f(f(1)) = 12 − 1 + 1 = 1.

Tâtad 1 = f(a) = f(b).

Tad varam iegût, ka

f(1) = f(f(a)) = a2 − a+ 1

f(1) = f(f(b)) = b2 − b+ 1.
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Tâtad
a2 − a+ 1 = b

un
b2 − b+ 1 = b.

No pçdçjâs vienâdîbas izriet, ka (b− 1)2 = 0 jeb b = 1. Tâtad a2 − a+ 1 = 1, lîdz ar to

a2 − a = 0.

No ðejienes seko, ka ir divas iespçjamâs a vçrtîbas: a0 = 0 un a1 = 1. Tomçr nav iespçjams, ka f(0) = 0, jo tad

f(f(0)) = f(0) = 0,

kas ir pretrunâ ar vienâdîbu f(f(0)) = 1. Tâtad vçrtîba a = 0 neder; turpretî, ja a = 1, tad

f(f(0)) = f(1) = b = 1.

Tâtad f(0) = 1.

10. piemçrs. Funkcijas f(x) un g(x) definçtas visiem naturâliem skaitïiem, pieòem naturâlas vçrtîbas (f, g : N→
N) un tâm ir ðâdas îpaðîbas:

a) f ir augoða, t.i., f(1) < f(2) < f(3) < . . . ;

b) g ir augoða, t.i., g(1) < g(2) < g(3) < . . . ;

c) f un g vçrtîbu kopâm nav kopçju elementu;

d) f un g vçrtîbu kopu apvienojums ir visa naturâlo skaitïu kopa;

e) katram naturâlam n izpildâs g(n) = f(f(n)) + 1.

Aprçíinât f(56).

Risinâjums.

No nosacîjuma e) seko, ka g(n) > 1 katram naturâlam n. Tâpçc no nosacîjumiem d) un a) secinâm, ka
f(1) = 1; tad g(1) = f(f(1)) + 1 = f(1) + 1 = 2. Ievçrojot nosacîjumus a) un c), iegûstam, ka f(2) ≥ 3. Tâdçï no
nosacîjuma a) var secinât, ka f(n) > n, ja n > 1. Bet tad g(n) = f(f(n)) + 1 > f(f(n)) ≥ f(n), tâtad visiem
naturâliem n ir pareiza nevienâdîba

g(n) > f(n).

No ðîs nevienâdîbas un no tâ, ka f(1) = 1, g(1) = 2, secinâm, ka f(2) = 3.

Aplûkosim naturâlos skaitïus no intervâla [1, g(n)− 1].

• Tâ kâ g(n)− 1 = f(f(n)), tad ðajâ intervâlâ atrodas skaitlis f(f(n));

• tâ kâ f ir augoða funkcija, tad intervâlâ [1, g(n)− 1] atrodas arî visi skaitïi f(1), f(2), f(3), . . . , f(f(n)− 1);

• tâtad ðajâ intervâlâ atrodas f(n) funkcijas f vçrtîbas.

• Tâ kâ g ir augoða funkcija, tad minçtajâ intervâlâ atrodas vçrtîbas g(1), g(2), . . . , g(n − 1), tâtad (n − 1)
funkcijas g vçrtîba.

• Ievçrojot nosacîjumus d) un e), iegûstam, ka f(n) + n − 1 = g(n) − 1, jo katrs no apskatâmajâ intervâlâ
ietilpstoðajiem g(n)− 1 naturâlajiem skaitïiem pieder tieði pie vienas no kopâm {f(1); f(2); . . . ; f(f(n))− 1}
vai {g(1); g(2); . . . ; g(n− 1)}.

Tâ kâ f(n) + n− 1 = g(n)− 1 = f(f(n)), tad

f(f(n)) = f(n) + n− 1.
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Tagad, izmantojot iegûto sakarîbu un iepriekð atrasto vienâdîbu f(2) = 3, varam aprçíinât vajadzîgo:

f(3) = f(f(2)) = f(2) + 2− 1 = 3 + 2− 1 = 4,

f(4) = f(f(3)) = f(3) + 3− 1 = 4 + 3− 1 = 6,

f(6) = 9,

f(9) = 14,

f(14) = 22,

f(22) = 35,

f(35) = 56,

f(56) = 90,

ko arî vajadzçja aprçíinât.

11. piemçrs. Dota funkcija f : N → N0 (f definçta naturâliem skaitïiem un tâs vçrtîbas ir veseli nenegatîvi
skaitïi). Zinâms, ka

• f(2) = 0 un f(3) > 0;

• visiem naturâliem n un m ir spçkâ nosacîjums

f(n+m)− f(n)− f(m) ∈ {0, 1} ;

• f(9999) = 3333.

Aprçíinât f(2014).

Risinâjums.

No dotâ seko, ka f(n + m) = f(n) + f(m) vai f(n + m) = f(n) + f(m) + 1, visiem naturâliem n un m.
Jebkurâ gadîjumâ izpildâs nevienâdîba f(n +m) ≥ f(n) + f(m). Turklât var secinât, ka f ir nedilstoða (òemot
m = 1, iegûstam f(n+ 1) ≥ f(n) + f(1) ≥ f(n), jo f(1) ≥ 0 ).

Ievietojot ðajâ nevienâdîbâ m = n, iegûstam f(2n) ≥ 2f(n).

Dots, ka 0 = f(2). No tikko pamatotâ, f(2) ≥ 2f(1). Tâ kâ f(1) ≥ 0 (funkcijas vçrtîbas ir nenegatîvas), tad
secinâm, ka

0 = f(2) ≥ 2f(1) ≥ 0,

taèu tas var izpildîties tikai, ja f(1) = 0.

Vçl ir dots, ka 0 < f(3). No otras puses,

f(3) = f(1 + 2)− 0− 0 = f(1 + 2)− f(1)− f(2) ∈ {0, 1} .

Tâ kâ f(3) 6= 0, tad jâbût f(3) = 1.

Tagad no nevienâdîbas
f(m+ n) ≥ f(m) + f(n),

òemot n = 3, seko
f(m+ 3) ≥ f(m) + 1,

visiem naturâliem m.

Tâtad

3333 = f(9999) ≥ f(9996) + 1 ≥ f(9993) + 2 ≥ f(9990) + 3 ≥ . . . ≥ f(3) + 3332 = 3333.

Tâtad visâm ðîm nevienâdîbâm patiesîbâ jâbût vienâdîbâm, t.i., f(3k) = k, ja k = 1, 2, . . . , 3333.

Secinâm, ka f(2013) = 671 un f(2016) = 672. Tâ kâ funkcija f ir nedilstoða, tad

671 = f(2013) ≤ f(2014) ≤ f(2016) = 672.

Pierâdîsim, ka f(2014) = 671. Pierâdîjums no pretçjâ: ja f(2014) = 672, tad

• f(2014 · 3) = 2014, jo 2014 < 3333;

• f(2014 · 3) ≥ f(2 · 2014) + f(2014) ≥ 3f(2014),

tâtad izpildîtos nevienâdîba 2014 = f(2014 · 3) ≥ 3f(2014) = 3 · 672 = 2016 { pretruna.
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