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Kims Georgs Pavlovs

1 Ievads

Iepriekseja materiala tika aplikotas funkcionalvienadojumu risinasanas metodes. Funkcionalnevienadiba ir
lidzigs koncepts, bet tomer sada veida uzdevumiem ir sava specifika. Lai izprastu So materialu, lasttajam
nav nepiecieSams parzinat visas iepriekseja materiala aplukotas temas, tacu ir paris temas, kuru laba
izpratne bus svariga ST materiala izprasanai:

e parastas substitiicijas - lasitajam ir japrot veikt klasiskas substitiicijas, pieméram, P(0,0), P(z,0),
P(0,z), P(z,—x), P(z,1) uc

e mainigo noisinasanas triks - ja vienadibas kreisaja puse ir saskaitamais f(A(z,y)), bet nevienadibas
kreisaja puseé ir saskaitamais f(B(z,y)), tad més varam méginat izveleties tadus z,y, lai A(z,y) =
B(x,y), ka rezultata abi saskaitamie noisinasies.

e simetrijas izjauksana - biezi vien ir verts salidzinat sava starpa P(x,y) un P(y,x) vai abus saskaitit.
Substitticija P(y, x) neizmaina simetriskos saskaitamos, tacu veic izmainu asimetriskajos saskaitamajos.

Lai atrisinatu funkcionalnevienadibu, parasti tiek veiktas klasiskas substituicijas, mainigo noisinasanas
triks, simetrijas izjaukSana un apliikots, kadas interesantas sakaribas tiek iegtitas. Jauniegiitas sakaribas
biezi vien motive veikt nakamos solus, kuros populari ir novertéet funkcijas vértibu. Kopuma funkcionalnevie-
nadibas prasa lielaku originalitati ideju izdomasana neka funkcionalvienadojumi, tadel uzdevumu risinasanas
piemeros tiks ilustretas daudzas noderigas idejas, kuras ir verts paturet prata.

2 Uzdevumu risinasanas piemeri

1. piemers Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas nevienadiba

F@®) = ") < (f@) +y)(@ = f(v))

visiem realiem skaitliem z,y.

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimeésim doto funkcionalnevienadibu. Saksim ar parasto substitiiciju P(0,0):

F(0) = £(0) < —f(0)* = 0= f(0)*

Ta ka reala skaitla kvadrats ir nenegativs, tad f(0)2 > 0, tapec f(0)2 =0 = f(0) = 0. legiitais motive
veikt substituciju P(z,0):

f(@®) = £(0) < (f(z)(x = f(0)) = f(2®) <af(x)
Biitu noderigi apskatities, ko pie reizes var iegiit no P(0, x):
F(0) = f(2*) < (f(0) + 2)(~f(z)) = [f(2®) > xf(x)

No iegutajam sakartbam var secinat, ka:

vf(x) > f(2*) > af(2) = f(o*) = 2f(2)

Aplukosim ieguto sakaribu sikak. Ir verts atceréties par triku aizstat = ar —x sakaribas, kur paradas
izteiksmes, kuras satur 22, jo &1 substitficija neizmaina 22, bet var izmainit pargjas izteiksmes. Ja mes
aizstajam x ar —z, tad iegtsim, ka:

f@®) =af(z) = —2f(—z) = —f(z) = f(—2), jaz#0
Tatad esam ieguvusi, ka funkcija ir nepara visiem nenulles realiem skaitliem, tacu f(0) = 0, tapec ta ir

nepara visiem realiem skaitliem.

Acigie var pamanit, ka iegiita sakariba f(x xf(z) lauj mums parveidot sakotngji doto nevienadibu:

%) =

F@?) < (@) + )@ = fy)
f(=?) - f(zf)S

<

zf(z) — f(2)f(y) + 2y —yf(y)
f@?) = f?) < f(a®) — (fv) (y)+xy )
f@)f(y) <

—_



Izmantosim tagad to, ka funkcija ir nepara. legutaja sakariba aizvietosim y ar —y:

f@)f(—y) < —vy = —fa)f(y) < —zy = f(@)f(y) = xy
Tas nozime, ka:
wy > f(@)f(y) 22y = f(@)f(y) =2y
Teverosim, ka, pedeja sakariba ievietojot x = y = 1, iegiisim, ka f(1)> =1 = f(1) = £1. Tad ievietojot
y = 1 iegtstam, ka f(z)f(1) = z. Ja f(1) = 1, tad f(x) = =z, savukart, ja f(1) = —1, tad f(z) = —x.
Viegli parbaudit, ka abas funkcijas apmierina doto funkcionalnevienadibu.

Komentars. Atskatoties uz ieguto risinajumu, varam ieverot, ka ar standarta substitucijam mes ieguvam
nevienadibu virknes forma M > f(kaut kas) > M, no kuram meés secinajam, ka f(kaut kas) = M. Talak
ieglito informaciju mes izmantojam, lai iegtutu kaut kadas jaunas funkcijai piemitosas 1pasibas. Ir verts
atzimet, ka $aja uzdevuma noderéja simetrijas izjauksanas triks attieciba uz skaitlu zimem. St
trika biitiba bija aizstat y ar —y un izmantot to, ka funkcija ir nepara, lai iegitu, ka f(z)f(y) = zy.
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2. piemers. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram izpildas nevienadibas

f@)+ ) +12 fle+y) = fz) + f(y)

visiem realiem skaitliem z,y, ka arT izpildas sadas divas 1pasibas:

e visiem realiem skaitliem 0 < z < 1 izpildas f(0) > f(z);

o« —f(-1)=fO)=1.

\

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimésim sakartbu f(x) + f(y) + 1 > f(x + y), bet ar Q(z,y) apzZimésim
sakartbu f(z +y) > f(x) + f(y). Aplukosim standarta substiticiju Q(0,0):

f(0) = f(0) + f(0) = 0= £(0)
Atcerésimies, ka f(1) =1 un f(—1) = —1. Lidz ar to varam aplikot Q(1,—1):
A=) =f1)+f(-1) = f(0)=0

Tatad esam ieguvusi, ka 0 > f(0) > 0, kas nozime, ka f(0) = 0. Tas nozimg, ka visiem realiem skaitliem
0 <z < 1izpildas f(0) =0 > f(x).

Ir verts atcereties visparigo ar funkcionalvienadojumiem raksturigo principu - ja ir zinama kada funkci-
jas vertiba, tad ta ir japielieto. Acimredzami veidi, ka to var izdarit § uzdevuma konteksta, ir aplikot
P(x,1),P(1,2),Q(x,1),Q(1,x) utt. Tacu mes varam arT paméginat izveleties tadu y, lai f(z+y) = f(1) =
1. Tas nozimg, ka mums ir jaizvelas y = 1 — x. Aplikosim P(x,1 — x):
f@)+fA-a)+12>f1) =1 = f(&)+f(1-2)=>0

Tagad ir verts atceréties, ka visiem 0 x < 1 izpildas 0 < f(z). Ieprieks ieglitaja sakariba izvelesimies x, ka
0<z<1ltad0<1—2<1. Tada gadijuma 0 > f(x) un 0 > f(1 — z), kas nozimg, ka vienigais veids,
ka $o divu skaitlu summa var but vismaz 0, ir tad un tikai tad, ja f(z) = f(1 —z) = 0. Lidz ar to esam
ieguvusi, ka visiem realiem skaitliem 0 < z < 1 ir speka, ka f(x) = 0.

Tagad atgriezisimies pie idejas paspéléties ar acimredzamam substitiicijam, kuras satur 1 un —1. Seit
1sti nav nekadu visparigu ieteikumu, kuras tiesi substitiicijas izmeginat, jo ir jaizmegina visas un jaskatas,
kuras dod visnoderigako informaciju. Izmeéginot visas iespgjamo substitiiciju variacijas, var uzdurties, ka
Q(z,1) dod mums:
fla+1) 2 fl@)+f(1) = f(z) +1
Savukart Q(z + 1, —1) dod mums, ka:
fe+l-1)zf@+) -1 = fl@)+1= flz+1)
Bet sis mums lauj iegtit vienadibu
f@)+1=2fla+1) = fe)+1 = fle+1) = flz)+1
Var teikt, ka uzdevums ir atrisinats, jo, ta ka visiem 0 < x < 1 ir speka, ka f(z) = 0, tad visiem 1 < z < 2
ir speka, ka f(x) = 1. Citiem vardiem sakot, varam pieradit ar indukeciju, ka f(z) = |z] visiem realiem
skaitliem. Mes to pieradisim tikai pozitiviem realiem skaitliem - pieradijums negativiem skaitliem ir viegli
modificejams no pieradijuma pozitiviem skaitliem un paliek ka vingrinajums lasttajam.

Indukcijas baze mums ir, tapec pienemsim, ka kaut kadam naturalam skaitlim k ir speka, ka visiem
kE <z <k+1irspeka, ka f(z) = |z] = k. Tada gadijjuma f(z +1) = f(z) + 1 = k + 1, kas nozime,
ka f(x) =k+ 1= |z] visiem k+ 1 <z < k 4 2. Tas pierada induktivo pareju, tapec f(z) = || visiem
realiem pozitiviem skaitliem. Viegli parbaudit, ka $1 funkcija tiesam der.
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Komentars. Lidzigi ka iepriekseja uzdevuma, mes spelejamies ar parastam substitticijam, Iidz ieguvam
aizvien jaunu informaciju, kuru talak aizveda mus Iidz risinajumam. Protams, $aja uzdevuma es teiktu,
ka daudzu risinajuma solu motivacija nak no ta, ka, risinatajam neatrisinot uzdevumu lidz galam, bija
skaidrs, kada ir atbilde. Ja uzdevuma sakuma var uzminet, kada ir atbilde, tad var meginat pieradit
1pasibas, kas piemit uzminetajai funkcijai. Ka nakamo uzdevumu aplukosim funkcionalnevienadibu no st
gada Baltijas Cela atlases.

3.piemers. Ar R apzimeésim realo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram visiem
realiem skaitliem x,y izpildas

f(y) + flx+y) > (y+1)f(2) + fy)

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimésim doto funkcionalnevienadibu. Apliikosim P(0, y):

fy) > @+ 1)f0)+ f(y) = 0> (y+1)f(0)

ST nevienadiba izpildas katram y. Ja més panemam, ka y = 0, tad 0 > f(0), bet, ja més panemam, ka
y=-2,tad 0 > —f(0) = f(0) >0. Lidz ar to 0 > f(0) >0 = f(0) = 0.

Pirms turpinam nodarboties ar specifiskam substitiicijam, veiksim paris svarigus noverojumus. leverosim,
ka mums P(z,y) satur f(x + y), kas ir simetrisks attieciba pret z un y. Lidz ar to més varam aplikot
P(x,y) un P(y,z) (tas ir, izmantot ta saucamo simetriju):

(y+1)f(z)+ f(y)
(z+1)f(y) + flz)

zf(y) + f(x+y)

>
yf(x) + fly+x) >

Saskaitisim §is divas nevienadibas kopa:

2f(x +y) > 2f(x) +2f(y) = flz+y) > flz)+ fy)

Izmantosim to, ka f(0) = 0, pedeja iegutaja sakartba. To var izdarit, aizvietojot y ar —z, lai iegutu, ka

f0)=0= f(z)+ f(-2) = —f(=z) = f(z).

Atgriezisimies pie specifisku substitiiciju veiksanas. Varam apliikot P(0,z), P(z,z) un citas ierastas sub-
stitlicijas. Bet pieveérsisim uzmanibu vienai konkrétai. Ideja ir parverst par 0 locekli (y + 1) f(z). To var
izdarTt, ievietojot y = —1, lidz ar to aplikosim P(x, —1):

af(=1) + fle—1) > f(-1) = fla—1)= f(-1)(1-=)

ST sakariba izskatas noderiga, vienigi butu ertak, ja f(z — 1) vieta biitu f(z). To var izdarTt, aizvietojot
ar x + 1. Tad ieglisim, ka:

flx) = =f(=1)x

Seit ir verts atceréties, ka mes ieguvam, ka — f(—z) > f(z). Lidz ar to:
—f(=2) 2 f(2) 2 =f(=Dz = [f(=2) < f(-1)z

No otras puses, sakariba f(z) > —f(—1)z aizvietojot = ar —z, iegusim, ka f(—z) > f(—1)z. Esam
ieguvusi, ka:

f(=Dz = f(=2) 2 f(-D)z = [f(=z) =xf(=1)
Tas nozimé, ka ikkatram realam skaitlim x ir speka, ka f(z) = Cx, kur C ir patvaliga reala konstante.
Parbaudisim, ka ST funkciju kopa tiesam der:

ef(y) + fle+y) 2 @y +1)f(@)+ fy)
Cey+Cx+Cy>(y+1)Cx+Cy
Cey+Cx+Cy>Crxy+Cx+Cy
0>0

Secinam, ka §1 funkciju kopa sniedz visus atrisinajumus.

Komentars. Redzam, ka §is uzdevums balstas uz tradicionalam funkcionalvienadojumu rekinasanas
metodém - simetrijas izmantosanu, ka ar tadu vertibu ievietosanu, lai par 0 klust kaut kadi saskaitamie,
spelésanos ar z un —x, kas ar1 paradijas 1. piemera. Ka nakamo uzdevumu apskatisim vid€ji gruto pirmas
dienas uzdevumu no IMO 2022. Tiks aplukoti 2 risinajumi - pirmais vairak balstas uz oficialo uzdevuma
atrisinajumu, otrais ir risinajums, ko autors izdomaja olimpiades laika.



4.piemers. Ar RT apzimesim pozitivo realo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : RT — RT ar
1pasibu, ka katram x € RT eksiste tiesi viens y € RT, kam izpildas nevienadiba

zf(y) +yf(z) <2

l.atrisinajums. Sakuma ir noderigi uzminet, kada ir funkcija, kurai piemit dota ipasiba. Acigie var

ieverot, ka f(x) = 2 katram pozitivam realam skaitlim der, jo

ofl) +yf) =+ T 22

kur mes izmantojam AM-GM nevienadibu. Vienadiba izpildas tad un tikai tad, ja x = y. Lidz ar to
katram x vienigais y ar ipasibu, ka zf(y) + yf(z) < 2, ir y = x. Tas pierada, ka mineta funkcija patiesam
der. Pieradisim, ka ta ir vieniga iespejama atbilde.

Katram z skaitli y, kuram izpildas z f(y) + yf(z) < 2, sauksim par skaitla = draugu. Ieverosim simetrijas
del — ja skaitla x draugs ir y, tad skaitla y draugs ir . Pienemsim, ka skaitla x draugs nav pats skaitlis z.
Tad ta ka nevienadiba yf(x) + = f(y) < 2 izpildas tikai skaitla @ draugam, tad, ievietojot y = x, ieglisim,
ka:
1
ef() +af(@) > 2 = f(a)> 1

Pienemsim, ka skaitla = draugs ir kaut kads skaitlis y*. Tad Iidzigi varam iegut, ka:

vy + )y >2 = fy) > yi

Mes zinam, ka ir jaizpildas:
af(y") +y flz) <2
Tacu no iegutajam sakaribam varam iegut, ka:

xﬂﬂ+¢ﬂ@>%+%z2

Ta ir pretruna, tapec musu pienémums ir aplams. Lidz ar to skaitla x draugs ir pats skaitlis z.

Iegutais lauj mums parrakstit uzdevuma nosacijumus. Més zinam, ka zf(z) + zf(z) < 2 = f(z) < %
un katram y # x ir speka, ka

af(y) +yf(z)>2
Misu merkis ir pieradit, ka f(x) = % Pienemsim, ka kaut kadam realam skaitlim c ir speka, ka f(c) <
Tada gadijuma f(c) = c%ﬁ, kur € ir kaut kads reals pozitivs skaitlis. leverosim, ka tada gadijuma:

1
ot

€ o9

1
+(c+e)- =1+

cflete)+letefle)<e — . cte

Bet tas nozime, ka skaitla ¢ draugs ir ¢+ €. Ta ir pretruna, jo pieradijam, ka vienigais skaitla ¢ draugs ir c.
Lidz ar to miusu pienémums ir aplams, kas nozime, ka f(c) = % Atkartojot So spriedumu, katram realam

skaitlim z iegusim, ka f(z) = L.

2.atrisinajums. Izmantosim pirmaja risinajuma ieguto faktu, ka skaitla z draugs ir pats skaitlis x.
Ieverosim, ka tada gadijuma f(z) < % un visiem realiem skaitliem y # x izpildas:

zf(y) +yflz) >2 = f(yy)_i_ff)>;y

Tas motive mis ieviest jaunu funkciju g(z) = £, Ieverosim, ka, pirmkart, g(z) <

x
skaitliem = un y # z izpildas

1

~z un visiem realiem

2
x)+ > —
9(x) +9(y) =
Tas motive mus ieviest vel vienu funkciju h(z) = I—IQ —g(x), jo ta pienem pozitivas vertibas un miisu merkis
biitu pieradit, ka visam pozitivam x vertibam ir speka, ka h(z) = 0. Parrakstisim doto nevienadibu:

2
g(z) +gly) > ”

1 1 2
b+ = h) >



Talaka risinajuma motivacija balstas uz sadu domu - dota nevienadiba ir lokala, tapec ir verts meginat
apskatities uz kadu globalu nevienadibu. Ieverosim, ka loceklis (% — 5)2 summejot laus mums uztaisit
apgriezto kvadratu summu, kas ir ierobezots lielums, tacu tam ir jabut lielakam par nevienadibas labo

pusi, kuru mes varam pataisit bezgaligi lielu.

Realizesim $o ideju. Ar P(z,y) apzimesim pédgjo ieglito nevienadibu. Pienemsim, ka kaut kadam realam
skaitlim zg ir speka, ka h(xg) # 0. Aplukosim P(z, %xo),P(aco, §$0),P(.’L’0, %1’0)7 ooy P(xo, %xg). Mes
iegisim nevienadibas

L,

—x5 > h(zo) + h(2z0)

4
fL’o)

%x% > h(zg) + h(
)

1
1, n
3% > h(zg) + h(n — lxg)

|

)
ke h(zo) + h(

W =~

Summejot §is nevienadibas iegtisim, ka:
of 1T 1 1 . . N
i + 9 + ...+ — ) > nh(x) + kaut kadi nenegativi saskaitamie > nh(z)
n

Citiem vardiem sakot, katram naturalam skaitlim n ir speka, ka

1 1

Noderiga lemma. Katram naturalam skaitlim n ir speka, ka

1 1
1+?+'”+ﬁ<2

1

Pieradijums. Ileverosim, ka # < visiem n > 3, lidz ar to:

n(n—1)

1+1+ +1<1+1+1+ + L
22 T p2 2-1 2 Tnn—1)
=141 1+1 1+1 1+ + ! L_
- 22 3 '3 4 7 n—-1 n

1

=2-=-<2
n

Lemma ir pieradita.

Atgriezoties pie uzdevuma risinajuma, tad secinam, ka:

1 1
278 > x(2)<22 +...+ ng) > nh(zy) = 2% > nh(x)
Panemot n pietiekami lielu, varam iegiit, ka nh(xzg) — o0, kas ir pretruna ar iegiito nevienadibu, jo
ieguvam, ka nh(zo) ir ierobezots no augsas. Lidz ar to secinam, ka misu piepémums ir aplams, tade]
h(zg) = 0. Atkartojot So spriedumu katram realam skaitlim z, iegisim, ka h(z) = 0, kas nozimg, ka

g(z) = % = f(z) = % katram realam skaitlim x, kas ar1 bija japierada.

Komentars. Diezgan butiska uzdevuma dala bija uzminet atbildi. To izdarot, var viegli ieverot, ka
atbildei izpildas 1pasiba, ka skaitla z draugs ir pats skaitlis . Tas motive mus pieradit o Tpasibu uzdevuma
dotajai funkcijai. Talak pirmaja risinajuma pienemot pretgjo, ka f(x) # %7 varam iegut pretrunu, apskatot
vienu lielumu. Savukart otraja risinadjuma mes ieviesam jaunas funkcijas, lai iegtitu globalu lielumu, ko
apskatit, kas noved pie pretrunas. Nosleguma apskatisim 2011. gada IMO pirmas dienas griito uzdevumu.



5.piemers. Funkcijai f : R — R izpildas nevienadiba

flx+y) <yflz)+ f(f(z))

visiem realiem skaitliem 2 un y. Pieradit, ka f(z) = 0 visiem = < 0.

Atrisinajums. Izvelesimies tadus z,y, lai saskaitamais f(z + y) klatu par f(f(y)). To var izdart, ja y
vieta pagem f(y) — z, lidz ar to aplukosim P(z, f(y) — x)

FFW) < (fly) = 2)f (=) + f(f(2))

Saskaitisim kopa abas iegutas nevienadibas

fUfW) + f(f(x) < (fly) — o) f(x) + (f(x
rf(z) +yfly) <2f(x )f(y)

Bitu erti saisinat saskaitamos $aja nevienadiba. Izvelamies yf(y) = 2f(z)f(y) = y = 2f(x). Pedgja
sakariba ievietosim y vieta 2f(z), lai iegiitu, ka

vf(x) +2f(2)f(2f(2) < 2f(2)f(2f(x)) = =f(x) <0
No pédgjas nevienadibas izriet — ja x > 0, tad f(x) < 0, savukart, ja x < 0, tad f(x) > 0.
Mums ir japierada, ka f(x) = 0 visiem = < 0. Meés zinam to, ka f(z) > 0 visiem x < 0. Piegemsim, ka

eksisté kaut kads reals skaitlis g < 0 ar 1pasibu, ka f(xg) > 0. Ieverosim, ka, ta ka visiem x > 0 ir speka,
ka f(x) <0, tad, ja f(xo) > 0, més varam secinat, ka f(f(xq)) < 0. Lidz ar to no P(zg, —1) varam iegtt

flwo —=1) < —f(xo) + f(f(20)) <0+0=0

Tacu, ja zg ir negativs skaitlis, tad xg — 1 arl ir negativs skaitlis. Tada gadijuma no ieprieks iegutajiem
rezultatiem izriet, ka f(xg — 1) > 0, bet meés esam ieguvusi, ka f(xg — 1) < 0 — pretruna. Lidz ar to
visiem z < 0 esam ieguvusi, ka f(z) = 0.

Atliek pieradit, ka f(0) = 0. Aplukosim P(—1,—1), lai iegiitu, ka

fE1=D) < =f(=D)+ f(f(=1)) = 0<0+£(0) = f(0)

Aplukosim P(z,0), lai ieguitu, ka
f(y) <yf0) + f(£(0))

Mes zinam, ka f(0) > 0. Piepemsim, ka f(0) > 0, tad izvelesimies tadu y, lai yf(0) + f(£(0)) < 0 jeb

F(£(0) (0)
y<- 70)

. Piedevam meés varam izveleties tadu y, lai tas ir arT negativs. Lidz ar to iegustam, ka

fly) <yf0) + f(f(0)) <0

Tacu mes pieradijam, ka negativiem skaitliem funkcijas vertiba ir 0 — pretruna. Lidz ar to musu pienémums
ir aplams, kas nozime, ka f(0) = 0. Prasitais ir pieradits.



