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1 Ievads

Ka noskaidrojam iepriekseja materiala, risinot olimpiazu geometrijas uzdevumus, ir verts sakt ar doto
lenku izpeti zimejuma, tas ir, atrast dotajiem lenkiem vienadus lenkus, izteikt lenkus ar citu lenku
summam utt. Dotajos piemeros redzejam, ka citreiz uzdevumus var atrisinat tikai ar lenku izteikSanu,
bet, saskaroties ar uzdevumiem no starptautiskam olimpiadem, ir verts zinat arl citas teoremas un
uzdevumu risinasanas metodes. Saja materiala més iepazisimies ar punkta pakapi un radikalajam
astm, kas spele loti butisku lomu vieglajos (un biezi vien ne tikai) IMO un citu starptautisko olimpiazu
uzdevumos.

2 levilkta cCetrstira un pieskares 1pasiba un pazime
Saja sadala mes pieradisim svarigas Ipasibas un pazimes, kas izpildas ievilktam Cetrstiirim un rinka

Iinijai vilktai pieskarei. Visus Sos rezultatus drikst izmantot olimpiadeés (un attiecigi arl majasdarba)
bez pieradijuma.

Ievilkta cetrstuira 1pasiba. Dots rinka linija ievilkts cetrsturis ABC'D. Pienemsim, ka ta
pretejas malas AB un C'D krustojas punkta X, savukart diagonales AC' un BD krustojas punkta
Y. Tad izpildas sadas sakaribas

XA-XB=XC-XD un YA-YC=YB-YD.

Pieradijums. Ieverosim, ka ta ka ap cetrsturi ABC' D var apvilkt rinka Imiju, tad ZXBC = ZADC.
Ta ka trijsturiem X BC un X DA ir kopigs lenkis ZAX D, tad AXBC ~ AX DA pec pazimes lenkis -

lenkis. Tada gadijuma
XB XD

XC XA

ka lidzigos trijsttuiros atbilstoSie elementi. Tas pierada pirmo sakaribu.

— XA -XB=XC-XD

Lai pieraditu otru sakaribu ieverosim, ka ZABD = ZACD ka lenki, kas balstas uz vienu un to pasu
loku. Ta ka ZBY A = ZCY D ka krustlenki, tad ABY A ~ ACY D pec pazimes lenkis-lenkis. Tada

gadijuma N
BY CY

kas ar1 bija japierada.

Ievilkta cetrstiira pazime. Dots izliekts cetrsturis ABCD, kura pretejas malas AB un CD
krustojas punkta X, savukart diagonales AC' un BD krustojas punkta Y. Ja izpildas vismaz
viena no sakartham

XA-XB=XC-XC vai YA-YC=YB-YD,

tad ap cetrsturi ABC'D var apvilkt rinka Iiniju.

Pieradijums. Pienemsim, ka izpildas sakariba X A-XB = XC-X D. Tad varam $o sakaribu parrakstit

ka
XB XD

XC XA
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Ta ka trijsturiem X BC' un X DA ir kopigs lenkis ZAX D, tad AXBC ~ AXDA péc pazimes mala -
lenkis - mala. Tas nozime, ka /X BC' = ZX DA ka lidzigos trijsturos atbilstosie elementi. Lidz ar to
ap cetrstr1 ABC'D var apvilkt rinka Imiju.

Pienemsim, ka izpildas sakartba YA -YC =Y B -Y D. Tad varam $So sakaribu parrakstit ka

BY CY

YA YD
Ta ka ZBY A = ZCY D ka krustlenki, tad ABY A ~ ACY D pec pazimes lepkis-mala - lenkis. Tas
nozime, ka ZABY = /Y CD, Iidz ar to ap cetrsturi ABC'D var apvilkt rinka liiju.

Piezime. Abi ieprieksejie rezultati strada art tad, ja tiek apskatits pretejo malu BC un AD krust-
punkts.

Pieskares 1pasiba. Dots trijsturis ABC, kura apvilktas rinka linijas pieskare punkta A krusto
taisni BC punkta T'. Tad izpildas sakariba T A% = TB - TC.

Pieradijums. Ta ka T'A ir trijstura ABC' apvilktas rinka linijas pieskare, tad L/TAB = ZTCA ka
pieskares lenkis. Ta ka trijsturiem T'AB un T'C'A ir kopigs lenkis ATC, tad AATB ~ ACTA pec

pazimes lenkis - lenkis. Tada gadijuma

AT CT

R — 2: .
TH TA:>TA TB-TC

ka lidzigos trijsttiros atbilstosie elementi. Tas pierada prasito.

Pieskares pazime. Dots trijsturis ABC. Caur punktu A vilkta taisne, kas krusto taisni BC'
punkta T'. Ja izpildas sakariba TA? = TB - TC, tad taisne T A ir trijstira ABC apvilktas rinka
linijas pieskare.

Pieradijums. Parveidosim doto sakaribu
AT CT
TB TA
Ta ka trijsturiem TAB un TCA ir kopigs lenkis ATC, tad AATB ~ ACTA pec pazimes mala -

lenkis-mala. Tas nozime, ka /TAB = /T CA ka lidzigos trijsturos atbilstosie elementi. Pec apgrieztas
pieskares Tpasibas mes secinam, ka T A ir trijstura ABC' apvilktas rinka Imijas pieskare.

Piezime. Izpildas arT analogiska 1pasiba un pazime, ja tiek apskatita pieskare caur kadu citu trijstura
ABC virsotni.



2.1 Uzdevumu risinasanas piemeri

l.piemers. Dota rinka Imija ievilkta trapece ABCD, kuras pamati AD un BC. Patvaliga
rinka linija, kas iet caur punktiem B un C, krusto nogrieznus CA un C'D attiecigi punktos A; un
D;. Punkti Ay un D ir simetriski punkti attieciba pret nogrieznu C'A un C'D viduspunktiem.
Pieradit, ka punkti A, D, Ay, Dy atrodas uz vienas rinka linijas.

Pieradijums. Pienemsim, ka trijstura BC'D; apvilkta rinka Imija krusto nogriezni AB punkta Bj.
leverosim, ka ABC'D ir vienadsanu trapece, jo ta ir ievilkta rinka Imija. Ieverosim, ka ta ka ap ¢etrsturi
BB D:C var apvilkt rinka Imiju, tad ZBCD, = ZAB;D;. No otras puses, ta ka ABCD ir vienadsanu
trapece, tad ZADD, = 180° — ZBCD;. Tas nozime, ka ZAB, D, + ZADD; = 180°, lidz ar to ap
cetrstiri ABy DD var apvilkt rinka liniju.

No ievilkta cetrstura 1pasibas izriet, ka
AB; - AB = AA, - AC
No simetrijas izriet, ka AB = CD, AB; = DD, un BB, = C'Dy, lidz ar to
AA,-AC=DD,-DC
Atzimesim, ka AA; = CAy un DDy = C'D,, kas nozime, ka

AA,-AC=DD,-DC
CAy-CA=CDy-CD

No ievilkta Cetrstura pazimes secinam, ka ap cetrsturi AA;DsD var apvilkt rinka liniju, kas pierada
prasito.



2.piemers. Dots saurlenku trijsturis ABC, kura bisektrisu krustpunkts ir punkts I. Taisnes
BI un C1T krusto trijstura ABC' apvilkto rinka Iiniju punktos X un Y. Pieskare trijstura X1Y
apvilktajai rinka linijai punkta I krusto nogriezni XY punkta S. Pieradit, ka SA ir trijstura
ABC apvilktas rinka linijas pieskare.

Pieradijums. No pieskares Ipasibas trijsturim XY izriet, ka SI? = SX - SY. Ieverosim, ka no
ieprieksejas nodarbibas materiala 2.2 sadalas 4. piemera izriet, ka XY 1 AIl. Atzimesim, ka

LYXC =/YBC =/ZABY = LZAXY,

kur mes izmantojam to, ka BI ir lenka ABC bisektrise, un lenkus, kas balstas uz vienu un to pasu loku.
Tas nozime, ka XY ir nogriezna AI ir vidusperpendikuls, jo trijsturt AX I taisne XY ir gan augstums,
gan bisektrise. Lidz ar to SA = SI. Secinam, ka

SA?=SI?=8X-8Y

No pieskares pazimes trijsturim AXY secinam, ka SA ir trijstura ABC apvilktas rinka Iijas pieskare.



3.piemers. Trijsturt ABC punkti M un N ir attiecigi nogrieznu BC un C'M viduspunkti.
Trijstura ABN apvilkta rinka linija krusto nogriezni AC punkta S. Pieradit, ka ZBAM =
ZMSN.
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Pieradijums. Ta ka ap cetrsturi ABN.S var apvilkt rinka Iiiju, tad no ievilkta Cetrstura Tpasibas
izriet, ka

CS-CA=CB-CN

leverosim, ka CB = 2CM un CN = %C’M , jo punkts M ir nogriezna C'B viduspunkts un punkts N ir
nogriezna C'M viduspunkts. Lidz ar to

1
CS-CA:CB-CNZZOM-§C’M:OM2
No pieskares pazimes izriet, ka C'M ir trijstura AM S apvilktas rinka Iinijas pieskare.

Ta ka C'M ir trijstura AM S pieskare, tad ZSMC = ZMAC. Aplukosim trijsturus MSC un AMC.
No areja lenka formulas izriet, ka

LIMSA=/4SMC+ £C=/LMACH+ £LC = LAMB

Apzimesim /ZMSA = ZAMB = «. Ta ka ap cetrsturi ABN S var apvilkt rinka Imiju, tad ZABM =
ZNSC = «. Lidz ar to

LMSN =180° — LMSA - ZNSC =180° —a — 8 =180° — LABM — ZAMB = Z/BAM

Prasitais pieradits.



4.piemérs. Saurlenku trijstirt ABC ir novilkti augstumi AA;, BBy, CCy, kuri krustojas punkta
H. Punkts O ir trijstuira ABC apvilktas rinka lmijas centrs. Pieradit, ka trijsturim OH A
apvilkta rinka Iija iet caur punktu, kas ir simetrisks punktam A attieciba pret nogriezni B;C}.

Pieradijums. Ar X apzimesim punktam A simetrisko punktu attieciba pret B;C;. Pieradisim divus
apgalvojumus.

l.apgalvojums. Punkti A, O, X atrodas uz vienas taisnes.

Pieradijums. Taisne AX ir perpendikulara B;Cq, jo punkts X ir simetrisks punktam A attieciba
pret taisni B;C. leverosim, ka ZAOC = 2/ABC ka centra lenkis. Tas nozime, ka ZOAC = ZOCA =
90° — LZABC ka lenki pie pamata vienadsanu trijsturt AOC, jo OA = OC ka radiusi. Atzimesim, ka
/BBC = ZCC{B = 90°, lidz ar to ap cetrsturi BB;C,C var apvilkt rinka Imiju. Tas nozime, ka
LZABC = ZC1B1A. Taka LZAOC =90°— LZABC un LC1B1A = LABC, tad AO L B;C1, kas nozime,
ka punkti A, O, X atrodas uz vienas taisnes.

2.apgalvojums. Ap cetrsturi B;OXC var apvilkt rinka Imiju.
Pieradijums. No simetrijas izriet, ka ZOAB; = Z0X By, savukart ZOAC = Z0OC B, ka radiusi.
Tas nozime, ka ZOX B; = Z0C By, lidz ar to ap cetrsturi B{OXC var apvilkt rinka Iniju.

Ta ka ap cetrsturi B1OXC' var apvilkt rinka liniju, tad no ievilkta cetrstura 1pasibas izriet, ka
AO - AX = AB;, - AC

No otras puses, ieverosim, ka ap ¢etrsturi H A;C B; var apvilkt rinka Imiju, jo ZHA,C = ZHB;C = 90°.
No ievilkta cetrstiira 1pasibas izriet, ka

AH - AA, = AB, - AC
No ieprieksejam 2 sakaribam izriet, ka
AH - AA, = AO - AX

No ievilkta cetrstura pazimes izriet, ka ap cetrsturi HA;OX var apvilkt rinka liniju, kas art bija
japierada.



5.piemeérs. Dots vienadsanu trijsturis ABC, kura AB = BC'. Ar I' apzimesim ABC' apvilkto
rinka lmiju. Pienemsim, ka tas pieskares punktos A un B krustojas punkta D. Piepemsim, ka
DC krusto I' punkta E. Pieradit, ka AE, krustojot BD, dala to uz pusem.

Atrisinajums. Ar punktu X apzimesim taisnu AE un BD krustpunktu.

Apgalvojums: DX ir trijstura DEA apvilktas rinka Iiijas pieskare.
Pieradijums: Ar O apzimesim trijstura ABC apvilktas rinka Imijas centru. leverosim, ka BO |
BD un BO 1 AC, jo trijsturis ABC' ir vienadsanu. Tas nozime, ka BD || AC. Lidz ar to:
/ACD =/CDB = /ZEDX
Ta ka AD ir trijstura ABC' apvilktas rinka linijas pieskare, tad Z/DAFE = ZACD. Secinam, ka:
/DAE = ZACD = /CDB = /ZEDX

Esam ieguvusi, ka ZDAFE = ZEDX, kas pierada to, ka DX ir trijstura ADFE apvilktas rinka Iijas
pieskare.

Tagad no pieskares 1pasibas trijsturu ABC un AED apvilktam rinka Imijam iegtstam, ka:
XB*=XE XA

XD*=XE-XA
Secinam, ka XD? = XE - XA = X B?, kas nozime to, ka XD = X B, kas arT bija japierada.



3 Punkta pakape

Vispirms definesim, kas ir punkta pakape. Pienemsim, ka ir dots patvaligs punkts P un rinka linija w.
Novilksim patvaligu taisni, kas satur punktu P un krusto rinka liniju w punktos X un Y.

Definicija. Par punkta P pakapi attieciba pret rinka Iiniju w sauc reizinajumu PX - PY.

Piezime. Punkti X un Y var sakrist — tada gadijuma PX ir pieskare pret rinka Iiiju w un punkta
pakape ir lielums PX?2.

Ertibai punkta P pakapi attieciba pret rinpka Imiju w apzimesim ar Pow,(P). Tatad Pow,(P) =
PX - PY.

Teorema. Pienemsim, ka rinka linijas w centrs ir O un radiusa garums r. Tad

Pow,(P) = |OP* —r?|.

Pieradijums. Apskatisim vispirms gadijumu, kad punkts P atrodas arpus rinka linijas w. Novilksim
taisni, kas satur P un O, un tas krustpunktus ar w apzimesim ar A un B. No ievilkta ¢etrstura ipasibas
(citur literatura sauc par sekansu ipasibu) iegustam, ka:
PX-PY =PA-PB
leverosim, ka PA = OP —r un PB = OP + r. Secinam, ka:
Pow,(P) = PX - PY = PA-PB = (OP —7r)(OP +r) = OP? — r*.
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Tagad apskatisim gadijumu, kad punkts P atrodas rinka Imijas w iekspuse. Novilksim taisni, kas satur
P un O, un tas krustpunktus ar w apzimesim ar A un B. No ievilkta Cetrstura ipasibas (citur literatura
sauc par hordu 1pasibu) iegustam, ka

PX -PY =PA-PB
leverosim, ka PA =1 —OP un PB =r + OP. Secinam, ka:
Pow,(P) = PX -PY = PA-PB = (r — OP)(r + OP) =1* — OP?

Atceroties iepriekseja nodala iegutos rezultatus, ir verts atzimet, ka, ja punkts P atrodas arpus rinka
linijas w, tad Pow,(P) ir vienada ar pieskares garuma kvadratu, kas ir vilkta no punkta P pret rinka
Iimiju w.

4 Radikalas asis

Vispirms definesim, kas ir radikala ass. Pienemsim, ka ir dotas divas rinka linijas w; un ws.

Definicija. Par rinka limiju w; un wy radikalo asi sauc tadu punktu P kopu, kurai Pow,, (P) =
Pow,,(P)

Pienemsim, ka Oy, O, ir attiecigi rinka Ihiju w; un wo centri.

Teorema. Rinka Iiju w; un wy radikala ass ir taisne, kas ir perpendikulara O;0.

Pieradijums. Izmantosim Dekarta koordinatas. Apzimesim O; = (a,0) un Oy = (b,0), ka art
izvelesimies punktu P = (z,y) uz w; un wy radikalas ass. No Pitagora teoremas |PO;|? = (x — a)? + y?
un |PO,|* = (x — b)* + y*. No punkta pakapes definicijas Pow,, (P) = |PO? —r?| = (x — a)* + y* — r?
un Pow,,(P) = |PO3 —r3| = (x — b)?> + y* — r2, kur 7, un ry ir attiecigi w; un wo radiusi. Ta ka P
atrodas uz radikalas ass, tad

a+b 7‘%—7‘%

2 2(a —b)

Pow,, (P) = Pow,,(P) = (v —a)*+3y*—1i=(x—b)*+¢y*—r; = 1=

Ta ka visi skaitli a, b, 1, ro ir konstanti, tad varam secinat, ka visiem punktiem uz radikalas ass ir viena
un ta pati x koordinata. Tatad Sie punkti atrodas uz taisnes, kura ir perpendikulara taisnei O;05.



No teoremas varam secinat sadas svarigas lietas:

e Ja punkts P atrodas uz rinka Imiju w; un wy radikalas ass, tad pieskaru garumi, kas ir vilkti no
punkta P pret §im abam rinka Inijam, ir vienada garuma. Tas ir tapec, ka Pow,, (P) = PA% =
Pow,,,(P) = PB?, kas nozime, ka PA = PB, kur PA un PB ir pieskares attiecigi pret w; un ws.

e Ja divas rinka Iijas wy ar centru punkta O; un radiusu r; un rinka Iija we ar centru punkta O,
un radiusu ry krustojas punktos A un B, tad taisne, kas vilkta caur punktiem A un B, ir radikala
ass. Tas ir tapec, ka

Pow,, (A) = |01A2 — r%| =0= |02A2 — r§| = Pow,,(A)

Analogiski varam iegut, ka Pow,,(B) = Pow,,(B). Secinam, ka punkti A un B atrodas uz
radikalas ass, kas nozime, ka taisne AB ir radikala ass.

e Ja divas rinka linijas pieskaras (iekseji vai areji), tad So rinka Imiju kopiga pieskare, kas iet caur
pieskarsanas punktu, ir to radikala ass.

Teorema. Pienemsim, ka ir dotas tris rinka linijas - wy, ws, w3. Ar [} apzimesim w; un wo
radikalo asi, ar ly apzimesim w, un ws radikalo asi, ar 3 apzimesim w; un ws. Tad [y, lo, I3
krustojas viena punkta vai ir paralelas cita ar citu.

Qyf

Pieradijums. Apzimesim [; un [y krustpunktu ar X. Ta ka X atrodas uz radikalas ass [y, tad
Pow,, (X) = Pow,,(X). Analogiski, X atrodas uz radikalas ass ly, tapec Pow,,(X) = Pow,,(X).
legustam, ka Pow,, (X) = Pow,,(X), tacu tad no radikalas ass definicijas X atrodas art uz I3, kas
pierada, ka dotas tris radikalas asis krustojas viena punkta.

Gadijuma, ja l; un [, ir paralelas, tad 3 arT jabut paralelai paréjam divam radikalajam asim. Preteja
gadijuma caur divu radikalo asu krustpunktu buitu jaiet tresajai, kas btuitu pretruna paralelitatei.
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Reizem uzdevumos ir verts pielietot 1pasu triku - uztvert kadu punktu ka rinka liiju ar bezgaligi
mazu radiusu (R — 0). Tas lauj izmantot radikalo asu ipasibas, jo rinka linijai ar radiusu 0, tas ir -
punktam, radikalo asu 1pasibas saglabajas.

(*)Lemma. Dota rigka Iinija w. No punkta B pret w novilktas pieskares BD, BC. Taisne, kas
satur BC', BD viduspunktus, ir w un B radikala ass (B - rigka linija ar R — 0).

Pieradijums. Ta ka divu rinka Imiju kopigo pieskaru viduspunktiem punkta pakape pret abam rinka
Iinijam ir vienada, caur tiem vilkta taisne ir radikala ass. Vienai no rinka linijam bezgaligi samazinot
radiusu (R — 0), 81 ipasiba nemainas.

11



5 Uzdevumu risinasanas piemeri

Apskatisim vairakus piemerus, kas palidzes izprast, cik noderiga var but punkta pakape un radikalas
asis uzdevumu risinasana.

1.piemers. Trapeces ABCD (AD || BC') diagonales krustojas punkta P. Pieradit, ka pieskares,
kas vilktas no punkta P pret rinka linijam, kuru diametri ir attiecigi AB un C'D, ir vienada
garuma.

Ieskats uzdevuma. Uzdevuma prasitais ir ekvivalents tam, ka ir japierada, ka punktam P ir vienada
pakape attieciba pret rinka Iiijam ar diametru AB un C'D. Lai ertak aprekinatu punkta P pakapi, ir
versts ieviest punktus X un Y, kas ir attiecigo rinka Imiju krustpunkti ar taisnem PA un PD.

Pieradijums. Pienemsim, ka rinka Iinija ar diametru AB krusto taisni PA punkta X, savukart rinka
Iinija ar diametru C'D krusto taisni PD punkta Y. leverosim, ka Z/BXP = ZCY P = 90°, kas nozime,
ka ap cetrsturi BXY C' var apvilkt rinka lmiju.

Ta ka ap cetrsturi BXY C var apvilkt rinka lmiju, tad ZBCX = ZBY X ka lenki, kas balstas uz
vienu un to pasu loku. Ta ka BC' || AD, tad ZBCX = ZXAD. Secinam, ka ZXAD = /ZBY X, lidz
ar to ap cetrsturi AXY D var apvilkt rinka Iiniju. No ievilkta Cetrstura ipasibas izriet, ka

PX-PA=PY - -PD

Tas nozime, ka punkta P pakape attieciba pret rinka liniju ar diametru AB ir tadi pati ka punkta P
pakape attieciba pret rinka Imiju ar diametru C'D. Tas nozime, ka punkts P atrodas uz So divu rinka
Iiniju radikalas ass, lidz ar to pieskares, kas vilktas no punkta P pret abam rinka Imijam, ir vienadas.
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2.piemers. Dots trijsturis ABC. Uz malam AB, AC' ir atlikti patvaligi punkti M un N. Ar
X un Y apzimesim rinku liniju krustpunktus, kuru diametri CM un BN. Pieradit, ka trijstura
augstumu krustpunkts H pieder taisnei XY .

Ieskats uzdevuma. Uzdevuma prasitais ir ekvivalents ar to, ka H pieder divu uzdevuma minéto
rinka Imiju radikalai asij. Mums atliek pieradit, ka punkta H pakape attieciba pret abam dotajam
rinka Imijam ir vienada.

. .
. .
. .
. N
" .
L

Atrisinajums. Augstumu pamatus no punktiem B un C' pret malam AC un AB apzimesim attiecigi
ar P un Q. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka P pieder rinka linijai ar diametru BN un ka () pieder
rinka liijai ar diametru ar C'M. Ieverosim, ka:

£LBQC = £ZBPC = 90°

Secinam, ka ap cetrsturi BQPC' var apvilkt rinka liiju. Ta ka H ir trijstura augstumu krustpunkts,
tad BP N CQ = H. No hordu 1pasibam iegtistam, ka:

HB-HP=CH-HQ

Tas nozime, ka punkta H pakape attieciba pret rinka liniju caur punktiem @, C' un rinka Iiniju caur
punktiem P, B ir vienada. Secinam, ka H pieder rinka linijas ar diametru BN un rinka linijas ar
diametru C'M radikalajai asij, kas ir taisne XY, kas ar1 bija japierada.

13



3.piemers. Doti cetri dazadi punkti A, B, C, D, kas tiesi tada seciba atrodas uz vienas taisnes.
Rinka linijas ar diametriem AC' un BD krustojas punktos X un Y. Taisne XY krusto BC
punkta Z. Uz taisnes XY izvelets no Z atskirigs punkts P. Taisne C'P krusto rinka Imiju ar
diametru AC punktos C' un M, bet taisne B P krusto rinka Iiniju ar diametru BD punktos B un
N. Pieradit, ka taisnes AM, DN, XY krustojas viena punkta.

Ieskats uzdevuma. Uzreiz redzams, ka XY ir radikala ass. Ja AM un DN ar1 butu radikalas asis,
tad uzdevums butu atrisinats no radikalo asu teoremas. Zimejuma diezgan viegli var ieraudzit, ka
pietiek pieradit, ka ap ¢etrsturi AM N D var apvilkt rinka Imiju.

e i
ay .
" .
. at
...............

Atrisinajums. Sakotneji pieradisim sadu apgalvojumu:
l.apgalvojums: M NCB var apvilkt rinka Imniju.
Pieradijums: Ta ka P pieder doto rinka lmiju radikalajai asij XY,

MP-PC=NP-PB,
tapec M NCB var apvilkt rinka lmniju.

2.apgalvojums: AM N D var apvilkt rinka Imiju.
Pieradijums: No l.apgalvojuma secinam /ZMNB = ZMCB = 90° — ZMAC. Taka ZMND =
90°+ ZMNB = 180° — ZM AC, iegustam, ka AM N D var apvilkt rinka Imiju.

Aplukojot ®(AMND), r.l ar diametru AC un r.l. ar diametru BD, taisnes AM,DN, XY ir

radikalas asis, kas krustojas viena punkta. Ka arl janem vera, ka nosacijums P # Z nodroSina So
taisnu krustosanos jeb AM nav paralela ar ND.
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4.piemers. Divas rinka Imijas w; un ws krustojas punktos M un N. Taisne AB pieskaras w,
un wsy attiecigi punktos A un B ta, ka taisnei AB no punktiem M un N tuvakais ir M. Caur
punktu M novilkta taisne CD || AB, kur C' atrodas uz w; un D uz w,. Taisnes AC' un BD
krustojas punkta F; taisnes AN un C'D krustojas P; taisnes BN un C'D krustojas (). Pieradit,
ka EP = EQ.

Ieskats uzdevuma. Viegli redzams, ka M N ir w; un ws radikala ass, tadel ta krustos kopigo pieskari
AB viduspunkta. Ta ka PQ || AB, M ir PQ viduspunkts. Lai pieraditu prasito, pietiktu APEQ
paradit, ka EM 1 PQ jeb EM 1 AB. To varetu iegut no trijsturiem AAMB un AAEB.

Atrisinajums. Apziméjam M N un AB krustpunktu ar K.

Ta ka M N ir w; un w, radikala ass, ta krusto kopigo pieskari AB viduspunkta K. No PQ || AB
secinam, ka APQN ~ ANABN, tadel M ir PQ viduspunkts ka attiecigais elements lidzigos trijsturos
— PM =QM.

Apgalvojums: NAMB = NAEB.
Pieradijums: No AB || CD un AB - pieskare iegustam /BAF = ZMCA = /ZMAB un
/ABE = /MDB = /Z/MBA. Ta ka AB - kopiga mala, secinam, ka AAMB = AAEB.

Tas nozime, ka AM BE ir romboids un ME | AB = MFE 1 PQ. Aplukojot AEP(Q), mediana
ME ir arT augstums, tadel EP = EQ.
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5.piemers. Dots saurlenku trijsturis ABC. Rinka liija ar diametru AB krusto augstumu CC’
un ta pagarinajumu punktos M un N, bet rinka linija ar diametru AC' krusto augstumu BB’ un
ta pagarinajumu punktos P un ). Pieradit, ka punkti M, N, P, () atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Ieskats uzdevuma. No uzdevuma dota ir gruti spriest par lenkiem, kas rosina domat par nogrieznu
garumu izmantoSsanu. Varam ieverot, ja ap ¢etrsturi M N PQ) varetu apvilkt rinka liniju, tad izpilditos
punkta pakapes vienadiba HP - HQ = HM - HN, kur H ir AABC augstumu krustpunkts. Sis
izteiksmes ar1 izradas ir punkta H pakape pret dotajam rinka linijam, tadel butu japierada, ka H
pieder to radikalajai asij. Vai rinka liniju otrs krustpunkts ir kads 1pass punkts trijsturt ABC?

Q

Atrisinajums. No A novelkam augstumu ar pamatu A’ ar H apzimejam AABC ortocentru.
Apgalvojums: AA’ ir ap cetrsturiem AM BN un APC(Q) apvilkto rinka Iiniju radikala ass.
Pieradijums: Ieverojam, ka ZAA'C = 90°. Nemot vera, ka AC ir ap cetrsturi APC(Q apvilktas

rinka Imijas diametrs, secinam, ka A’ pieder ap cetrsturi APC(@Q apvilktai rinka Imijai. Analogi

iegustam, ka A’ pieder ap cetrsturi AM BN apvilktai rinka linijai, kas nozime, ka AA" ir So divu
rinka Imijas radikala ass.

Ta ka H atrodas uz AA’, no punkta pakapes
HP-HQ=HM-HN,

tadel M NCP var apvilkt rinka liiju.
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6.piemers. Dots trijsturis ABC. Ar I' apzimeésim §1 trijstura apvilkto rinka Imiju. Uz malas
BC' ir izvelets patvaligs punkts D. Ar [ apzimesim taisni, kas satur punktu D un ir paralela
ar AB. Pieskare rinka lmijai I' punkta A krusto [ punkta F. Savukart C'E krusto I' punkta
F. Zinams, ka ap cetrsturi BDFE var apvilkt rinka Imiju. Pieradit, ka taisnes AC, BF,DE
krustojas viena punkta.

Ieskats uzdevuma. Ieverosim, ka efektivs veids, ka pieradit, ka 3 taisnes krustojas viena punkta, ir
izmantot radikalo asu teoremu. Viegli redzet, ka mums ir pietiekami pieradit, ka ap cetrsturi ADCE
var apvilkt rinka Imiju.

Atrisinajums. Pienemsim, ka X ir patvaligs punkts uz A pieskares ar 1pasibu, ka A atrodas starp
punktiem X un F.

Apgalvojums: Ap cetrsturi ADCFE var apvilkt rinka Imiju.

Pieradijums: Ieverosim, ka:

/AED = /XAB = /ACB = /ACD,

kur tika izmantots, ka AB || ED, un pieskares—hordas lenkis.

Pielietojot radikalo asu teoremu ap cetrsturiem BDFE, ADCE, ABCF apvilktajam rinka Imijam,
mes iegustam, ka taisnes DFE, C'A, BF krustojas viena punkta, kas arl bija japierada.
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7.piemers. Dota rinka Imija w, kuras arpuse izvelets punkts A. No A pret w novilktas pieskares
AB, AC. Nogrieznu AB, AC viduspunkti ir attiecigi M, N. Uz taisnes M N izvelets patvaligs
punkts D, no kura pret w novilktas pieskares DP, DQ). PQ un M N krustpunkts ir X. Pieradit,
ka ZDAX = 90°.

Ieskats uzdevuma. Ieverojam, ka uzdevuma ir no w areja punkta vilktas pieskares, ka ari ir iesaistiti
to viduspunkti. Tas rosina domat, ka ir verts izmantot jau ieprieks aplikoto lemmu par punktu ka
rinka liiju. To izmantojot, varam iegtt, ka

DP = DQ = DA.

Ta ka X pieder radikalajai asij M N, ir verts ieviest vel vienu rinka Imiju w; ar radiusu DA, kas gan
lauj izmantot punkta pakapi, gan ari parada skaidru risinajuma virzienu - atliek pieradit, ka X A ir w,
pieskare.

Atrisinajums. Uztversim punktu A ka rinka Imiju ar bezgaligi mazu radiusu. No punkta pakapes
BM? = MA? un CN? = N A? secinam, ka M N ir w un ®(A) radikala ass. Tadel:

DA* = DP?>=DQ* = DA = DP = DQ.

Novelkam rinka Imiju w; ar centru D un radiusu DA. Acimredzami w; pieder ar1 P un ). Ta ka
X € MN, kas ir radikala ass,

Pow,(X) = XP - XQ = XA? = Powga(X)

Aplukojot So sakaribu attieciba pret wq, no pieskares-sekantes 1pasibas secinam, ka X A ir w; pieskare.
Ta ka pieskare ir perpendikulara radiusam, ZDAX = 90°, kas bija japierada.
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8.piemers. Dots trijsturis AABC. Taja ievilkta rinka linija w ar centru I pieskaras malam
AB, BC, C'A attiecigi punktos Cy, Ag, By. Taisnes BI un AyCy krustojas punkta K.

a) Pieradit, ka ABK By apvilktas rinka linijas centrs atrodas uz taisnes AC.

b) Caur punktu B, novelkam nogrieznim BB, perpendikularu taisni, kura krusto taisni
AoCy punkta B;. Pieradit, ka nogriezna B B; viduspunkts atrodas uz taisnes AC'.

Ieskats uzdevuma. Sakotneji aplukojot uzdevuma doto konfiguraciju, nav skaidrs, ka iesaistit prasito
apvilktas rinka linijas centru un taisni AC. Tomer ieverojam, ka trijsturim apvilktas rinka linijas centrs
atrodas malu vidusperpendikulu krustpunkta. Ja mes paraditu, ka BK, KBy, BBy vidusperpendikuli
un taisne AC krustojas viena punkta, tad a) prasitais butu pieradits.

Viens no veidiem, ka pieradit taisnu krustosanos viena punkta, ir izmantot radikalo asu teoremu.
Diemzel uzdevuma ir dota tikai 1 rinka lmija, tadel naksies ieviest vel papildus divas. leverojam, ka
AC' ir w pieskare - lai ta butu w un vel kadas rinka Iijas radikala ass, w un jaunajai r.l. japieskaras
punkta By. Varam pamanit, ka uzdevuma konteksta visizdevigak ka jauno rinka Iiniju ir izmantot pasu
punktu By.

leverojot faktu, ka BB, vidusperpendikuls ir art ®(B) un ®(By) radikala ass, ka arT izmantojot
teorijas dala minéto lemmu punktam B un w, a) dala butu gandriz pieradita. Vai A¢CyB viduslinija ir
BK vidusperpendikuls?

Atrisinajums. a) Uztversim punktus B, By ka rinka linijas ar bezgaligi mazu radiusu. Tad w un
©(By) radikala ass ir AC, ®(B) un ©(By) radikala ass ir BB, vidusperpendikuls. Ieverojam, ka ®(B)
un w radikala ass ir taisne t caur AgB un CyB viduspunktiem, kas ir vienadsanu trijstura AAqBCy
(AgB = C\B ka pieskares ievilktajai rinka linijai) viduslinija. Pec radikalo asu teoremas tris radikalas
asis krustojas viena punkta, kas nozime, ka ¢ un BB, vidusperpendikuls krustojas uz taisnes AC.

Ta ka BK ir ZAyBCj bisektrise, BK ir ar1 augstums, tadel BK | AjCy = t | BK. Takatir
viduslinija, ta dala BK uz pusem, kas nozime, ka t ir BK vidusperpendikuls.

Apvienojot ieprieks iegutos faktus, secinam, ka BK un BB, vidusperpendikuli krustojas uz AC,
kas nozime, ka ABK By apvilktas r.l. centrs atrodas uz AC.

b) leverojam, ka /BKB; = ZBByB; = 90°, kas nozime, ka B; € ©(BKBy) un BBy ir diametrs.
a) dala pieradijam, ka ABK B, apvilktas rinka linijas centrs atrodas uz AC. Ta ka taisnlenka tri-
jstura ABK B; apvilktas r.l. centrs atrodas hipotenuzas BB; viduspunkta, varam secinat, ka BB
viduspunkts atrodas uz taisnes AC.
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Nosleguma apliikosim skietami sarezgitu uzdevumu, kuru, ka izradas, iespejams atrisinat ar samera
vienkarsam metodem un jau apguto teoriju.

9.piemers. Dots trijsturis AABC, kura ievilktas rinka linijas centrs ir I un w ir AABC apvilkta
rinka Imija. Ar D un E apzimesim attiecigi AI un BI krustpunktus ar w. Pienemsim, ka DF
krusto AC' un BC' attiecigi punktos F, G. Ar P apzimesim taisnes, kas satur punktu F un ir
paralela ar AD, un taisnes, kas satur punktu G un ir paralela BE, krustpunktu. Pienemsim, ka
pieskares w punktos A un B krustojas punkta K. Pieradit, ka taisnes AE, BD, K P krustojas
viena punkta vai ar ir paralélas.

Ieskats uzdevuma. Uzdevuma pieradamais apgalvojums loti atgadina radikalo asu teoremu 3 rinka
Iinijam, ieskaitot paralelitates iespejamo gadijumu. Ja mes ieviestu papildus rigka linijas ®(B1D) un
O(AIE), tad uzdevuma prasitais gandriz sekotu no mums zinamas teorijas.

Tomer tikai gandriz. Apzimejot H = ©(BID)NG®(AIE), H # I, més redzam, ka uzdevuma prasito
izpilda taisnes AE, BD un HI, nevis K P. Tacu uzzimejot samera precizu zimejumu, varam minet, ka
taisnem K P un HI butu jabut sakritosam. Tas rosina pieradit, ka K, P, H, I atrodas uz vienas taisnes.

Ta ka uzdevuma nav informacijas par nogrieznu garumiem, visticamak, Soreiz naksies izmantot
lenkus, jo ir daudz rinka liniju un paralelu taisnu, ar ko stradat. Veicot lenku izpeti, varam pamanit, ka
CG un CF ir ©(PFG) pieskares. Tacu ar to vel ir par maz, lai ko pateiktu par I, H, P novietojumu.

Ta ka punktos F' un G satiekas daudzas taisnes, butu nepieciesams tos iesaistit. Vai nu atkal
meklgjot vienadus lenkus, vai arT minot no ziméjuma, varam pamanit, ka F' butu jaatrodas uz ©(AIFE)
un G uz O(BID). Tas jau butu pietiekami, lai iegutu, ka P pieder HI. Talak uzdevuma atliek atrast
vel kadu rinka Imiju un ar merktiecigu lenku izteikSanu iegut informaciju par K novietojumu.

Atrisinajums. Sakotneji pieradisim sadu apgalvojumu:
l.apgalvojums: ®(BID) un ©(AIE) radikala ass ir taisne PI.
Pieradijums: Ieverosim, ka

/PGC =/EBC = /EBA=/FDA = /PFG.

No ta varam secinat, ka CG ir ©(PFG) pieskare. Lidzigi iegustam, ka art C'F ir ©®(PFG) pieskare.
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Talak varam iegut, ka
/BGD = /CGF =180° — ZFPG = 180° — LAIB = /BID,

tadel G € ©(BID). Lidziga veida secinam, ka F' € ®(AIE). Defingjam punktu H = &(BID) N
O(AIFE), H # I. leverojam, ka

ZGHF =360° — (LIHG + ZIHF) = 360° — (180° — ZC Al + 180° — ZCBI) =

=90° — LZACI = 180° — LZAIB = 180° — ZF PG,
tadel H € ®(FPG). No ta varam ieguit /PHG = /PFG = ZCGP = ZIBG, kas nozime, ka P, H,
atrodas uz vienas taisnes - ©(AIF) un ©(BID) radikalas ass.

2.apgalvojums: H pieder ©(AK B).
Pieradijums: Ieverojam, ka

ZAHB =360° — (LAHF + /BHG + /FHG) = ZAEF + /BDG — ZFHG =

=/LACB+ /ZBAI + ZACB + ZABI — 180° + LAIB =
=180° — LAIB — 180° + LZAIB +2/ACB = 2/ACB,
tadel H € ©(AKDB).
3.apgalvojums: K, H, P - kolineari.
Pieradijums: No lepkiem iegustam, ka /KHB = /KAB = ZACB = ZADB = /IHB, tapec
K, I, H, P ir kolineari.

Pielietojot radikalo asu teoremu ©(AIHE), ®(BIHD), ©(ABDCE), mes iegustam prasito.
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