l.uzdevums. Dota trapece ABCD, kuras pamati ir AD un BC. Rinka lmija, kas iet caur
punktiem B un C, krusto trapeces sanu malas punktos P, () un trapeces diagonales punktos M
un N. Pieradit, ka taisnes M N, PQ), AD krustojas viena punkta vai ir paralelas.

Atrisinajums. Pienemsim, ka rinka linija, kas iet caur punktiem B un C, krusto malas AB un C'D
attiecigi punktos P un @, savukart diagonales BD un AC' attiecigi punktos M un N. Ieverosim no
®(BCMN), ka

ZBMN = /BCA=/ZNAD,

kas nozime, ka ap cetrsturi ANM D var apvilkt rinka Imiju. Ieveérosim no ©®(BCQP), ka LPBC =
ZPQD, un no trapeces, ka Z/PBC + Z/BAD = 180°, kas nozime, ka Z/PQD + /BAD = 180°, lidz ar
to ap cetrsturi PQ DA var apvilkt rinka Imiju.

No radikalo asu teoremas cetrsturiem M N PQ, PQDA, ADMN izriet, ka taisnes M N, PQ), AD krus-
tojas viena punkta vai ar1 ir paralelas, kas arT bija japierada.



2.uzdevums. Cetrstiira ABC'D diagonales krustojas punkta O. Zinams, ka /BAC = /CBD
un /BCA = ZCDB. Pieradit, ka pieskares, kas vilktas no punktiem B un C pret trijstura AOD
apvilkto rinka lmiju, ir vienada garuma.

Atrisinajums. Ta ka /BAC = ZCBD un /BCA = ZCDB, tad no pieskares pazimes secinam, ka
BC ir trijstura COD apvilktas rinka linijas pieskare un BC' ir trijstura AOB apvilktas rinka Imijas
pieskare. No pieskares 1pasibas izriet, ka

BC?=BO-BD un BC?=CO-CA

Pienemsim, ka pieskares, kas vilktas no punktiem B un C, pieskaras trijstura AOD apvilktajai rinka
Iinijai attiecigi punktos X un Y. Tada gadijuma no pieskares 1pasibas izriet, ka

BX?=BO-BD =BC?=C0-CA=CY?

Secinam, ka BX = CY, kas ar1 bija japierada.



3.uzdevums. Dots izliekts cetrsturis ABC D, kuram izpildas AB = BC un AD = DC'. Punkti
K, L, M ir attiecigi nogrieznu AB,CD, AC' viduspunkti. Perpendikuls, kas vilkts no punkta A
pret taisni BC', krusto perpendikulu, kas vilkts no punkta C' pret taisni AD, punkta F'. Pieradit,
ka MF 1 KL.

Atrisinajums. Pienemsim, ka perpendikula pamats no virsotnes A pret taisni BC ir punkts X,
savukart perpendikula pamats no virsotnes C' pret taisni AD ir punkts Y. Ieverosim no dota, ka BD
ir nogriezna AC' vidusperpendikuls, tapec /BMA = ZBXA = 90° un ZDMC = ZCY D = 90°. Tas
nozimeé, ka ap cetrsturiem ABXM un CMY D var apvilkt rinka linijas un So rinka Imiju centri ir
attiecigi punkti K un L. Apzimesim minetas divas rinka linijas ar w; un ws.

Punkts M atrodas uz w; un wy radikalas ass, jo abas rinka Iijas iet caur M. Ieverosim, ka ZAXC =
ZAY C = 90°, kas nozime, ka ap cetrsturi AXCY var apvilkt rinka Iiniju. No ievilkta ¢etrstura 1pasibas
izriet, ka

FX-FA=FC-FY

Tas nozime, ka punktam F' ir vienada pakape attieciba pret w; un ws, Iidz ar to tas atrodas uz abu
rinka Imiju radikalas ass. Lidz ar to taisne M F' ir w; un wy radikala ass, tacu ta no apgutas teorijas ir
perpendikulara centru savienojosai taisnei, tas ir, taisnei K L. Prasitais ir pieradits.



4.uzdevums. Dots dazadmalu trijsturis ABC. Taisne /¢, kas ir paraléla taisnei BC', krusto
nogrieznus AB un AC' attiecigi punktos D un E, ka art trijstura ABC apvilkto rinka Imiju
punktos F' un G, pie tam punkti F, D, E, G atrodas uz ¢ tiesi sada seciba. Trijsturu FEB un
DGC apvilktas rinka lIinijas krustojas punktos P un (). Pieradit, ka punkti A, P, Q) atrodas uz
vienas taisnes.

Atrisinajums. Ap trijsturiem FFEB un DGC apvilktas rinka Imijas apzimeésim attiecigi ar w; un
wy. Pienemsim, ka w; un AB krustojas punkta X, savukart ws un AC krustojas punkta Y. Ta ka
FG || BC, tad BFGC ir vienadsanu trapece, lidz ar to ZBFG = ZFGC.

Ieverosim, ka
/BXFE=/BFG=/FGC =/DYC

Esam ieguvusi, ka ZBXFE = ZDY C, kas nozime, ka ap cetrsturi DXY E var apvilkt rinka liniju. No
ta izriet, ka
LAXY = LZAED = LZACB

Tas nozime, ka ap cetrsturi BXY C var apvilkt rinka lIiniju. No ievilkta cetrstura Ipasibas izriet, ka
Pow,, (A) = AX - AB = AY - AC = Pow,,(A)

Tas nozime, ka punkts A atrodas uz w; un wy radikalas ass, kas savukart ir taisne P(@. Secinam  ka
punkti A, P, () atrodas uz vienas taisnes, kas ar1 bija japierada.



5.uzdevums. Ar I' apzimesim Saurlenku trijstuira ABC' apvilkto rinka Imiju. Taisne [ ir
pieskare I' punkta A. Uz nogriezniem AB, AC izveleti attiecigi punkti D un E ar 1paSibu,
ka % = %. Taisne DFE krusto I' punktos F' un G. Pienemsim, ka taisne, kas ir paralela malai
AC un iet caur punktu D, krusto taisni [ punkta H, savukart taisne, kas ir paralela malai AB
un iet caur punktu F, krusto taisni [ punkta [. Pieradit, ka eksiste rinka linija, kas iet caur

punktiem F, G, H, I un pieskaras taisnei BC'.

Atrisinajums. Sakuma pieradisim apgalvojumu.

Apgalvojums. Taisnes HD, EI un BC krustojas viena punkta.
Pieradijums. Pienemsim, ka taisnes HD un BC krustojas punkta X, savukart taisnes EI un BC
krustojas punkta Y. No Talesa teoremas

BX BD AE BY
XC DA EC CY

Bet eksiste tikai viens punkts, kas dala nogriezni attieciba %, lidz ar to secinam, ka punkti X un Y

sakrit. Tapec taisnes HD, EI un BC krustojas viena punkta. Apzimesim $o krustpunktu ar X.

[everosim no paralelam taisnem un pieskares, ka

LACB=/HXB=/HAB
LABC = ZIXC = LIAC

Lidz ar to ap cetrsturiem AHBX un [AXC var apvilkt rinka Imijas. No ievilkta cetrstura pazimes
izriet, ka

HD-DX =BD-DA=FD - DG
XE-FI=AF-EC=FF-FG

Secinam, ka ap cetrsturiem X FHG un XGIF var apvilkt rinka Imijas. Tacu tiem ir tris kopigas
virsotnes, I1dz ar to secinam, ka punkti X, F, G, H, I atrodas uz vienas rinka Imijas. Ieverosim, ka

/HXB=/ACB=/HIX,

kas nozime, ka taisne BC' ir §is rinka Iinijas pieskare punkta X, kas arT bija japierada.



6.uzdevums. Dots Saurlenku trijsturis ABC. Punkti I un O ir attiecigi centri ta ievilktajai
un apvilktajai rinka Imijai. Taisnes O un BC' krustojas punkta X. Trijstura ABC apvilktajai
rinka Imijai punkts M ir viduspunkts lokam BC', kurs nesatur punktu A. Zinams, ka ap ¢etrsturi
AOM X var apvilkt rinka Iiniju. Pieradit, ka ZBAC = 60°.

Atrisinajums (Ramona Poreitere). leverosim, ka punkti A, I, M atrodas uz vienas taisnes.
Apzimesim trijstura ABC apvilkto rinka liniju ar wy, savukart trijstura BIC apvilkto rinka liniju ar
wy. Tas ir labi zinams fakts (ang. incenter-excenter lemma), ka punkts M ir wy centrs.

Ta ka ap cetrsturi AX MO var apvilkt rinka Imiju, tad
XI-10 = Al - IM = Pow,, (I) = OM? — OI*

Mes izmantojam to, ka Pow,(X) = r* — OX?, kur r ir w radiuss un punkts O ir centrs (patvaligai
rinka linijai w). Veicot parveidojumus, iegustam, ka
XI-10+0I* = OM?
OI-(XI+OI)=0M?
OI- X0 =OM?

Ieverosim, ka

X0 -XI=X0-(XO-0I)=X0*>-X0-0I =
= XO0? - OM? = Pow,,(X)=XB-XC

Secinam, ka ap cetrsturi BIOC' var apvilkt rinka liniju.

Ta ka punkti I un O ir attiecigi trijstura ABC ievilktas un apvilktas rinka Iijas centri, tad ZBIC =

90° + % un /BOC = 2/BAC. leverosim, ka Z/BOC = /BIC, jo ap ¢etrsturi BOIC' var apvilkt

rinka Imiju, Iidz ar to

/ZBAC

90° + =2/BAC
3/BAC
90° = ———
2
£LBAC = 60°,

kas ar1 bija japierada.



7.uzdevums Dots Saurlenku trijsturis ABC. Uz nogriezniem BC, C'A, AB atlikti attiecigi
punkti D, E, F ar 1pasibu, ka EF || BC. Piegemsim, ka taisne DFE krusto trijstura ADC
apvilkto rinka Imiju punkta X # D, savukart taisne DF' krusto trijstura ADB apvilkto rinka
Iiniju punkta Y # D. Punkts P ir nogriezna BC' viduspunkts. Uz nogriezna BC'ir atlikts punkts
Dy # D ar ipasibu, ka D1 P = PD. Pieradit, ka ap cetrsturi XY DD; var apvilkt rinka Imiju.

Atrisinajums. Trijstura AF'Y apvilkto rinka liniju apzimesim ar wy, savukart trijstura AFX apvilkto
rinka Iiju ar we. Pienemsim, ka taisne D; F' krusto w; punkta 7', savukart taisne D F krusto ws punkta
Z.

leverosim, ka ZAFE = ZABC = ZAYF un ZAEF = ZACB = ZAXE. Tas nozime, ka taisne
FFE ir wy un wy pieskare. Pienemsim, ka rinka Imijas w; un ws krustojas punkta @) # A, savukart taisne
krusto AQ) krusto taisni FF punkta M;. Ieverosim, ka no pieskares ipasibas izriet, ka

FM} = M,Q- M{A= ME* = ME = FM,
Tas nozime, ka punkts M; ir FF viduspunkts. Ar S apzimesim taisnu DE un D F krustpunktu.

Apgalvojums. Punkti A, Q, M;, S, P atrodas uz vienas taisnes.

Pieradijums. Acimredzami no kapslu lenkiem, ka AFAE ~ ABAC pec pazimes [l, jo EF || BC.
Tad AM; un AP ir atbilstosas medianas lidzigos trijsturos. Ta ka lenki pie atbilstosajiem elementiem
lidzigos trijsturos ir vienadi, tad Z/BAM, = ZBAP, kas nozime, ka punkti A, M7, P atrodas uz vienas
taisnes.

Aplukojam trapeci DFED;,. No skerslenkiem redzams, ka ASFE ~ ASD;D pec pazimes [, jo
EF || DD,. leverosim, ka SM; un SP ir atbilstosas medianas lidzigos trijsturos. Tad leyki pie tam ir
vienadi, tatad ZM;SF = ZPSD,. Ta ka punkti F,S, D; atrodas uz vienas taisnes, varam secinat, ka
nosauktie lenki ir krustlenki un punkti My, S, P atrodas uz vienas taisnes. Ta ka jau ieprieks zinams, ka
punkti A, (), M; atrodas uz vienas taisnes, tas nozimeé, ka visi punkti A, Q, M, .S, P atrodas uz taisnes

AQ.



leverosim, ka cetrsturi TFQA un AQFE X ir ievilkti rinka Iinija, lidz ar to no ievilktu ¢etrsturu pazimes
izriet, ka
SEF-ST=5Q-SA=SFE-SX

Secinam, ka ap cetrsturi TFEX var apvilkt rinka liju. Ieverosim, ka
/D\DX = /FED = /XTD,
Tas nozime, ka ap cetrsturi DD XT var apvilkt rinka liniju. Ieverosim ari, ka

LDDZ =/FEZ = /ZZXD
LYDD, =ZYFE =ZYTF

Mes izmantojam to, ka F'E ir w; un wy pieskare. No iegutajam lenku vienadibam izriet, ka ap
cetrsturiem Dy DTY un DD, X7 var apvilkt rinka Imijas.

Esam ieguvusi, ka ap cetrsturiem DD XT, DiDTY un DD, X7 var apvilkt rinka Iinijas, kas nozime,
ka punkti D, Dy, X, Z, Y, T atrodas uz vienas rinka linijas, kas ar1 bija japierada.



